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PREFACE.  V.4- 

Cette  quatrième  et  dernière  Partie  comprend  un  seul  Livre, 
consacré  à  l'étude  des  deux  problèmes  étroitement  liés  de  la 
Déformation  infiniment  petite  et  de  la  Représentation  sphé- 
rique.  Ce  double  sujet  est  un  des  plus  attrayants  et,  je  crois,  un 
des  plus  féconds  de  la  Géométrie.  J'espère  qu'il  intéressera  les 
nombreux  lecteurs  qui  m'ont  fait  l'honneur  de  me  suivre  jusqu'au 
bout  de  ce  long  Ouvrage. 

Le  Livre  \  III  tout  entier  a  paru  en  juillet  1895. 

Les  Notes  et  Additions  qui  paraissent  aujourd'hui  terminent 
à  la  fois  le  Volume  et  l'Ouvrage.  Les  trois  premières  sont  dues 
à  mon  Confrère,  M.  Emile  Picard,  à  MM.  G.  Kœnigs  et 
E.  Cosserat.  En  même  temps  qu'elles  enrichissent  ce  Volume, 
elles  constituent  pour  l'Auteur  un  témoignage  de  sympathie  qui 
lui  est  des  plus  précieux  et  qu'il  prend  plaisir  à  enregistrer. 

Il  ne  veut  pas  terminer  sans  adresser  aussi  ses  plus  vifs  remer- 
cîments  à  MM.  G.  Kœnigs,  C.  Guichard  et  E.  Cosserat  qui  ont 
bien  voulu  l'aider  dans  la  correction  des  épreuves  de  ce  \  olume 
et  à  ses  excellents  Editeurs,  MM.  Gauthier-Villars.  dont  le  con- 
cours si  dévoué  et  si  éclairé  lui  a  été  d'un  grand  secours  depuis 
le  commencement  de  la  publication. 

25  mars  1896. 

G.  DARBOUX. 
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ERRATA. 


Première  Partie. 

Page  143,  ligne  3  de  la  Noie,  au  lieu  de  Gôttingen  lisez  Gôttinger. 
Page  341,  ligne  2,  au  lieu  de  80,  lisez  81. 


Deuxième  Partie. 

Page  5o,  dans  la  deuxième  ligne  da  déterminant,  au  lieu  de  x'i\  lisez  y'^K 
Page  100,  ligne  5  en  remontant,  au  lieu  de  l'équation  (  i  ), /«ez  l'équation  (2). 

Page  i4o,  formule  (8),  au  lieu  de  -^  dans  la  seconde  ligne,  lisez  —  • 

ày  dx 

Page  3io,  formule  (64),  au  lieu  de  (a  —  m,  lisez  {a—  u). 

Page  437,  dans  les  trois  premières  formules,  au  lieu  de  U  -+-  h,  lisez  2U  -i-  2A. 


Troisième  Partie. 

Page  89,  ligne  i3,  au  lieu  de  en  B',  lisez  en  B,'. 

Page  93,  ligne  i3  dans  la  formule,  au  lieu  de  -^  —(-^]  lisez  -  —(-L-\. 

3RR'  duVRR'/'  i    du\HR'J 

Page  94,  foriùule  (a),  même  correction. 

Page  286,  ligne  3,  au  lieu  de  applicable,  lisez  applicables. 

Page  295,  ligne  i3,  au  lieu  de  692,  lisez  SgS. 

Page  332,  ligne  5,  au  lieu  de  692,  lisez  693. 

Page  398,  ligne  12,  au  lieu  de  (11),  lisez  (10). 

Page  473,  ligne  3  en  remontant,  lisez  B  =  0. 

Page  473,  dernière  ligne,  lisez  A  =  0. 


THÉORIE  GÉNÉRALE 

DES   SURFACES. 

QUATRIÈME   PARTIE. 

LIVRE    VIII. 

DÉFORMATION  INFINIMENT  PETITE  ET  REPRÉSENTATION 

SPHÉRIQUE. 


CH.4PITRE  I. 

DÉFORMATIO"     INFINIMENT    PETITE.     PREMIÈRE    SOLUTION. 

Énoncé  précis  du  problème  à  résoudre.  —  Comment  on  pourrait  entreprendre  son 
étude  par  la  méthode  des  séries.  —  Le  problème  de  la  déformation  infiniment 
petite  consiste  dans  la  détermination  des  premiers  termes  de  ces  séries.  —  Ce 
que  l'on  appelle  la  directrice  et  le  module  de  la  déformation  infiniment  petite. 

—  Couples  de  surfaces  applicables  l'une  sur  l'autre.  —  Rapports  de  la  question 
proposée  avec  le  problème  dit  des  éléments  rectangulaires.  —  Indication  des 
travaux  publiés  sur  ces  questions.  —  Première  solution  du  problème  :  on  est 
ramené  à  l'intégration  d'une  équation  linéaire  du  second  ordre.  —  Interpréta- 
tion géométrique.  —  Application  au  paraboloïde.  —  Raisonnement  a  priori 
montrant  que  la  solution  du  problème  peut  être  obtenue  pour  toute  surface  du 
second  degré.  —  Développement  de  la  solution  pour  le  cas  de  la  sphère.  — 
Démonstration  géométrique  :  la  surface  (S,)  qui  correspond  à  une  sphère  par 
orthogonalité  des  éléments  est  la  surface  moyenne  d'une  congruence  isotrope. 

—  Équations  qui  déterminent  cette  surface  moyenne.  — Retour  au  cas  général; 
les  caractéristiques  de  l'équation  linéaire  dont  dépend  la  solution  sont  les  lignes 
asymptoliques  de  la  surface  proposée. 


852.  II  ressort  avec  évidence  des  développements  contenus 
dans  les  chapitres  précédents  que.  jusqu'ici,  le  problème  de  la 
déformation  des  surfaces  n'a  pu  être  résolu  d'une  manière  com- 
plète que  dans  un  petit  nombre  de  cas.  Pour  faire  connaître  tout 
ce  qu'il  j  a  d'essentiel  dans  les  travaux  des  géomètres  sur  ce 
beau  et  difficile  sujet,  il  nous  reste  à  exposer  toute  une  série  de 
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recherches  relatives  à  la  déformation  infiniment  petite,  recherches 
qui  conduisent,  soit  dans  la  théorie  des  surfaces,  soit  dans  celle 
des  congruences,  à  des  propositions  du  plus  haut  intérêt.  For- 
mulons d'abord  d'une  manière  précise  l'énoncé  du  problème  qui 
va  nous  occuper  dans  ce  chapitre  et  dans  les  suivants. 

Imaginons  que  l'on  détache  de  l'ensemble  des  surfaces  qui 
résultent  de  la  déformation  d'une  surface  donnée  (S)  une  famille  de 
surfaces  dont  (S)  fera  partie,  c'est-à-dire  une  suite  continue  de 
surfaces,  représentée  en  coordonnées  rectangulaires  par  une  équa- 
tion de  celle  forme 

cp(X,  Y,  Z,  0  =  0, 

où  t  désigne  un  paramètre  variable  et  telle  que  la  surface  proposée 
corresponde,  par  exemple,  à  la  valeur  zéro  de  ce  paramètre.  Si 
x^  y,  z  désignent  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  (S) 
et  si  X,  Y,  Z  sont  les  coordonnées  du  point  correspondant  de  la 
surface  de  paramètre  t,  on  devra  avoir 

( I )  dX.-  -H  d\-  -h  dL'^—  dx^  h-  dy'^  -\-  dz-. 

On  peut  d'ailleurs  supposer  que  X,  Y,  Z,  fonctions  de  la 
variable  t  en  même  temps  que  de  x^  y,  z^  soient  développables  sui- 
vant les  puissances  de  t.  Et  comme  X,  Y,  Z  doivent  se  réduire 
respectivement  k  x,  y,  z  pour  ^  =  o,  on  devra  avoir 

ix  =  ,r  -+-  ^  a-i  -H  r-  ^^2  -t-  .  .  . , 
Y  =  j  -1-  t-}\-^r-y^_^.  .  ., 
z  z^  z  -i-  tzi  -hr-z».-h. .., 

Xij  yi,  Zi',  Xo,  y^:  z^,  ...  désignant  des  fonctions  indépendantes 
de  t,  mais  dépendantes  des  deux  paramètres,  quels  qu'ils  soient, 
que  l'on  a  choisis  pour  fixer  la  position  du  point  (x,  y,  z)  sur  la 
surface  (S).  Substituons  les  valeurs  de  X,  Y,  Z  dans  l'équation  (i) 
et  égalons  à  zéro  les  coefficients  des  différentes  puissances  de  t. 
Nous  obtenons  ainsi  les  relations 

dx  dxi  -H  dy  dfi  -+-  dz  dz-x  =  o, 

dx  dx-i  -t-  dy  dy-i  H-  dz  dz^_  -h  -  ( dx\  ■+-  dy\  -^  dz\)  =  o^ 

(3)  <;'  ^ 

I  dx  dx^,  -t-  dy  dy^  -h  dz  dz^,  -H  dx^  dxi      -h  dy\  dy^_      -i-  dz^  dz^_  =  o, 

\  dx  dxn  -I-  dy  dy,,  -H  dz  dz„  -+-  dx\  dxn^i  -t-  o^Ki  dyn-\  +  dz\  dzn-\_-^...=  o 
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qui  permetlront  de  déterminer  de  proche  en  proche  les  fonc- 
tions inconnues  ar,,  ^',,  Zi.  Si,  par  exemple,  on  pouvait  intégrer 
de  la  manière  la  plus  générale  le  système  (  3  >  en  obtenant  pour 
les  valeurs  de  X,  \  ,  Z  des  séries  convergentes,  il  est  clair  que 
ion  aurait  résolu  d'une  manière  complète  par  la  méthode  des 
séries  le  problème  de  la  déformation  finie  de  la  surface  (S). 

Envisagé  de  cette  manière,  le  problème  exige  en  premier  lieu  la 
détermination  des  fonctions  Xi,  ri,  ^t  qui  satisfont  à  la  première 
des  équations  (3) 

(4  I  (Le  djci-i-  dv  (l\  i-i-  dz  dz-i  =  o. 

C'est  l'intégration  complète  de  cette  équation  auxdiflférentielles 
totales  qui  donne  la  solution  de  ce  que  nous  appellerons  dans  la 
suite  le  problème  de  la  déformation  infiniment  petite  de  la 
sur/ace  (S). 

Supposons  que  l'on  ait  trouvé  des  fonctions  Xt^yt,  c,  vérifiant 
les  trois  équations  aux  dérivées  partielles  qui  sont  comprises 
dans  l'équation  i  4  '  et  considérons  la  surface  (S)  définie  par  les 
équations 

(5)  \'  =  r  -i-  (xi,  Y'c^i   -;-/),.  Z'=;-l-/^,. 

On  aura,  en  tenant  compte  de  l'équation  (  4\ 

d\'^-i-  rfY  2-H  dZ^-=  dx^-^  dy--^-  dz^-r-  /^(rf>f -i-  rfrf  -f-  rfcf  ), 

de  sorte  que,  si  le  paramètre  t  est  infiniment  petit,  la  surface  (S') 
correspond  point  par  pointa  (S),  de  telle  manière  que  les  longueurs 
de  deux  courbes  correspondantes  ditlèrent  seulement  de  quantités 
infiniment  petites  du  second  ordre  par  rapport  à  t.  Si  1  on  veut 
donner  une  forme  entièrement  géométrique  à  cet  énoncé,  on  peut 
dire  que  la  surface  (S')  est  infiniment  voisine  de  (S)  et  que  la  diffé- 
rence des  longueurs  de  deux  courbes  correspondantes  tracées  sur 
les  deux  surfaces  est  du  second  ordre  par  rapport  à  la  distance 
qui  sépare  deux  points  correspondants  quelconques  sur  (^S)  et 
sur  {S'), 

En  comparant  les  formules  (5)  aux  formules  (2),  on  peut  encore 
admettre  que,  x,,  y,,  z^  une  fois  connus,  on  pourra  toujours,  et 
d'une  infinité  de  manières,  déterminer  les  fonctions  x^,  y^.  z,; 
X3,  .  . .  qui  entrent  dans  les  puissances  supérieures  de  t;  de  telle 
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sorte  (jue  la  surface  (S')  sera  infiniment  voisine  du  second  ordre 
d'une  infinité  de  surfaces  efTeclivement  applicables  sur  (S).  D'une 
manière  plus  précise,  si  M'  est  le  point  de  (S')  qui  correspond  à 
un  point  M  de  (S),  la  difïérence  géométrique  entre  le  vecteur  MM' 
dont  les  projections  sont 

X'-:r,     Y'~r,     //-z, 

et  le  vecteur  MM"  qui  réunirait  le  point  M  au  point  correspon- 
dant M"  d'une  surface  rigoureusement  applicable  sur  (S)  et  conve- 
nablement choisie,  sera  une  grandeur  géométrique  infiniment 
petite  du  second  ordre  par  rapport  au  segment  MM",  au  moins 
dans  toute  l'étendue  d'un  segment  fini  de  la  surface  (S)  (  '  ). 

Si,  par  les  dillérents  points  de  (S),  nous  menons  les  vecteurs 
MM',  ces  vecteurs  indéfiniment  prolongés  engendreront  une  con- 
gruence  do  droites  que  nous  appellerons  les  directrices  de  la 
déformation  infiniment  petite.  Quant  à  la  grandeur  MM',  nous 
l'appellerons  le  module  de  la  déformation.  Il  est  clair  qu'une 
déformation  est  déterminée  si  l'on  connaît,  pour  chaque  point  de  (S). 
la  directrice  et  le  module  de  la  déformation.  Gomme  l'équation  (4) 
ne  change  pas  de  forme  lorsqu'on  y  multiplie  Xt,  y^^  Zi  par  une 
constante,  nous  pourrons  supprimer  le  facteur  t  et  considérer  le 
module  comme  une  quantité  finie 


Jîl  =  ^/.rj-H_rï-l-  -ï' 

en  nous  souvenant  que,  si  l'on  veut  obtenir  une  surface  (S')  résul- 
tant de  la  déformation  infiniment  petite  de  (S),  il  faudra  porter, 
à  partir  de  chaque  point,  sur  la  directrice  de  la  déformation  une 
longueur  e.TII,  £  désignant  une  constante  infiniment  petite  quel- 
conque. On  voit  que  le  module  peut  toujours  être  multiplié  par 
une  constante. 

853,    Si  l'on  imagine  les  coordonnées  x,  y,  z  exprimées  en 


(')  Il  est  bon  de  remarquer  que  cette  proposition  ne  caractérise  pas  la  sur- 
face (S')  dans  le  cas  on  la  surface  (S)  est  plane.  Toute  snrface  infiniment  voisine 
d'un  plan  satisfait  ici  à  la  définition  de  la  surface  (S')  sans  qu'on  puisse  dire 
qu'elle  résulte  de  la  déformation  infiniment  petite  du  plan.  Le  lecteur  se  rendra 
compte  aisément  do  la  raison  de  cette  exception. 


\ 
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fonction  de  deux  variables  u  et  ^',  l'équalion  aux  difT^renlielles 
totales  (4)  se  décomposera  dans  les  trois  suivantes  : 

àx  àx^        ày  à\\         as  àzi 


au 

à» 

au   àu 

àu 

àu 

"5 

àx 

àx^ 
'àil 

àx  àxi 
àu    àv 

àv 

àyi 
àu 

_^  ày  àyx 
àu    àv 

àz 

àst 
àu 

as 

as, 

àx    àXy 

àv     àv 

^  ày  àyt 
àv    àv 

àx  àst 
àv    àv 

=  o. 

Quant  aux  autres  équations  comprises  dans  le  système  (3), 
si  Ton  cherche  à  les  intégrer  successivement,  elles  se  Mmèneni 
toutes  au  type  suivant  : 

()x  dxi        àj'  àyi       àz  àzi  

àu   àu        àu   àu        àu  àu        "  " 
àx  àxt        àx  àxi 

à^  Tû"*' TTi  1^ '^  "        ~    ^' 

àx  àxf  -, 

^■^-^■•-  =^" 

qui  ne  difVére  du  précédent  que  par  les  termes  du  second  membre 
A»,  Bj,  Cf ,  ces  termes  étant  chaque  fois  des  fonctions  connues  de  « 
et  de  V.  Or,  il  résulte  d'une  proposition  de  Cauchy  que  Von  sait 
toujours  intégrer  par  des  quadratures  un  système  quelconque 
d'équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  avec  second 
membre  toutes  les  fois  que  Von  sait  intégrer  d'une  manière 
générale  le  même  système  où  les  seconds  membres  ont  été  sup- 
primés. En  utilisant  ce  résultat  dans  la  question  qui  nous  occupe, 
on  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Quand  on  saura  trouver  de  la  manière  la  plus  générale  les 
termes  fjc,,  ty^,  tz-t  des  séries  (a),  on  pourra,  par  de  simples 
quadratures,  déterminer  successivement  tous  les  autres. 

En  d'autres  termes,  quand  on  saura  résoudre  d'une  manière 
complète  le  problème  de  la  déformation  infiniment  petite,  tel  ^ 
que  nous  l'avons  énoncé,  on  pourra,  par  de  simples  quadra- 
tures, résoudre,  le  même  problème  avec  une  approximation, 
non  plus  seulement  du  second  ordre,  mais  de  tel  ordre  que  l'on 
voudra. 

854.  Ces  remarques  générales  une  fois  présentées,  revenons  à 
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l'équation  (4)  et,  pour  l'interpréter  géométriquement,  considérons 
la  surface  (S,  )  lieu  du  point  dont  les  coordonnées  sont  Xt ,  j'f ,  Zf . 
Cette  surface  correspond  point  par  pointa  (S)  et  l'équation  (4) 
exprime  évidemment  que  les  éléments  linéaires  correspondants 
des  deux  surfaces  sont  toujours  perpendiculaires.  Ainsi  le  pro- 
blème de  la  déformation  infiniment  petite  de  (S)  équivaut  à  la 
détermination  des  surfaces  (Si)  qui  correspondent  point  par  point 
à  (S)  de  telle  manière  que  les  éléments  linéaires  correspondants 
définis  respectivement  par  les  projections  dx,  dy,  dz  Qidx\.  dyt, 
dz\  soient  orthogonaux.  Nous  avons  déjà  rencontré  [I,  p.  324,  325] 
ce  mode  de  correspondance,  étudié  en  premier  lieu  par 
M.  Moutard  (')  et  M.  Ribaucour  (2).  Voici  comment  ces  deux 
géomètres  avaient  été  conduits  à  se  poser  ce  problème  dit  des 
éléments  rectangulaires . 

Considérons  deux  surfaces  (D),  (2<),  applicables  l'une  sur  l'autre. 
Si  nous  désignons  par  X,  Y,  Z;  X, ,  Y^ ,  7^^  les  coordonnées  rectan- 
gulaires de  deux  points  correspondants  sur  ces  surfaces,  on  aura 

«?X2  -h  «fY2  -f-  d/j'-  =  d\ \  -+-  d\\  -^dZ\, 
ce  que  l'on  peut  écrire 

diU  —  Xi)  ^(X  H-  X,  )  -H  «?(Y  —  Yi)  ^(Y  -f-  Yi)  -4-  rf(Z  —  Zi)  d{7.  -h  Z,)  =  o. 

Si  donc  on  pose 

X  =  a,-  -I-  a^i,         Xi  =  .T  —  Xi  •>  .r  =  X  -1-  X 1 .         ■}.  .r,  r=  X  —  X, . 

Y=.r-f-.>-i,         Yi  =  y— ri  ou  ai^Y-i-V,.         o.ri^Y  — Yi, 

1--  —  z  -^  z-i,  Zi  =  s  —  ;:i  ■>  G  =  Z  -(-  Z I .  ?.  ;i   =  Z  —  Zi , 

il  viendra 

dx  dxi  ■+-  dy  dy\  -\-  dz  dzy  =  o. 

Ainsi,  lorsque  deux  surfaces  (2),  [lu)  sont  applicables  l'une 


(')  Voir  Moutard,  Sur  la  déformation  des  surfaces  {Bulletin  de  la  Société 
Philomathique,  année  1869,  p.  45,  séance  du  12  juin),  ainsi  que  le  Mémoire  et  la 
Note  insérés  aux  Comptes  rendus,  t.  LXX,  p.  834  et  déjà  signalés  [II,  p.  53]. 

(')  Les  premières  recherches  de  M.  Ribaucour,  dont  la  Science  déplore  la  mort 
récente  et  prématurée,  remontent  à  peu  près  à  la  même  époque  et  sont  contenues 
dans  la  Note  Sur  la  théorie  de  V application  des  surfaces  l'une  sur  Vautre 
insérée  au  Bulletin  de  la  Soriété  Philomathique,  année  1869,  p.  3-]. 
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sur  l'autre,  fa  sur/ace  (S),  lieu  du  milieu  des  segments  MM, 
dont  les  extrémités  sont  des  points  correspondants  sur  les  deux 
surfaces,  et  la  surface  (S,)  obtenue  en  menant  par  un  point 
fixe  quelconque  de  Vespace  des  droites  parallèles  et  propor- 
tionnelles aux  segments  MM,  se  correspondront  point  par  point 
avec  orthogonalité  des  éléments  linéaires.  El,  réciproquement. 
si  deux  surfaces  (S),  (S,)  se  correspondent  avec  orthogonalité 
des  éléments  linéaires^  et  que  Von  mène,  par  chaque  point 
de  {S),  deux  droites^  égales  et  de  sens  contraires,  parallèles 
et  proDortionnelles  au  rayon  vecteur  qui  joint  un  point  fixe 
de  l'espace  au  point  correspondant  de  (S|),  les  extrémités  de 
ces  deux  vecteurs  décrivent  deux  surfaces  (2),  (2i),  applicables 
Vune  sur  Vautre. 

Ainsi  il  revient  au  même  de  chercher  un  couple  de  surfaces 
applicables  l'une  sur  l'autre,  ou  un  couple  de  surfaces  se  corres- 
pondant avec  orthogonalité  des  éléments  linéaires.  Mais  il  importe 
de  remarquer  que.  si  Ion  sait  résoudre  le  problème  des  éléments 
rectangulaires  pour  une  surface  (  S'i,  cest-à-dire  trouver  toutes  les 
surfaces  qui  lui  correspondent  avec  orthogonalité  des  éléments 
linéaires,  on  ne  saura  pas  pour  cela  déterminer  toutes  les  surfaces 
applicables  sur  (S).  On  pourra  seulement  connaître  des  couples 
de  surfaces  applicables  l'une  sur  l'autre  et  contenant  des  constantes 
ou  des  fonctions  arbitraires. 

855.  C'est  dans  une  Communication  présentée  par  l'auteur  à 
la  Société  mathématique  de  France,  le  i  -  décembre  1 878  (  '  1,  qu'a 
été  établi  pour  la  première  fois  le  lien  entre  le  problème  des 
éléments  rectangulaires  et  celui  de  la  déformation  infiniment 
petite  que  nous  avons  signalé  plus  haut.  Si  l'on  emploie  les  défi- 
nitions que  nous  avons  adoptées,  la  proposition  qui  a  servi  de 
point  de  départ  aux  recherches  de  M.  Moutard  prend  la  forme 
suivante  : 

Lorsqu'on  connaît  une  déformation  infiniment  petite  de  (S), 
SI  l'on  porte  à  partir  de  chaque  point  de  (S'>  sur  les  droites 


(')  Cette  Commanication  est  restée  inédite.  Voir  une  Note  Sur  les  équations 
aux  dérivées  partielles  insérée  aux  Comptes  rendus,  t.  XCVI,  p.  766:  mars  i883. 
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directrices  de  la  déformation  deux  longueurs  égales  et  de  sens 
contraires^  proportionnelles  au  module  de  la  déformation,  on 
obtient  un  couple  de  surfaces  applicables  l'une  sur  Vautre. 

El,  réciproquement  : 

Si  deux  surfaces  (i),  ÇL\)sont  applicables  l'une  sur  l'autre, 
la  droite  MM,  qui  joint  deux  points  correspondants  de  ces  sur- 
faces est  à  la  fois  la  directrice  et  le  module  d'une  déformation 
infiniment  petite  pour  la  surface  (S)  lieu  du  milieu  de  MM^. 

Depuis  ces  premières  recherches ,  MM.  Lecornu  (  '  )  et  Beltrami  (-), 
dans  deux  Mémoires  importants,  publiés  en  1880  et  1882,  se  sont 
préoccupés  de  l'étude  détaillée  des  forces  que  met  enjeu  la  défor- 
mation infiniment  petite  d'une  surface  donnée,  M.  Weingarten 
a  repris  la  question  en  se  plaçant  au  point  de  vue  de  la  Géo- 
métrie ( ').  D'importants  résultats  relatifs  au  problème  des  éléments 
rectangulaires  se  trouvent  aussi  dans  différents  Mémoires  de 
Ribaucour,  de  MM.  Bianchi,  Cosserat,  Guichard,  etc.,  et  seront 
exposés  plus  loin. 

L'auteur  va  développer  ici  les  méthodes  directes  qu'il  a  suivies 
dès  1882,  dans  son  enseignement  de  la  Faculté. 

856.  En  voici  une  que  nous  allons  indiquer  rapidement. 
Soit  à  résoudre  l'équation 

(6)  dx  dxi-^  dv  dvi-h  dz  dzi  —  o. 

On  démontrera  facilement  que  l'on  peut  toujours  trouver  trois 
fonctions  a,  b.  c  telles  que  l'on  ait  identiquement 

!dxi  =  c  dy  —  b  dz, 
dj'i  =  a  dz  —  c  dœ, 
dz\  =  h  dx  —  a  dy. 


(')  L.  hmoB^m'i,  Sur  L'équilibre  des  surfaces  flexibles  et  inextensibles  {Journ. 
de  l'École  Polytechnique,  XLVIII*  Cahier,  p.  1-109;  1880). 

(')  E.  Beltrami,  SuW  equilibrio  délie  superficie  flessibili  ed  inestendibili 
{Memorie  délie  Scienze  delV  Tstituto  di  Bolognay?,&Y\ç.  IV,  tomo  III,  Gennaio 
1882). 

(^)  J.  Weingarten,  Ueber  die  Deformationen  einer  biegsamen  unausdehn- 
baren  Flàche  {Journal  de  Crelle,  t.  C,  p.  296;  1886). 
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au   moins  tant  que  la  surface  (S)  lieu  du  point  (x,  r.  z^  ne  se 

réduit  pas  à  une  courbe  ou  à  un  point  (^  '  ). 

En  effet,  introduisons  six  fonctions  a,  b,  c:  a',  b',  c  telles  que 

l'on  ait  C 

djTi  =  à,dy  —  b'  dz, 

d}\  ^  adz  —  c'  dx, 

dzi  ^  b  dx  —  ad}. 

Si  l'on  porte  ces  valeurs  dx^,  dyt,  dz-t  dans  l'équation  (6). 
il  vient 

(a  —  a')  dydz  -(-  (6  —  b' )  dxdz  -t-  (  c  —  c  )dxdy  =  o. 

Comme  il  ne  peut  exister  aucune  relation  de  cette  forme  en 
dx.,  dy,  dz.  on  doit  donc  avoir 

a  =  If'.  b  =  b'.  c  =^  c'. 

ce  qui  donne  les  formules  (  71. 

De  là  résulte  une  première  solution  du  problème  des  éléments 
rectangulaires. 

En  effet,  si  l'on  prend  pour  a,  b,  c  des  constantes,  on  peut 
intégrer  les  équations  (~)  et  Ton  a.  a,  5.  y  désignant  de  nouvelles 

constantes, 

OTi  =;  a  -(-  c  )  —  b  z. 

\  i  =  3-4-  a;  —  ex. 
Zi  =z  '■  ^^  bx  —  a  w 

On  reconnaît  ici  les  expressions  des  composantes  de  la  vitesse 
d'un  point  quelconque  dans  le  mouvement  d'un  solide  invariable. 
Ainsi  cette  solution  pour  laquelle  la  surface  (Si)  lieu  du  point 
(\a7i,  yi,  ^1)  serait  un  plan  correspond,  non  à  une  déformation, 
mais  à  un  déplacement  infiniment  petit  de  (S);  en  elTet,  deux 
surfaces  égales  sont  évidemment  applicables  l'une  sur  l'autre. 


(')  Si  (S)  se  réduit  à  une  courbe  (C).  on  verra  facilement  que  la  surl'ace  (S), 
lieu  du  point  (x^,  yi,  z^)  ne  peut  être  qu'une  développable  (A)  dont  les  pians 
tangents  seront  perpendiculaires  aux  tangentes  de  (C).  Alors,  à  chaque  point 
M(x,  y,  z)  de  (C)  correspondent  tous  les  points  M,(x,,  ^1,  •=,)  de  (A)  situés  sur 
la  génératrice  de  contact  de  celui  des  plans  tangents  de  A  qui  est  perpendiculaire 
à  la  tangente  en  M  à  la  courbe  (C). 

Si  (S)  se  réduit  à  un  point,  la  surface  (Sj)  est  entièrement  indéterminée. 
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857.  Laissant  de  côté  ce  cas  exceptionnel,  revenons  aux  for- 
mules (7)  et  exprimons  les  conditions  d'intégrabililé.  Si  nous 
supposons  Zt  exprimée  en  fonction  de  a?  et  de  jk  et  si  nous  désignons 
par  jDi,  Çi  ses  dérivées  premières,  on  aura  d'abord 

(8)  b=pi,         a  =  —qi. 

Si  l'on  remplace  dz  par  p  dx  +  q  dy,  les  expressions  de  diCi , 
dyi  prennent  les  formes  suivantes 

i   da:t=       (c  —  qpi)dy  —ppidœ, 

(  q) 

/   dyi  =  —      -gqidy       —  (c  -+- pqi)dx, 
de  sorte  que  les  conditions  d'intégrabilité  nous  donnent 

d{c  —  qp,)        àjppi)  _  à(qqi)  _  à(c-hpqi)  _ 

^'""^  à^  ~dj^  '  àx  ày 

Éliminant  c  par  de  nouvelles  dérivations,  on  trouve 

à-(ppi)        à^(qqt)  à- 

àv-  àx-  axoy 

ou,  en  développant  et  désignant  par  r^,s^^  t^  les  dérivées  secondes 

de  ^1, 

(11)  rt'^_-^ti\ — 2ssi  =  o. 

L'intégration  de  cette  équation  linéaire  fera  connaître  z^  ;  puis 
les  équations  (10),  qui  donnent  les  deux  dérivées  de  c,  et  les 
équations  (9)  permettront  de  déterminer  c,  x^^  y^  par  des  quadra- 
tures de  différentielles  totales  à  deux  variables. 

808.  La  principale  difficulté  est  donc  l'intégration  de  l'équa- 
tion (11).  Donnons  d'abord  l'interprétation  géométrique  de  cette 
équation. 

Si  l'on  adjoint  à  la  surface  (S)  la  surface  auxiliaire  (So)  lieu  du 
point  (a?,  y,  Zi),  les  points  correspondants  des  deux  surfaces  sont 
toujours  sur  une  même  verticale  et  l'équation  (11)  exprime 
que  les  lignes  asymptotiques  de  Vune  des  surfaces^  projetées 
verticalement  sur  Vautre,  y  découpent  un  système  conjugué. 

En  effet,  les  lignes  asymptotiques  des  deux  surface  (S)  et  (So) 
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sont  respectivement  détinies  par  les  équations  différenlielles 

rdx-  -If  15  dx  dy  ■+- 1  dy-  =  o. 
Ti dx- -H  isxdxdy  -h  /i dy-  =  o, 

qui  feront  connaître  les  projections  de  ces  lignes  sur  le  plan 
des  arv;  et  l'équation  (ii)  exprime  qu'en  chaque  point  de  ce  plan 
les  directions  relatives  à  1  une  des  surfaces  divisent  harmoni- 
quement  l'angle  formé  par  les  deux  directions  relatives  à  l'autre 
surface. 

Etant  donnés  une  surface  quelconque  ( \.'\  et  un  point  O.  pro- 
posons-nous de  trouver  une  surface  (Ao  ^  telle  que  la  perspective 
de  ses  lignes  asymptotiques  sur  (A),  obtenue  en  prenant  le  point  O 
pour  point  de  vue.  dessine  sur  (Ai  un  système  conjugué.  Il  suffira 
de  faire  une  transformation  homographique  qui  rejette  le  point  O 
à  l'infini,  et  l'on  sera  ramené  au  problème  précédent.  Par  exemple, 
si  l'on  veut  déterminer  toutes  les  surfaces  pour  lesquelles  les  lignes 
asymptotiques  vues  d'un  point  O  paraissent  se  couper  à  angle 
droit,  il  suffira  d  effectuer  une  transformation  homographique  re- 
jetant le  point  O  à  l'infini  et  de  déterminer  les  transformations  infi- 
niment petites  de  la  surface  du  second  degré  qui  correspond,  après 
cette  transformation,  à  une  sphère  de  centre  O. 

8o9.    Appliquons    les    méthodes    précédentes    au    paraboloïde 

défini  par  l'équation 

z  ;=  xy. 

L'équation  (i  i)  nous  donnera  ici 

5l  =  o. 

Pour  la  commodité  des  calculs  prenons  l'intégrale  sous  la  forme 

(12)  ^i=X'-f-Y', 

X  désignant  une  fonction  de  J"  et  ^  une  fonction  y.  Les  in- 
connues 0,  Xi,  Vf  se  détermineront  sans  difficulté  et  l'on  aura,  en 
choisissant   convenablement   X,   Y  et  adoptant  les  notations  les 

plus  simples 

c^xX'—\'  —y  Y' -h  Y', 

^  .r,  =  2Y— j(X'-+-Y'), 

(i3i  •    »,  =  2X  — x(X'-+-Y'), 

'■.,=.V-.Y'. 
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La  surface  ainsi  obtenue,  qui  dépend  de  deux  fonctions  arbi- 
traires, a  ses  lignes  asymptotiques  déterminées  par  l'équatiou 
différentielle 

où  les  variables  sont  séparées. 

860.  Nous  ferons  connaître  plus  loin  des  propositions  générales 
d'après  lesquelles  le  résultat  précédent  peut  être  étendu  à  toute 
surface  du  second  degré.  Mais,  dès  à  présent,  il  est  bon  de 
remarquer  a  priori  que  le  problème  de  la  déformation  infiniment 
petite  peut  être  résolu  pour  toute  surface  du  second  degré.  Nous 
avons  vu,  en  effet,  que  toute  surface  réglée  admet  une  série  de 
déformations  finies  dans  lesquelles  ses  génératrices  demeurent 
rectilignes.  A  ces  déformations  finies  correspondent  évidemment 
des  déformations  infiniment  petites  qui  dépendent  d'une  fonction 
arbitraire  à  une  variable.  Or,  comme  une  surface  du  second  degré 
est  doublement  réglée,  l'application  de  la  remarque  précédente 
nous  en  fera  connaître  des  déformations  infiniment  petites,  qui  se 
distribueront  en  deux  séries  bien  distinctes,  se  rattachant  respecti- 
vement aux  deux  systèmes  de  génératrices.  Et  comme  les  équations 
du  problème  de  la  déformation  infiniment  petite  sont  linéaires, 
il  suffira  de  superposer  ces  deux  séries  particulières  de 
déformations  infiniment  petites  pour  obtenir  la  solution  la 
plus  générale  du  problème  proposé. 

En  terminant  ce  chapitre  nous  indiquerons  rapidement  comment 
l'étude  et  la  solution  du  problème  de  la  déformation  infiniment 
petite  de  la  sphère  peuvent  être  rattachées  à  la  théorie  des  surfaces 
minima. 

861.  Soit 

(l4)  .«2_f_j/2_i_  ^2  ==  I 

l'équation  de  la  sphère  donnée  (S)  et  soit  (S^)  la  surface,  lieu  du 
point  {x^^  yi,  Zi),  qui  lui  correspond  avec  orthogonalité  des 
éléments,  de  sorte  que  l'on  ait 

(i5)  dxdxi-h  dydyi-ï-  dzdzi  =  0. 
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Désignons  toujours  par  M,  M,  deux  points  correspondants  sur 
les  deux  surfaces  et  menons  par  le  point  M,  une  droite  Mi  H 
parallèle  au  ravon  de  la  sphère  qui  va  aboutir  en  M.  Nous  allons 
montrer  que  la  droite  M<  H  engendre  une  congrueuce  isotrope, 
c'est-à-dire  [I,  p.  420]  qu'elle  est  tangente  à  deux  développables 
circonscrites  au  cercle  de  l'infini. 

Nous  rattacherons  cette  proposition  particulière  à  une  autre 
plus  générale  que  nous  retrouverons  plus  loin  (n°  891)  et  qui  est 
due  à  Ribaucour. 

Soient  M,  M)  deux  points  correspondants  sur  deux  surfaces 
quelconques  qui  se  correspondent  avec  orthogonalité  des  éléments  ; 
menons  par  le  point  M<  la  droite  Mj  H  parallèle  à  la  normale  de 
la  surface  (S)  en  M;  et,  de  plus,  effectuons  la  représentation 
sphérique  de  cette  surface  (S)  sur  une  sphère  de  rajon  i  ajant 
son  centre  en  un  point  O;  soit  Om\c  rayon  de  la  sphère  parallèle 
à  la  normale  de  (S)  en  M;  nous  allons  déterminer  les  plans  focaux 
de  la  congruence  engendrée  par  la  droite  M|  H- 

A  cet  effet,  déplaçons-nous  de  telle  manière  que  M,  H  engendre 
une  des  développables  de  la  congruence.  Le  point  M  viendra  en  un 
point  infiniment  voisin  M' et  de  même  M(  en  M[,  m  en  m'.  Le  plan 
tangent  de  la  développable  suivant  M,  H  est  parallèle  au  plan  déter- 
miné par  les  deux  rajons  consécutifs  de  la  sphère  0/n,  Om';  et, 
par  conséquent,  il  en  est  de  même  de  la  direction  M,M(.  Or, 
cette  direction  M,Mj  doit  être  déjà  perpendiculaire  à  MM'.  Elle 
devra  donc  se  confondre  avec  Om  s'il  y  a  dans  le  plan  mOm'  une 
seule  direction  perpendiculaire  à  MM'.  Conmie  il  est  impossible, 
on  le  reconnaîtra  aisément  ('),  que  MiMj  soit  parallèle  à  Om,  il 
faut  que  MM'  soit  perpendiculaire  à  deux  droites  distinctes  du 
plan  mOm',  c'est-à-dire  à  ce  plan.  Or,  ceci  revient  à  dire  que  la 
tangente  MM'  de  la  surface  (S)  doit  êlre  perpendiculaire  à  son 
image  sphérique,  c'est-à-dire  doit  êlre  une  tangente  asvmplolique 
[I,  p.  201].  Donc,  aux  développables  de  la  congruence  engen- 
drée par  M,  H  correspondent  les  asvmptotiques  de  (S)  ou.  ce 


(')  Si  M, Ml  était  parallèle  à  O//1,  les  plans  tangents  aux  deux  surfaces  (S),  (S,) 
en  M  et  en  M,  seraient  rectangulaires,  ce  qui  est  impossible,  car  alors  à  tous  les 
déplacements  s'effectuant  autour  de  M  correspondrait  toujours  le  même  dépla- 
cement infiniment  petit  à  partir  de  M,  sur  (S,). 
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qui  revient  au  même,  les  deux  plans  focaux  de  la  congruence 
engendrée  par  la  droite  M,  H  sont  perpendiculaires  aux  tan- 
gentes asymptotiques  de  (S)  en  M. 

Appliquons  cette  proposition,  qui  a  été  énoncée  par  Ribaucour 
au  n"*  188  de  son  Étude  sur  les  Elassoïdes ^  au  cas  où  la  surface  (S) 
est  une  sphère  de  centre  O.  La  droite  M^  H  devient  la  parallèle  au 
rayon  OM  de  la  sphère  (S);  les  tangentes  asymptotiques  de  (S) 
sont  les  génératrices  rectilignes  de  la  sphère  qui  passent  en  M. 
Par  suite,  les  deux  plans  focaux  de  la  congruence  .engendrée 
par  la  droite  Mi  H,  étant  perpendiculaires  à  des  droites 
isotropes,  sont  nécessairement  isotropes,  c'est-à-dire  tangents  au 
cercle  de  l'infini,  et  les  deux  nappes  de  la  surface  focale  de 
cette  congruence  soMt  des  développables  isotropes. 

862.  Le  calcul  suivant  conduit  au  même  résultat.  Les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  M,  H  ont  pour  expressions 

./•j  +  ./•  p,  y  y  -f-   VO,  Zi  -H  zo. 

Pour  déterminer  les  développables  de  la  congruence,  exprimons 
qu'il  existe  un  déplacement  dans  lequel  ce  point  décrit  une  courbe 
tangente  à  la  droite.  Nous  aurons 

di  Xi  -\~  X  ^)  __  d(  y  s  -+-  y  p  )  __  d{  Z]  -^-  z  a) 
X  ~  y  ~  z  '' 

ou,  en  introduisant  une  inconnue  auxiliaire  d\^ 

(    dxi  -+-  odx  =  xd\, 

(i6)  }  dvi  -t-  pdy  ^^  yd\, 

(  dz\  -t-  odz  =  zd\. 

Si  l'on  multiplie  ces  équations  respectivement  par  dx.,  dy,  dz 
et  si  on  les  ajoute  en  tenant  compte  des  relations  (i4)  et  (i5), 

il  vient 

p ( dx-  -+-  dy-  -i-  dz-)  =  o. 

Gomme  p  ne  peut  être  nul,  on  voit  que  les  développables  de  la 
congruence  correspondent  aux  lignes  de  longueur  nulle  de  la 
sphère,  ce  qui  équivaut  au  résultat  déjà  établi  par  la  Géométrie. 

863.  Dans   les   rapides   indications  que  nous    avons    données 
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[I,  p.  419-42*]  sur  les  congruences  isotropes,  nous  avons  signalé 
une  propriété  de  ces  congruences.  à  savoir  que  les  surfaces  réglées 
élémentaires  contenant  une  droite  quelconque  de  la  congruence 
ont  toutes,  pour  cette  droite,  le  même  point  central  et  le  même 
paramètre  de  distribution;  d'où  il  résulte  que  la  surf  ace  moyenne 
(lieu  du  milieu  du  segment  focal)  contient  les  lignes  de  striction 
de  toutes  les  surfaces  réglées  formées  avec  des  droites  de  la 
congruence.  Or  il  est  très  aisé  de  montrer  que  cette  surface 
moyenne  est  ici  la  surface  (S|  ). 

En  effet,  si  l'on  considère,  d'une  manière  générale  une  surface 
réglée  engendrée  par  une  droite  dont  les  cosinus  directeurs  seront 
désignés  par  x.  Y'  ~-i  il  est  évident  que  dx,  dy,  dz  sont  les  para- 
mètres directeurs  de  la  normale  au  plan  central,  puisque  cette 
normale,  perpendiculaire  à  la  génératrice,  est,  en  même  temps, 
parallèle  au  plan  tangent  à  l'infini.  Donc  si  a:,,  ri,  -^4  sont  les 
coordonnées  d'un  point  de  la  ligne  de  striction,  on  a 

dxdxi  -+-  dydy'i  -h  dzdzi=^  o, 

en  tous  les  points  de  cette  ligne  et  seulement  en  ces  points.  Cette 
relation  étant  identique  à  l'équation  (i5)  et  se  trouvant  vérifiée 
pour  chaque  point  de  la  surface  moyenne,  il  en  résulte  la  propriété 
annoncée.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante,  qui  est 
due  à  Ribaucour ( ' )  : 

Pour  obtenir  la  surface  la  plus  générale  correspondant  par 
orthogonalité  des  éléments  à  la  sphère,  il  sujfit  de  prendre  la 
surface  moyenne  de  la  congruence  isotrope  la  plus  générale. 

On  a  vu  [I,  p.  420]  que  l'enveloppée  moyenne  d'une  telle  con- 
gruence est  une  surface  minima. 

En  rapprochant  du  reste  les  diflférents  raisonnements  que  nous 
venons  de  faire,  on  voit  que,  seules,  les  congruences  isotropes 
jouissent  de  la  propriété  d'avoir  les  lignes  de  striction  des 
différentes  surfaces  réglées   que   Von  peut  former  avec   les 


(■)  A.  Ribaucour,  Etude  des  Èlassoîdes  ou  surfaces   à  courbure  moyenne 
nulle.  Chapitre  VIII  [Mémoire  déjà  cité  (I,  p.  4 '9)]- 
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droites  qui  les  composent,  toutes  distribuées  sur   une   même 
surface  (^). 

864.  Revenons  à  la  relation  (i5)  et  appliquons  un  théorème 
donné  plus  haut.  Si,  k  désignant  une  constante,  nous  considérons 
les  deux  surfaces  lieu  des  points  {Xi-\- kx,  y^-\- ky,  z^-\- kz)  et 
{x\  —  kx^Yi  —  ^T' ^1 — ^'^)'  c'est-à-dire  les  surfaces  obtenues 
en  portant,  dans  les  deux  sens  à  partir  de  M<,  sur  les  droites  de  la 
congruence  isotrope,  des  longueurs  égales  à  k,  on  aura  deux  sur- 
faces applicables  l'une  sur  l'autre  de  telle  manière  que  les  points 
correspondants  soient  à  une.  distance  invariable  l'un  de  l'autre. 
Réciproquement,  si  les  extrémités  d^ un  segment  PPi  de  longueur 
constante,  dont  la  direction  dépend  de  deux  paramètres, 
décrivent  deux  surfaces  applicables  l'une  sur  l'autre,  la 
droite  PPi  engendre  une  congruence  isotrope  (^). 

(')  C'est  d'ailleurs  ce  que  l'on  peut  établir  directement  comme  il  suil  : 
Prenons  une  droite  de  la  congruence  pour  axe  des  z  et  soient 

y  =  m'x,        y  —  m"  x 

les  équations  des  plans  focaux,  z' ,  z"  les  z  des  points  focaux. 

Pour  déterminer  le  point  central  relatif  à  l'une  des  surfaces  élémentaires  con- 
tenant la  droite,  il  faut  lui  adjoindre  le  point  à  l'infini,  les  points  focaux  et 
exprimer  que  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  de  contact  est  égal  à 
celui  des  plans  tangents  correspondants,  ce  qui  donne 

T 

m 


m  étant  le  coefficient  angulaire   du  plan  central.  Pour  que  z  soit  invariable,  il 
faut  que  la  fraction  rationnelle 

(m  —  /rt'  )  (  I  -H  m  fit"  ) 


( m  —  m" )  (i  -h  mm' ) 

soit  indépendante  de   m,  ce  qui  donne,  en  écartant   l'hypothèse    inadmissible 
m'  —  m.", 

I  -+-  Jïi'-  =0,         I  -t-  /n"2  =  o. 

Les  plans  focaux  sont  donc  nécessairement  isotropes. 

(')  A.  RiBAucouR,  Mémoire  cité  (Chap.  VIII).  Le  cas  où  la  direction  du 
segment  PP,  ne  dépend  que  d'un  seul  paramètre  a  été  traité  par  M.  Caronnet 
dans  un  article  Sur  les  couples  de  surfaces  applicables  inséré  en  iSgS  au 
tome  XXI  du  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France. 
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Car  la  surface  décrite  par  le  milieu  de  PP|  et  la  sphère  obtenue 
en  menant  par  un  point  fixe  des  parallèles  à  PP,  se  correspondent 
avec  orthogonalité  des  éléments  linéaires. 

865.   li  nous  reste  à  indiquer  comment  on  détermine  la  surface 
moyenne  d'une  congruence  isotrope. 
Soient 

(17)  (1  —  u-  )x  •+- 1(1  -h  u-}y  -+- 1  u  :;  -H  4  /'  «  '  =  o, 

(18)  (i  —  «j)jr  —  i(i  -+-  Mf)r  -+-  2Wi  :;  -^  4/1 1  «I  '  =  o 

les  équations  de  deux  plans  tangents  à  deui  développables  iso- 
tropes [I,  p.  341].  Leur  ensemble  représente  une  tangente  double 
de  ces  deux  développables.  c'esl-à-dire  la  droite  la  plus  générale  de 
la  congruence  isotrope  définie  par  ces  développables.  11  suffit  de 
joindre  à  ces  deux  équations  celle  du  plan  moyen,  c'est-à-dire  du 
plan  tangent  à  la  surface  minima  correspondante  [I,  p.  296,  29^]. 

19)  (f^  -i-  M)  )•'"-*-''  Wl  —  «,».»■  -H  (  M«i  —  l)c  -^  ;  =  O, 

OÙ  l'on  a 

;  =  -lUi/yU)  -+-  2W/,(W,  I  —  (l  -r-  ««1  )[/'(«)  "H /'i  (  «i  )], 

puis  de  résoudre  les  trois  équations  précédentes,  ce  qui  donne 

H  -l-M,  f-h  t\ 

J\=      (f-i-f\)—2- ^ 

I  -H  UUi    •  '       '  1  -i-  ««, 

.  Ui  —  It        ..,  .,  .  .fi  —  f 

l-i-UUl     •  '  l-hUUi 

i-h  mil  1-+-  «Ml 

Telles  sont  les  expressions  des  coordonnées  d'un  point  de  la 
surface  cherchée.  Celles  du  point  correspondant  de  la  sphère  sont 

.        .  If  —  "i  .    U\  —  u  ItU,  I 

(,2I)  ./•  = \=i ,  ;  =  . , 


et  il  est  très  aisé  de  vérifier  avec  ces  formules  la  relation  iden- 
tique (i5). 

866.  rSous  terminerons  en  montrant  comment  on  peut,  dans  le 
cas  général,  transformer  l'équation  aux  dérivées  partielles  à 
laquelle  satisfait  2,  considérée  comme  fonction  de  x  et  de  y. 

UARBOUX.      —      IV.  o 
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Remarquons  d'abord  que  les  caractéristiques  de  cette  équation 
sont  les  lignes  asjmptotiques  de  (S);  car  leur  équation  différen- 
tielle est  [I,  p.  i33] 


/•  clx"^  -+-  2  S  dx  cIy  -(-  t  dy-  =  o. 


Si  donc  on  prend  pour  variables  indépendantes  les  paramétres  a 
et  (3  de  ces  lignes  asjmptotiques,  elle  prendra  la  forme 


dy. 


da.  0'{j 


A  et  B  se  déterminent  sans  calcul  par  la  remarque  suivante  . 
comme  l'équation  (  1 1  ),  la  précédente  doit  admettre  les  solutions 
particulières  z^  =  x^  Z\  =y. 

On  pourra  donc  l'écrire  sous  la  forme 


(22) 


C'est  l'équation  ponctuelle  relative  au  réseau  plan  (nécessai- 
rement conjugué  comme  tous  les  réseaux  plans)  formé  par  la  pro- 
jection sur  le  plan  des  xy  des  lignes  asymplotiques  de  la  sur- 
face (S). 

On  verra  plus,  loin  que  cette  équation  ponctuelle  a  ses  inva- 
riants égaux. 


â-Zi 

dz. 

dzx 

âCLd^ 

doL 

d^ 

d'^-x 

dx 

dx 

do.d'^ 

da. 

d^ 

d'^y 

dy 

dy 

àad^ 

da 

^P 

CHAPITRE  II. 


DEFORMATION    I>FI>(IME>T    PETITE. 
DEUXIÈME    SOLUTION     :     LES    FORMULES    DE    M.     LELIEUVRE. 


Introduction  directe  des  lignes  asymptotiques.  —  Réduction  du  problème  à  l'in- 
tégration d'une  équation  aux  dérivées  partielles  à  invariants  égaux;  ce  qui 
montre  qu'on  pourra  obtenir  une  suite  illimitée  de  surfaces  dont  on  connaîtra 
les  lignes  asymptotiques  et  pour  lesquelles  on  saura  résoudre  le  problème  de  la 
déformation  infiniment  petite.  —  Formules  de  M.  Lelieuvre,  —  Leur  démon- 
stration directe.  —  Comment  on  peut  en  déduire,  par  une  méthode  rapide,  la 
solution  du  problème  de  la  déformation  infiniment  petite.  —  Applications  de 
ces  formules.  —  Propriété  de  la  représentation  sphérique  des  lignes  asympto- 
tiques qui  montre  que  cette  représentation  sphérique  ne  saurait  être  choisie 
arbitrairement.  —  Théorème  de  M.  Kœnigs  :  les  perspectives  des  lignes  asjni- 
ptotiques  sur  un  plan  quelconque  déterminent  un  réseau  plan  (nécessairement 
conjugué  comme  tous  les  réseaux  plans)  à  invariants  ponctuels  égaux.  —  In- 
terprétation géométrique  de  l'égalité  des  invariants  pour  l'équation  linéaire 
ponctuelle  ou  tangentielle  relative  à  un  réseau  conjugué  tracé  sur  une  surface 
quelconque.  —  Elément  linéaire  d'une  surface  rapportée  à  ses  lignes  asym- 
ptotiques. —  Démonstration  nouvelle  du  théorème  d'Euneper  relatif  à  la  torsion 
des  lignes  asymptotiques.  —  Application  aux  surfaces  à  courbure  constante.  — 
Quand  on  sait  résoudre  le  problème  de  la  déformation  infiniment  petite  pour 
une  telle  surface,  on  sait  le  faire  aussi  pour  toutes  celles  qui  en  dérivent  par 
la  transformation  de  M.  Bianchi.  —  Formules  analogues  à  celles  de  M.  Lelieuvre 
quand  les  variables  ont  été  choisies  d'une  manière  quelconque.  —  La  solution 
générale  du  problème  de  la  déformation  infiniment  petite  écrite  avec  des 
variables  quelconques. 


867.  La  seconde  méthode  que  nous  allons  exposer,  pour  ré- 
soudre le  problème  de  la  déformation  infiniment  petite,  c  est- 
à-dire  pour  trouver  les  fonctions  les  plus  générales,  j-,,  )■<,  ^,,  qui 
vérifient  l'équation  aux  différentielles  totales 

(i)  djc  dXi  -+■  ciy  dvi  ■+-  dz  dz-i  =  o. 

repose  sur  l'emploi  presque  immédiat  du  système  de  coordonnées 
formé  avec  les  deux  familles  de  lignes  asymptotiques.  Conservant 
les  notations  habituelles  relatives  à  la  surface  donnée  (S)  lieu  du 
point  {x,y.  z),  désignons  parp,  q,  r,  s,  t  les  dérivées  premières 
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et  secondes  de  z  considérée  comme   fonction  de  Xy  y  et  rem- 
plaçons dz  par  sa  valeur  pdx-\-qdy.  L'équation  (i)  deviendra 

dx ( dxi  -\- p  dzi)  -\-  dy ( dyi -+-  q  dz\)  ^=  o. 

On  peut  donc  poser 

dxy  -+-  p  dzi  =  ri  dy,         dyi  -+-  q  dzy  =  —  t\  dx, 

r\  désignant  une  inconnue  auxiliaire.  L'équation  (  i  )  est  donc  rem- 
placée par  le  groupe  des  trois  suivantes 

!dz  ,=  p  dx  -+-  q  dy, 
dxi^^  r-idy — p  dzx, 
dy\  =  —  r\  dx  —  q  dz\. 

Pour  étudier  l'intégration  de  ce  système,  nous  choisirons 
comme  variables  indépendantes  les  paramètres  des  lignes  asjm- 
ptotiques  de  la  surface  (S).  Comme  ces  lignes  sont  définies  par 
l'équation  différentielle 

dp  dx  -+-  dq  dy  =  o, 

on  voit  que,  si  l'on  désigne  leurs  paramétres  par  a  et  (3,  l'équation 
précédente  devra  contenir  le  seul  terme  en  doc  d^;  et  l'on  aura,  par 

suite, 

àp  dx        dq  dy  _  dp  dx        dq  dy 

On  peut  donc  poser,  en  introduisant  deux  inconnues  auxi- 
liaires A  et  ^, 

[  àx  _  dq  dx  _  dq 

\^-       5^'        ^=     ''^^' 

)  ày  _  dp  dy  _  dp 

[   dâ  ~~~     di'  j^  ~~^d^' 

Mais,  comme  on  a 

^^=Pd^-^9df=^{p~^q%)da-^(p^^^q'^'jd^, 

il  vient,  en  écrivant  la  condition  d'intégrabilité, 

d  (     dx  dy\         d  (     dx  dyX 

dP>\PT.^'^T.)-TAPT^-^^d^,)' 
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et  en  développant, 

àp  dx        dp  dx        dq  dy        dq  dy  

^^^  d^d^~di%'^à^di~di'h~^' 

Remplaçons,  dans  celte  relation,  les  dérivées  de  x  et  de  y  par 
leurs  valeurs  déduites  des  équations  (3);  nous  trouverons. 


(I^M^-!)('-^)=°- 


Donc,   comme   on  a  implicitement  écarté  l'hypothèse   où  (S) 
serait  développable.  il  vient 


U.  =  A . 


et  les  formules  (3)  peuvent  être  remplacées  par  les  suivantes 

[   dx  ,  dq  dx  _       ^  dq 

\  d:i                da  d'î                dit 

(5)                                l  '                   ^ 

I  dy  _       .  dp  ^  _  _  -  ^ 

{  di  ~~''di'  J^  ~'~''d^' 

qui  jouent  un  rôle  fondamental  dans  la   théorie  des  lignes  asym- 
ptotiques. 

Réciproquement^  toutes  les  fois  que  les  équations  (5)  seront 
vérifiées,  il  en  sera  de  même  de  la  condition  d'intégrabilité  (4)> 
l'expression/)  c?x  -r-  q  dy  sera  une  différentielle  exacte  dz;  et  la 
surface  (S)  lieu  du  point  (x,  y,  z)  admettra  a  et  [3  pour  para- 
métres de  ses  lignes  asymptoliques;  car,  en  vertu  des  équa- 
tions (5),  on  aura  identiquement 

dpdx-^dqdy  =  -2^Jf'^-^-'^P'^^\d.d:i.. 
\ox   dli         dj  dvL  / 

On  vérifiera  d'ailleurs  aisément  que,  si  r,  s^  f  désignent,  comme 
nous  l'avons  supposé,  les  dérivées  secondes  de  z  considérée 
comme  fonction  de  x,  y^  on  a 


s-  —  rt 

car  les  premières  équations  (5)  peuvent  s'écrire 

,         ^    .dx        ,     dy  ,         ^       dv       ^     dx 

(I—  A*)-t '-t  ~  =  o,  (i  -t-  /.5)-f ^  t,r-—  =  o. 

doi  d:L  dTi  dx 
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et  donnent,  par  l'élimination  du  quotient  des  dérivées  7-5  't-i  la 
relation 

(6)  I=:)>2(  52  _,.;). 

868.  Ces  formules  relatives  aux  lignes  asymptotiques  étant 
établies,  i-evenons  au  problème  proposé  et  supposons  qu'on  ait 
pris  pour  variables  indépendantes  les  paramètres  a  et  j3.  On  aura 
le  système  (5),  et  il  restera  à  intégrer  les  deux  équations 

dyi  ^—ridx—q  dz-i  =  —  (n  ^  ^  '7  ■^)  ^==  —  ('''  ;>o  ^  *?  ^  )  <^' 
dx,  =       ridy-pdz,=       \'''k~i'^y^''-'^\  '■'  ii  ~^ii)  ^^  ■ 

En  écrivant  les  conditions  d'intégrabllité,  on  obtient  les  deux 
X  conditions 

f    dr\   ôx        âq  dz\         dr^   dx        dq  dz\ 

\  "^  53  "^  Ja"   77s    ~  ^  .^a  ~  ^73   "Ô^  ""  ^' 

(7)  <  '  ' 

1  t^/'i  6>>'        (^/>  <:^^i        di\  dy        dp  dzi 

f  "^  Jp"  ""  dâ  ^~'  "^  5â  "^  Z^p   ^  ^  "' 

qui  sont  à  la  fois  nécessaires  et  suffisantes  et  qui  feront  connaître 
r<  et  Zi. 

Si  l'on  y  remplace  les  dérivées  de  x  et  [de  y  par  leurs  valeurs 
tirées  des  équations  (5),  on  a 


dq  1  dz\ 
do.  \  d{p 

,  dn  \        dq  /dzi           di\ 

''    d^j             d^\d^^          doL 

dp  /dzi 
doL  \  d^j 

drt  \        dp  /  dzx        ,  dr^ 

'  r>3  )         d'^j  \  da    ^  ''  dy. 

OU,  plus  simplement, 

(8) 

iàzi_       ^  dri 
\   da.              '  6>a  ' 

)  dzi            ,  dfi 

(    (>p   ~       '^  d'^' 

)-' 


Ainsi,  tout  se  ramène  à  U intégration  générale  de  ce  système., 
intégration  qui  fera  connaître  Zi  et  /%  ;  après  quoi  Xi  et  y^  se  dé- 
duiront des  formules  (2)  par  de  simples  quadratures.  Telle  est  la 
marche  générale  et  très  simple  de  la  solution. 
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869.  Considérons  d'une  manière  générale  le  système 


du 

.  ai; 

ai  ~~ 

-'à. 

au 

,  dv 

à^  ~ 

"^ 

(A) 


où  u  et  i'  désignent  deux  fonctions  inconnues  et  où  À  est  cette 
fonction  de  a  et  (3  qui  figuie  dans  les  équations  (5)  et  (8).  Ces 
différentes  équations  expriment  purement  et  simplement  que  ce 
système  (A)  est  vérifié,  si  l'on  y  remplace  u  et  t-  soit  par  xel  —  ^, 
soit  par  r  et />,  soit  enfin  par  5,  et  Tj.  On  voit  donc  que,  dès  que 
Von  connaîtra  des  formes  de  la  fonction  À  permettant  V inté- 
gration complète  du  système  (A),  il  en  résultera  pour  nous  la 
connaissance  d'une  infinité  de  surfaces  (S)  dont  on  pourra 
déterminer  les  lignes  asymptotiques  et  pour  lesquelles  on 
saura  résoudre  le  problème  de  la  déformation  infiniment 
petite.  Ces  surfaces  (S)  seront  déterminées  en  prenant  pour  y  et 
p  d'une  part,  pour  x  et  —  q  d autre  part,  deux  systèmes  quel- 
conques de  solutions.  D'autre  part,  pour  qu'on  sache  résoudre  ce 
problème  pour  une  surface  donnée  (S),  il  faut  pouvoir  intégrer 
le  système  (A)  correspondant.  Tout  se  ramène  donc  en  dernière 
analyse  à  l'élude  et  à  l'intégration  de  tels  systèmes. 

Or  nous  les  avons  déjà  considérés  [II,   p.    147]  et  nous  avons 
déjà  signalé  les  rapports  étroits  qu'ils  présentent  avec  les  équa- 
tions à  invariants  égaux.  En-  conservant  la  notation  adoptée  au 
n°  390.  nous  savons  que  l'élimination  de  u  nous  conduira  à  Téqua 
tion 

(9)  ^(^VI)  =  '^(V/'X), 

et  celle  de  f  à  la  suivante 

■^(f.)=^(rr); 

où  '3'  i^z)  désigne  le  symbole  - 


D'après  cela,  si  l'on  pose 
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l'équation 

(11)  J(z)  =  k  =  S{^.) 

doit  admettre  les  solutions  particulières 

sfl,     p  \/a,     q  \J\     et     ri  ^X, 

que  l'on  obtient  en  remplaçant,  dans  l'équation  (9),  v  par  les  dif- 
férentes valeurs  qu'il  peut  recevoir.  Les  trois  premières  solutions 
seront  connues  dés  que  l'on  connaîtra  la  surface  (S).  Désignons- 
les  par  01,  0o,  03,  ou,  plus  exactement,  posons 

(12)  V^^=03  />v'X=— O15  q\j\=.—  ^.. 

Gomme  r,  est  une  fonction  inconnue,  nous  poserons 

n  \j\  =  —  (o, 

0)  étant  la  solution  générale  de  l'équation  (11).  Remontant  de 
proche  en  proche,  les  formules  (5)  nous  donneront  d'abord 

et  de  même 


dx 

-e,^. 

a    à^" 

àx 

„    wui        ,    à%t 

di  " 

"  doi 

-'^^' 

5p  = 

■-'■-4*''i>^ 

et  de  là  on  déduira  dz  par  la  formule 

dz  =^  p  dx  -+■  g  dy, 

de  sorte  que,  tout  calcul  fait,  on  aura  les  coordonnées  x,  y,  z  par 
les  formules 
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et  la  surface  correspondante  (S,)  sera  définie  par  les  formules 

9<)  ^1»  ^3  étant  trois  solutions  particulières,  et  oj  la  solution  géné- 
rale, d'une  équation  de  la  forme  suivante  (  '  ) 

<■>)  ^  =  "- 

870.  Un  jeune  géomètre,  M.  Lelieuvre.  a  été  conduit  par  ses 
recherches  personnelles  aux  élégantes  formules  (B)  qui  défi- 
nissent une  surface  rapportée  à  ses  lignes  asjmptoliques  (^). 
V  oici  comment  on  peut  les  démontrer  par  une  méthode  simple  et 
directe. 

Désignons  par  c,  c',  c'  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la 
surface  (S).  On  aura 

et  de  là  on  déduit,  en  différentiant  la  première  équation  par  rap- 
port à  (3,  la  seconde  par  rapport  à  a,  et  retranchant. 

,   ,,  C^  / àc  àx       àc  dx\ 

Comme  l'équation  différentielle  des    lignes  asymplotiques  est 

^  de  dx  =  o. 

on  obtient,   en  é^^alant  à  zéro  les  coefficients  de  dx-,  dZ-  dans 


C)  Dans  la  Note  déjà  citée  de  1870,  M.  Moutard  n'a  pas  publié  sa  méthode, 
mais  il  annonce  que  la  difficulté  du  problème  se  ramène  à  l'intégration  d'une 
équation  de  la  forme  (D). 

(')  Lelikuvre,  Sur  les  lignes  asymplotiques  et  leur  représentation  sphé- 
rique  {Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  1888,  p.  126). 
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cette  équation,  les  deux  relations 

S  de  dx  r\  de  dx 

Les   équations   (i3)   et  (i5)  peuvent   être  remplacées  par  les 
suivantes 


\   dx       ,   /  ,  dd'         „  de  \  ^•^'  _      /  '  ^'^"         '/  ^^' 

dy       ^   l   ,1  ^'^"  àc"  \  (^y  (  Il  '^^  ^'^" 


(l6)  /   -^  =  X     c"  -i c  -3-     ,  -^  =  ;j.    c    -37;  —  c 

^      '^  c>a  \      da.  da.  J  d]i  \      d{j  dp 

\  dz        ,   /     de'        -,  de\  dz  [     de  ,  de  \ 


d<x  \      doc  da  /  dp 


I     de  ,dc  \ 


où  ?i  et  fjL  désignent  deux  fonctions  auxiliaires.  Si  l'on  substitue 
les  valeurs  ainsi  obtenues  des  dérivées  de  oc^  y,  z  dans  la  con- 
dition d'intégrabilité  (i4)  il  vient 

Le   déterminant   n'étant   pas  nul   ('),   on  doit  faire  ft  =  —  a. 
Portant  cette  valeur  de  /a.  dans  les  formules  (16)  et  posant 

(17)  e  v^I  =  01,         c'  v^I  =  0,,         c"  v/X  =  03, 

on  obtient  les  formules  définitives 

Si  l'on  exprime  enfin  que  dx.  dy,  dz  sont  des  différentielles 


C)  Si  le  déterminant  était  nul,  on  aurait 

?  =  / 


la  surface  serait  développable.  Or  ce  résultat  est  inconciliable  avec  l'iiypothèse 
que  les  paramètres  a  et  p  des  lignes  asymptotiqucs  sont  des  variables  distinctes. 
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exactes,  on  est  conduit  seulement  à  deux  relations 

I     fPds   _    I     à'-b.,    _  j_    à^-Hj 
6^  àaâ'i  ~~  V.  âoi  â'^  ~~  81  àx  à";i  ' 

qui  nous  montrent  que  9,,  63,  63  sont  des  solutions  particulières 
d'une  équation  de  la  forme 


(19^ 


=  kH, 


et  complètent  la  démonstration  des  formules  (B). 


871.  Si  l'on  prend  ces  formules  comme  point  de  départ,  la 
solution  du  problème  proposé  s'obtient  d'une  manière  nette  et 
rapide.  Reprenons  en  effet  l'équation  à  vérifier 

d.i-  </./ 1  -t-  dy  dvi  -h  dz  dzi  =  o, 

et  remplaçons-ï'  dx.  dy.  dz  par  leurs  valeurs  tirées  des  for- 
mules (B).  En  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  dx'^  docdZ,  d?>-, 
nous  aurons  les  trois  équations 


d^  d%^  d^ 

àa.  àoi.  àx 

àx\  dvi  dzi 

àa  âoi  àoi 


d^i  d^.  à^z 

"à^  'd^  'à^ 

àjTi  âvi  àzx 

'â^  ~à^  ~d^ 


61 

^i 

e. 

6, 

Oî 

h 

d^i 

6^6. 

^e, 

à%i 

<^e. 

à^s 

1^ 

1h 

àx- 

— 

Ifj 

^> 

"^ 

àXy 

àji 

àzr 

àxi 

àVi 

àz., 

à'? 

àp 

à'i 

àa 

àa 

àa 

Les  deux  premières  nous  permettent  de  poser 


(20) 


— -  =  AOi-i-  B— -, 
c'a  àa 

àa  '  àa 

__Ae.^B— , 


_  =  Ae.  +  B  ^, 

^  =  A'O.^B'^, 
</j  "  à^ 


àz^ 

à''. 


A'Ô.^B'^, 
àj 


A,  B,  A',  B'  étant  des  fonctions  auxiliaires,  et  la  troisième  conduit 
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à  la  relation 

B-t-B'=o. 

On  peut  donc  poser,  en  changeant  la  notation, 
B=  — B'  =  — w. 

Ecrivons    maintenant    les   conditions    d'intégrabilité    pour  ^i, 
y,,  Zn\  nous  aurons,  par  exemple, 

ou,  en  développant  et  remplaçant  - — -^  par  sa  valeur  déduite  de 
l'équation  (19), 


k         dk'  ,     \.  rie,  /(^o)  .A         d^^  (  .  rÀo\ 


Comme  l'équation  doit  subsister  quand  on  y  remplace  Ô^  par  O2 
et  03,  il  faut  qu'elle  ait  lieu  identiquement;  ce  qui  donne 


k=     -T-1 

,  ,           dtà 

dk       dk' 

—  2  A:co  =  0, 

ou  encore 

(21) 

=  k^^y. 

Remplaçant  A,  A',  B;  B'  par  leurs  valeurs  dans  les  formules  (20), 
on  retrouve  bien  les  formules  (C)  de  notre  première  solution. 

872.  Cette  solution  écarte,  nous  l'avons  déjà  remarqué,  le  cas 
où  la  surface  (S)  serait  développable;  mais,  comme  on  sait 
résoudre  le  problème  de  la  déformation  finie  pour  toute  surface 
développable,  on  saura,  par  cela  même,  résoudre  aussi  celui  de  la 
déformation  infiniment  petite. 

Pour  le  plan,  par  exemple,  qu'on  peut  supposer  représenté  par 
l'équation 

on  aura 

Xi  =  —  h  y  -+-  a,         Yx  =^  hx  -\-  b^ 
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A,  a,  b  étant  des  constantes  et  5,  pourra   être  choisi  arbitrai- 
rement. Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ce  cas  particulier. 

873.  Revenons  aux  formules  (B),  où  9<,  Oa?  ^z  sont  liés  aux 
cosinus  directeurs  c,  c',  c"  de  la  normale  par  les  relations  (17), 
d'où  l'on  déduit  immédiatement 

(22)  À  =  ef-+-e|-i-o^ 

En  substituant  c,  c',  c"  à  O4,  Oj,  O3,  on  peut  encore  écrire  les 
équations  (B)  sous  la  forme 

i,         ,   /  ,  de'         „dc'  \    ,         .   /   ,  àc'         .dc'\    ^ 
,         ^   I     de           ,  dc\    ,        ^   l     de  ■  àc\  ^^ 

«;  =  /.{   c  -—  —  c  -:-  1  aa  —  A  (  c  -1-, c  -J7-  )  aà. 
\     ou             âx  /                \     dp  dp  ' 

qui,  d'ailleurs,  se  déduit  immédiatement  des  tormules  (16)  où  l'on 
remplacera  \i.  par — X.  La  comparaison  des  formules  précédentes 
avec  celles  que  nous  avons  données  d'après  Gauss  au  Livre  VII, 
Chapitre  III  [III,  p.  242  et  suiv.],  permet  de  faire  une  étude 
approfondie  de  la  surface  rapportée  à  ses  lignes  asymplotiques. 
Si  l'on  pose 

<->   s(^:r=-  s^:i=/^  s(sy=- 

on  verra  aisément  que  l'on  a 


^')'  m)'-'--"  ^n-'-f'  s(ir='-'- 


et  l'on  pourra  appliquer  toutes  les  formules  du  Livre  VII,  Cha- 
pitre IIL  en  y  remplaçant  u  et  c  par  y.  et  P,  puis  faisant  les  substi- 
tutions suivantes 

(24)  H=— >.2A,         D  =  o.         D'="a3A3.         D'=o; 

A  désignant  le  déterminant 
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dont  le  carré  a  pour  valeur 

(25)'  ^'^^eg-r-. 

Ou  trouvera,  par  exemple,  que  l'équation  différentielle  des 
lignes  de  courbure  prend  ici  la  forme 

(26)  e  dt"- ^=  g  d^"- , 

et   que   l'équation   aux   rayons    de   courbure   principaux   devient 

(26)'  R2_^K_X2  =  0. 

Et  de  là  résulte  la  signification  géométrique  6/e  X  :  on  a 

(27)  X2^_RR'^ 

R  et  R'  désignant  les  rayons  de  courbure  principaux. 

L'élément  linéaire  da  de  la  représentation  sphérique  et  celui  ds 
de  la  surface  sont  déterminés  par  les  deux  formules 

ds-  =  A- (  e  d^-  -f-  g  (r/3^  —  if  d:i.  d'^  ), 

dont  la   comparaison   met  en   évidence   le   théorème   d'Enneper 
[II,  p.  399].  Pour  chacune  des  lignes  asymptotiques,  la  torsion 

-T-  a  la  même  valeur  r-  égale  à  t  /  ôrT' 

87i.  Attachons-nous  plus  particulièrement  à  la  représentation 
sphérique. 

Nous  établirons  d'abord  une  relation  difl'érentielle  entre  e,  /,  g 
qui  montre  que  la  représentation  sphérique  des  lignes  asym- 
ptotiques ne  peut  être  choisie  arbitrairement.  Ecrivons  en  effet 
que  6,,  82,  0;,  ou  c  y/X,  c'  \J\,  c" \J\  sont  des  solutions  particulières 
de  l'équation  (D),  nous  aurons  des  relations  telles  que  la  suivante 

ou,  en  développant, 

d-  c  à\  de        à  A  âc  ,-  /  à-  \/  X 


,  ,,     .  ,      c-  c-  UA    UC  C/A    uc  —  /  t/-  V  '-  »      /~   \ 
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Multiplions  celte  équation  par  c  et  ajouton.s-la  aux  «équations 
obtenues  en  y  remplaçant  c  par  c',  c",  nous  aurons  une  relation 

,3,)  £L(^  =  (;t -./,,,>:, 

qui  fera  connaître  A  en  fonction  de  À  et  dont  nous  ne  ferons  pas 
usage  pour  le  moment.  Mais,  si  l'on  multiplie  l'équation  (3o)  soit 

par  —  j  soit  par  -;j  et  qu'on  l'ajoute  ensuite  aux  deux  équations 

semblables  obtenues  en  remplaçant  c  par  c'  et  c",  il  ^'iend^a  les 

deux  relations 

àe        .  d\  d\ 


.32) 

d'où  l'on  tire 
(33) 


07.       -    dà  â^i 


Jj_   _         dg_  f^   _    rr^ 


c'a  ee  —  f-  d^j  eg  —  f- 


II  faut  donc  que  l'on  ait 


(34)  ,oA   /  =  -\    

''•^  \     <^é'—f-       '        àx\     eg—J- 

et  il  est  évident  que  celle  relation  (  '  )  n'est  pas  vérifiée  quand  la 
représentation  sphérique  a  été  choisie  arbitrairement.  Par  exemple 
si  y  est  nul;  cest-à-dire  si  les  lignes  asymptotiques  sont  supposées 
rectangulaires,  elle  prend  la  forme 


dxâ 


-rrr  (  log—  )  =  O, 

ài\    ° g/ 


et  montre  que  le  système  orthogonal  qui  sert  de  représentation 
sphérique  aux  lignes  asymptotiques  doit  être  isotherme.  C'est  une 
propriété  connue  des  surfaces  minima  [I,  p.  3o3]. 


(  '  )  Cette  relation  différentielle  a  été  donnée  pour  la  première  fois  par  M.  Dixi 
dans  un  Mémoire  qui  est  intitulé  :  Sopra  alcune  formole  générait  délia  teoria 
délie  superficie,  e  loro  applicazioni  (Annali  di  Mateniatica.  série  II,  t.  IV, 
p.   i83)  et  a  déjà  été  cité  [III,  p.  379]. 
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875.  Réciproquement,  lorsque  la  condition  (34)  est  vérifiée, 
les  courbes  sphériques  de  paramètres  a  et  j3  sont  la  représentation 
sphérique  des  lignes  asymptotiques  d'une  série  de  surfaces,  toutes 
homothéliques  à  l'une  quelconque  d'entre  elles.  Pour  le  montrer, 
nous  nous  appuierons  sur  la  remarque  suivante. 

Lorsqu'on  connaît  un  élément  linéaire  de  la  sphère  de  rayon  i 
défini  par  la  formule 

dn"-  ~  e  (h-  -+-  2/rfa  f/S  -+-  ^'-  d?j-, 

les  coordonnées  c,  c',  c"  du  point  de  paramètres  a  et  [3  satisfont 
toujours  à  une  équation  linéaire  de  la  forme  suivante 

car  cette  équation  contient  trois  fonctions  arbitraires  h\  k',  l' 
dont  on  peut  disposer  de  telle  manière  qu'elle  admette  trois  solu- 
tions quelconques  données  à  l'avance,  et,  en  particulier,  c,  c',  c". 
Gela  posé,  je  dis  qu'on  peut  toujours  exprimer  h'.  A',  l'  en  fonction 
de  l'élément  linéaire,  c'est-à-dire  de  e,/,  g  et  de  leurs  dérivées. 
En  effet,  si  nous  opérons  comme  nous  l'avons  fait  plus  haut,  si 

nous  multiplions  l'équation  (35)  successivement  par  Ç,  y-,  ;«  ^t 

si  nous  ajoutons  chaque  fois  les  équations  semblables  obtenues  en 
y  remplaçant  Ç  par  c,  c',  c",  il  viendra  les  trois  relations 


I   de 

(36)  ^  2  ^ 

1  àcf. 


h'  e  -t-  k'f^=  o, 
h'f-^k'g  =  o, 


qui  établissent  le  résultat  annoncé. 

Or,  si  la  condition  (34)  est  vérifiée,  il  existera  une  fonction  X 
vérifiant  les  équations  (33)  ou  les  équations  équivalentes  (32); 
par  suite,  les  deux  dernières  équations  (36)  nous  donneront 


2  ~^3~'  ~  2  ~~d^ 


de  sorte  que  l'équation  aux  dérivées  partielles  (35)  aura  ses  inva- 
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riants  égaux  et  pourra  prendre  la  forme 

(37)  î^!llvlJ  =/.:vI. 

Dés  lors,  les  formules  (B')  seront  intégrables  et  nous  donneront 
une  surface  admettant  pour  ses  lignes  asjmptotiques  la  représen- 
tation sphérique  donnée.  Comme  ).  n'est  déterminé  qu'à  un  fac- 
teur constant  prés,  on  pourra  remplacer  cette  surface  par  lune 
quelconque  des  surfaces  homothétiques. 

Il  résulte  de  cette  analvse  que,  dans  le  cas  où  Von  a  pris 
comme  variables  les  paramètres  des  lignes  asymptotiques,  et 
dans  ce  cas  seulement^  Véquation  aux  dérivées  partielles  de  la 
forme  (35)  à  laquelle  satisfont  les  cosinus  directeurs  de  la 
normale  a  ses  invariants  égaux. 

M.  Kœnigs  a  donné  une  forme  plus  géométrique  encore  à  cet 
énoncé  ('  ). 

c.  c',  c",  o  sont  les  coordonnées  homogènes  du  point  où  la 
normale  coupe  le  plan  de  l'infini.  On  peut  donc  dire  que  les 
traces  sur  le  plan  de  V infini  des  surfaces  réglées  engendrées 
par  les  normales  à  la  surface  en  tous  les  points  des  différentes 
lignes  asymptotiques  forment  un  réseau  plan  {nécessairement 
conjugué  comme  tous  les  réseaux  plans)  à  invariants  égaux. 

Car  l'équation  ponctuelle  [I,  p.  122]  relative  à  ce  réseau  con- 
jugué est  précisément  l'équation  (35).  En  transformant  par  polaires 
réciproques,  relativement  à  une  sphère  quelconque,  et  remarquant 
que  les  lignes  asjmptotiques  se  conservent  dans  cette  transfor- 
mation, on  voit  que  : 

Les  perspectives  des  lignes  asymptotiques  sur  le  plan  de 
V  infini  forment  un  réseau  à  invariants  égaux. 

876.  La  définition  des  lignes  asjmptotiques  étant  projective,  la 
proposition  particulière  que  nous  venons  d'établir  entraîne  immé- 
diatement la  suivante,  comme  l'a  remarqué  M.  Kœnigs  : 


(')  G.    Kœnigs.    Sur  les  réseaux  plans   à   invariants   égaux    et   les   lignes 

asymptotiques   {Comptes  rendus    des  séances    de  l'Académie   des  Sciences. 
t.  CXIV.  p.  55;  1892). 

DARBoi'x.  —  IV.  3 
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Les  perspectives  ou  les  projections  des  lignes  asvmptotiques 
sur  un  plan  quelconque  forment  un  réseau  à  invariants  égaux. 

Nous  allons  vérifier  cette  proposition  en  démontrant  que  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  (22)  [p.  18]  à  laquelle  conduit  notre 
première  solution  a  ses  invariants  égaux.  Cette  équation,  à  laquelle 
satisfont  les  coordonnées  j?,  r  d'un  point  de  la  surface  (S),  est 
bien  celle  qui  caractérise  le  réseau  formé  par  la  projection  des 
lignes  asjmptoliques  de  la  surface  (S)  sur  le  plan  des  xy. 

Or,  si  l'on  se  reporte  aux  expressions  de  x  et  âe  y  données  par 
les  formules  (B),  on  reconnaît  immédiatement  que  l'on  a 

^  \ëf  ^ y  ^  jï  vol  ^/ ~ "' 

f)   I  \    dy\         à   /  1    ày\  

Par  conséquent,  x  et  y  seront  des  solutions  particulières  de 
l'équation  en  6' 

dont  les  invariants  sont  égaux;  car  son  développement  lui  donne 
la  forme 

ip  fr I  r;0:,  ,w      I  ^jQ,  cnv  _ 

^    '  ô^p  ~  ô;  «^3  ^  ~  §;  "^  ^  ~  "■ 

Cette  équation  n'est  autre  que  celle  qu'il  s'agissait  de  former  au 
n"  866;  et  ainsi  se  trouve  mis  en  évidence  le  lien  entre  notre  pre- 
mière et  notre  seconde  solution. 

877.  La  remarque  que  nous  venons  de  faire  nous  amène  à  com- 
pléter une  proposition  géométrique  très  élégante,  signalée  par 
M.  Kœnigs  et  relative  aux  réseaux  plans  conjugués  dont  les  inva- 
riants sont  égaux.  Nous  allons  mettre  en  évidence  une  propriété 
caractéristique  des  réseaux  conjugués  tracés  sur  une  surface  quel- 
conque, et  auxquels  correspond  une  équation  linéaire  dont  les 
deux  invariants  sont  égaux. 

Soit 

(39)  - — _-Ha_--+-/>        ^o, 

ou  (iv  <)a  <)v 
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l'équation  ponctuelle  relative  à  un  système  conjugué,  tracé  sur 
une  surface  (S),  c'est-à-dire  l'équation  à  laquelle  satisfont  les 
coordonnées  x.  y.  z  d  un  point  quelconque  M  de  cette  surface, 
considérées  comme  fonctions  des  variables  u  et  t*.  Les  tangentes 
aux  courbes  de  paramètre  u  engendrent  une  congruence  qui 
admet  (S)  pour  une  des  nappes  de  sa  surface  focale.  Le  point  Mj 
de  l'autre  nappe  sera,  comme  on  sait,  défini  par  les  formules 

I  dx  I   f)y  I    i)z 

Si  l'on  considère  de  même  la  congruence  engendrée  par  les  tan- 
gentes aux  courbes  de  paramètre  v,  le  second  point  focal  Mo  de  la 
tangente  en  M  à  la  courbe  qui  passe  en  ce  même  point  sera,  de 
même,  défini  par  les  formules 

I    f)x  I    ')\  i    àz 

^      ^  b  au  •  •  h  Ou  h  du 

de  sorte  que  l'on  peut  exprimer  a  et  6  par  des  formules  telles  que 
les  suivantes 

I         dx  ,  I        dx 

(42)  o= — ,  b=  — ■ 

^      '  Xi  —  X   d\-  X.  —  X  du 

D'autre  part,  en  différentiant  la  première  équation  (4o)  et 
tenant  compte  de  ce  que  x  est  solution  particulière  de  l'équa- 
tion (59),  on  trouvera 

,    „,  dx\  h    dx 

(43)  -T-^  = r-T-, 

du  a-  d\- 

h  désignant  le  premier  invariant  de  l'équation  (Sq).  On  a  donc, 
en  éliminant  a  entre  les  équations  (42)  et  (43), 


(44)  /'=- 


dx  dx\ 

d\-     du 

yx  —  Xi  j- 


Comrae  il  est  permis  d'écrire  des  équations  analogues  en  t  et  :;, 
on  est  conduit  à  l'expression 

dx\   dx        dv^   dv        dz\   dz 

,  ,_,                          ,                      du    dv          du    di-          du    d\- 
(45)  /j  = — — ; 

t  X  —  j^i  !--<-  (  y  —  1]  )--i-  t  -  —  Cl  '- 
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qui  est  moins  simple,  mais  devient  indépendante  du  choix  des 
axes.  On  peut  l'interpréter  géométriquement.  Mais,  pour  éviter 
toute  difficulté,  quant  aux  signes,  nous  raisonnerons  de  la  manière 
suivante. 

878.  Lorsque  u  varie,  le  point  M,  décrit  une  courbe  tangente 
à  MiVI<  et  dont  le  plan  osculateur  est,  comme  on  sait,  le  plan  tan- 
gent en  M  à  la  surface,  c'est-à-dire  le  plan  MM,  Mo.  Soient,  pour 
le  point  Ml,  A,  A',  A";  B,  B',  B";  C,  G',  G"  les  cosinus  directeurs 
de  la  tangente  à  cette  courbe,  de  sa  normale  principale  et  de  la 
normale  au. plan  osculateur.  Gette  dernière  normale  étant  paral- 
lèle à  la  normale  à  la  surface,  nous  pourrons  prendre,  en  conser- 
vant toutes  les  notations  du  Ghapitre  III,  Livre  VII  [III,  p.  242  et 
suiv.], 

(46)  c^-lf^^-^-i 

H  \  ou  (jv        av 

On  aura  évidemment 


du  I 


De  là  on  déduira  B,  B',  B"  par  les  formules  connues 

B  =  C'A"— A'C", 

qui  nous  donnent,  par  la  substitution, 

F'^-G^  F^-G^  F^-G^i 

(48)    B^      '^'      J'\  B-^      '^'      _^^,  W^      '^'       J'\ 

II  V  G  HvG  HvG 

Désignons  par  ds\  l'arc  de  la  courbe  décrite  par  le  point  Mi. 
On  a,  d'après  l'équation  (43), 

(  49  )  ^.vi  =  — - 1/  G  o?M  ; 

Or- 

et,  d'autre  part,  les  formules  fondamentales  relatives  aux  courbes 
gauches  [I,  p.  10]  nous  donnent 

(/A  _  _H  .;.\  _  B   ds^ 

dsi        pi  Ou        ij   du 
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0,  étant  1<^  rayon  de  courbure  de  la  courbe.  On  a  donc 

,n      15  //    — 

ou.  en  remplaçant  A  et  B  par  leurs  valeurs  (i"),  (48)  et  tenant 
compte  de  léqualion  (Sp), 

^G\         au  'h)        .,ç^^ç,ôu   ôv         fl-si         \    — =  / 

Egalant  les  coefficients  de  -,"    dans  les  deux  membres,  on  trouve 

a     _      G  h 


Or,  si  MM,  désigne  en  grandeur  et  en  signe  la  dislance  MM,, 
on  a 

/,  — ./  =  A  X  MM,. 

En  remplaçant  A  et  x,  —  .r  par  leurs  valeurs  (47)  et  (4o),  on 
trouve 

^^  =  MM,. 

it 

ce  qui  permet  décrire  l'équation  <^5i)  sous  la  forme  entièrement 
géométrique 

MM, 

Pour  la  courbe  décrite  par  le  point  M,,  on  trouverait  de  même 
-,  ,  H., 


MM, 


A  désignant  le  second  invariant  de  l'équation  (Sp). 

Ces  expressions  des  deux  invariants  nous  permettent  de  résoudre 
la  question  proposée.  Pour  qu'ils  deviennent  égaux,  il  faut  que 
l'on  ait 


MM,  MM^- 


Or  on  sait  que  la  relation  précédente   existe  entre  les    ravons  de 
courbure,  en  >f,  et  M,,  de  toute  conique  qui  serait  tangente  en 
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ces  points  aux  droites  MM, ,  MMa,  c'est-à-dire  aux  courbes  décrites 
par  les  points  M,  et  Mo.  Par  suite,  celle  de  ces  coniques  qui  aura 
en  M,  le  rayon  de  courbure  pi  aura  en  Ma  le  rayon  de  courbure  pj. 
Comme  les  plans  osculateurs  aux  deux  courbes  en  M,  et  en  M^  se 
confondent  avec  le  plan  MM,  M.,,,  on  peut  énoncer  la  proposition 
suivante,  généralisation  de  celle  que  M.  Kœnigs  a  fait  connaître 
pour  les  réseaux  plans  dans  la  Communication  citée  plus  haut  : 

Pour  que  Véqualioii  ponctuelle  relatwe  à  un  système  con- 
jugué tracé  sur  une  sur/ace  quelconque  ait  ses  invariants 
égaux^  il  faut  et  il  suffit  que,  si  Von  construit  les  deux  dévc- 
loppables  circonscrites  à  la  surface  suivant  les  deux  courbes 
du  système  conjugué  qui  se  croisent  en  un  quelconque  de  ses 
points  et  que  Von  prenne  sur  chacune  de  ces  développables 
les  points  de  contact  de  trois  génératrices  consécutives  avec 
Varête  de  rebroussement,  les  six  points  focaux  ainsi  obtenus 
appartiennent  à  une  même  conique. 

En  transformant  par  polaires  réciproques,  on  voit  de  même  que  : 

Pour  que  V équation  tangentielle  relative  à  un  système  con- 
jugué ait  ses  invariants  égaux,  il  faut  et  il  suffit  que  les  trois 
plans  focaux,  distincts  des  plans  tangents  à  la  surface,  rela- 
tifs à  trois  tangentes  consécutives  prises  sur  chacune  des  deux 
courbes  du  système  conjugué  qui  se  croisent  en  un  même  point 
quelconque  de  la  surface,  soient  six  plans  tangents  d'un  même, 
cône  du  second  degré. 

879.  Pour  indi(pier  dés  à  présent  au  moins  une  application  des 
formules  de  M.  Lelieuvre,  supposons  que  la  surface  proposée  (S) 
ait  sa  courbure  constante  et  égale  à  —  i .  11  faudra  faire  /.  =  i ,  et 
l'on  voit  que  c,  c' ,  c"  satisferont  à  l'équation 

(..)  ^  = ,.,. 

Ainsi,  toutes  les  fois  qu'une  équation  de  la  forme  précédente 
admettra  trois  solutions  vérifiant  la  relation 

r-  -4-  c'-  -\-  (•"-  =  I, 
elles  fourniront  une  surface  à  courbure  constante. 
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D'autre  part,  les  équations  (  Sa")  nous  donnent  alors 


(56) 

Oc       Ofr 

d'où  l'on  déduit 

Ecartons  le  cas  où  l'une  des  ([uantités  e,  g  serait  nulle,  qui 
nous  conduirait  seulement  à  la  sphère  et  aux  surfaces  réglées 
imaginaires  applicables  sur  la  sphère.  On  pourra  dès  lors,  en 
choisissant  convenablement  les  paramètres,  réduire  e  et  ^  à 
l'unité;  de  sorte  que  l'on  aura,  en  posant  y=  —  cosao.  les  for- 
mules suivantes 

( 57 )  fh-  =  fh--k-  r/ j-  —  2  cos ita  doLd'i, 

( 58 )  (Is-  =  K/x'--r-  iPA  -(-  2  00s  2  w  «?a  «ra . 

qui  sont  d'accord  avec  celles  du  n"  772  [III,  p.  376].  Pour  obtenir 
l'équation  à  laquelle  doit  satisfaire  co,  il  suffît  d'exprimer  que  la 
sphère  a  une  courbure  totale  égale  à  i .  ce  qui  donne 

Comme  on  a  ici.  en  vertu  de  l'équation  (3i  ), 

(  60  t  /.   =  —  y"  =  cos  2  W, 

l'équation  (  19)  en  0  deviendra 

(bi)  - — —  =fJcos2oj. 

'/a  O^j 

Telle  est  l'équatiun  qu'il  faudra  intégrer  si  l'on  veut  résoudre 
le  problème  de  la  déformation  infiniment  petite  pour  la  surface  à 
courbure  constante  donnée. 

880.  Le  lecteur  se  rappelle  la  longue  étude  que  nous  avons  con- 
sacrée à  l'équation  aux  dérivées  partielles  (Sq).  Nous  avons  vu 
[III,  p.  432],  que,  si  l'on  considère  le  système 


\ 

< 


1)7.  OX 

(62"^ 
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il  permet  de  déduife  de  toute  solution  oj  de  l'équation  (5y)  une 
solution  C0|  qui  contiendra  une  constante  arbitraire  et  vérifiera 
encore  la  même  équation  (og).  Nous  allons  montrer  d'abord  (jue, 
si  l'on  sait  résoudre  le  problème  de  la  déformation  inliniment  petite 
pour  la  surface  à  courbure  constante  correspondante  à  la  solution  w, 
on  saura  résoudre  le  même  problème  pour  la  surface  correspon- 
dante à  la  solution  r.», ,  c'est-à-dire  pour  celle  qui  dérive  la  première 
par  la  substitution  de  M.  Bianchi.  En  d'autres  termes  ('),  si  l'on 
sait  résoudre  l'équation  (6i)  correspondante  à  la  fonction  ui, 
on  saura  résoudre  cette  même  équation  où  o  sei'ait  remplacée 
par  0), . 

Remplaçons,  en  eflet,  dans  les  formules  (62),  co  et  w,  respective- 
ment par  w  4-  0  et  oj,  -+-  0,;  et,  développant  les  deux  membres  des 
équations  suivant  les  puissances  de  0  et  de  0,,  bornons-nous  à 
conserver  les  termes  du  premier  degré  en  0  et  0,.  \ous  serons 
conduit  aux  deux  équations  linéaires 

-+-  — —  =  (  ')|  ij  )  imisi  «)|  (o  ). 

(Jt.  Ô'x 

-p- —  =  (  0,  -1-  ())rus(  (-),  -4-  (.)  ). 

o  1i  il  rj  '  • 


Eliminons  0,   entre  ces  deux  équations  :  en   égalant   les    deux 


valeurs  de  -, — j^  qu'elles  peuvent  fournir,  nous  aurons 


c'est-à-dire  l'équation  (61).  Si  l'on  éliminait  de  même  0,  on  trou- 
verait 

(<>4)  -; — p-  =  0,00s  •>{-),. 

(ly.  i)  1j 


(')  M.  C.  GuiCHARD  est  le  premier  qui  ait  étudié  les  équations  aux  dérivées 
partielles  de  la  forme  (Gi).  Fot>  le  Mémoire  intitulé  :  Sur  une  classe  particulière 
cVéquations  aux  dérivées  partielles  dont  les  invariants  sont  égaux  {Annales 
scientifiques  de  VEcole  Normale  supérieure^  3"  série,  t.  VII,  p.  19,  1890),  ainsi 
que  celui  qui  a  paru  au  même  Recueil  et  au  même  tome  (p.  233)  sous  le  titre  : 
Recherches  sur  les  surfaces  à  courbure  totale  constante  et  sur  certaines  sur- 
faces qui  s'y  rattachent. 
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c'esl-à-dire  l'équation  (6 1).  où  '•>  sérail  remplacé  par  (o,.  Comme 
d'ailleurs  on  peut  toujours,  lorsque  0  est  donné,  déduire,  par  de 
simples  quadratures,  la  valeur  de  0,  vérifiant  les  deux  équa- 
tions (63).  on  voit  que  toute  solution  de  l'équation  (611  fournira, 
avec  une  constante  arbitraire,  une  solution  de  l'équation  (64). 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Lorsqu'on  sait  résoudre  le  problème  de  la  déformation  infi- 
niment petite  pour  une  surface  à  courbure  constante,  on  sait 
le  résoudre  aussi  pour  toutes  celles  qu^on  en  déri\e  par  la 
transformation  de  M.  Bianchi. 

Ce  résultat  était  évident  par  la  Ciéométrie.  Il  nous  a  paru  bon 
de  le  mettre  en  lumière.  On  comprend  ainsi  comment  le  pro- 
blème de  la  déformation  infiniment  petite  doit  dépendre  de  l'équa- 
tion (61  V  Car,  si  l'on  considère  une  surface  à  courbure  constante 
infiniment  voisine  de  la  surface  proposée  (S),  w  sera,  pour  cette 
>urface,  remplacée  par  une  fonction  'jj  -f-  0  infiniment  peu  diffé- 
rente de  w.  En  substituant  w  -|-  0  à  la  place  de  w  dans  l'équa- 
tion (59)  et  se  bornant  aux  termes  du  premier  degré  en  0,  on 
retrouve  bien  l'équation  (61  )  (  '  ). 

De  la  remarque  que  nous  venons  de  faire,  on  peut  déduire  immé- 
diatement trois  solutions  particulières  de  l'équation  linéaire  (61). 
Soit,  en  effet, 

w  =  ç(  a,  3). 

Xous  avons  vu  que,  si  x^.  fio-  '^'  sont  trois  constantes, 
r  ?.  T 

(.>  =  ç  J  (i  -H  /»)a  -(-  ao; 

sera  encore  une  solution  de  l'équation  (op).  En  développant  sui- 
vant les  puissances  de  ces  constantes,  on  aura 


d'où  l'on  voit,  en  se  bornant  aux  termes  du  premier  degré,  qu'en 


(')  La  proposition  précédente  sapplique  aussi  aux  transformations  de  MM.  Lie 
et  Backlund. 
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prenant  pour  0  une  des  trois  fonctions 


,h') 

<Ao 

ào) 

0  '^f" 

à^.' 

;??' 

'■  ;^a- 

'"  ^yfi 

on  aura  une  solution  de  l'équation  (6i  ). 

881.  Nous  terminerons  ce  Chapitre  en  indiquant  coin  ment  on 
peut  obtenir  des  formules  analogues  à  celles  de  M.  Lelieuvre 
quand  les  variables  indépendantes  auront  été  choisies  d'une 
manière  quelconque. 

Soient  u  et  v  ces  variables  et  conservons  toutes  les  notations 
du  Livre  VII,  Chapitre  III  [Ht,  p.  242  et  suiv.]  On  peut  toujours 
déterminer  les  coefficients  A,  A'  tels  que  l'on  ait 

().r         .  ,  /   ,  àc"         ,,  de  \         »  /   ,  àd'         ,,  de'  \ 

et  les  formules  analogues  obtenues  en  soumettant  :r,  j",  z;  c,  c'  c" 
à  une  permutation  circulaire.  La  multiplication  de  deux  détermi- 
nants nous  conduit  d'ailleurs  à  l'identité 


c 

c 

c 

c 

e 

c 

l              Cl 

0 

<)c 

àc' 

de" 

dx 

dv 

dz 

—  1) 

—  D' 

au 

au 

du 

du 

du 

7hi=- 

''  -rr 

H 

()C 

de' 

de" 

dx 

dr 

dz 

—  \y 

—  D" 

>h 

dv 

dv 

d^ 

dv 

dv 

"         H 

II 

(6G) 


c'est-à-dire,  en  tenant  compte  des  formules  (4)  [HI,  p-  2  43], 


(G7) 


c 

du  du 

de  de' 

dv  Tv 


c         e 

■h'      dv" 


du 

~d^ 


DP"—  D'^ 


re- 


cela posé,  multiplions  l'équation  (65)  par  — -  et  ajoutons-la  au 


du 


deux  équations   qu'elle   donne   par  une   permutation   circulaire. 
Nous  trouverons,  en  tenant  compte  de  la  relation  (67), 


(68) 


A  = 
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En  calculant  de  même  la  valeur  de  A',  on  trouvera 


(69)  V  = 


r>-_  i»L) 


Si  l'on  échange  enfin  u  et  r  dans  la  formule  (65),  on  pourra 
écrire 

et  les  formules  analogues  en  i'  et  z,  A'  avant  pour  valeur 


(  -I) 


!>-— PD" 


'7^ 


Si  l'on  suppose  que  u  et  v  soient  les  paramétres  des  lignes 
asyraptotiques.  A,  A"  deviennent  nuls  et  l'on  retrouve  les  formules 
(B')  données  plus  haut. 

Effectuons  dans  les  formules  (65)  et  (70)  la  substitution  définie 
par  les  équations  ' 

(  -:>  I  r  \  >.  =  tJ,.  c   \  À  =  0,,  c'  V  À  =  O3, 

elles  se  changeront  dans  les  suivantes 

oxi  Ton  aura 

V  V  A' 

(74)  B  =  ;:,       B'=  .  ,       B'=v. 

^  '      '  A  A  A 

Les  dérivées  de  y  et  de  ^  s'obtiendront  par  des  permutations 
effectuées  sur  64,  83,  Ô3,  de  sorte  que  la  surface  sera  définie  par  les 
formules  suivantes 

(B^)      )v=y(e3^-0.^)(B'rf«-.BVA)-(63§-e/§)(B^«-4-B'rf.), 

(  .=   r(e.^--0,^),B'^«^B'^r)-(o,^^-O.^VB^«^B'rfi-^. 
J    \      ou  '  au  I  \      ijv  '  fJv  J  " 
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Si  nous  déterminons  À  en  parliculier  par  la  condition 

(75)  ir-i— I5i5"=i, 

qui  donne 

ou,  en  substituant  les  valeurs  de  A,  A',  A" 


Oi,  Oa,  O3  seront  identiques' aux  quantités  de  même  détermination 
qui  figurent  dans  les  formules  (B  ).  Mais,  sans  fixer  dès  à  pré- 
sent la  valeur  de  À,  exprimons  que  les  deux  valeurs    de     ,   ", 

*  *  (iiith- 

obtenues  par  la  diflerentiation  des  deux  équations  (70)  sont  égales, 
nous  serons  conduit  à  la  relation 

d'où  il  suit,  en  répétant  le  raisonnement  employé  au  n"  870,  que 
l'on  peut  trouver  une  certaine  fonction  K  telle  que  0,,  O2,  O3  soient 
trois  solutions  particulières  d'une  équation  de  la  forme  suivante 

La  fonction  K  variera  suivant  la  valeur  de  À  que  l'on  aura 
choisie.  Elle  a  une  expression  particulièrement  simple  lorsqu'on  a 
pris  À  égal  à  l'unité,  c'est-à-dire  lorsque  l'équation  précédente  admet 
c,  c'  c"  comme  solutions  particulières.  En  effet,  si,  après  1  avoir 
multipliée  par  0,  l'on  y  remplace  0  par  c,  c',  c"  successivement, 
en  ajoutant  les  trois  équations  ainsi  obtenues,  on  trouvera 

d-c  .  ,C\       à-  c  .  C\     à'-c 


ou  encore 
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Les  valeurs  des  trois  sommes  contenues  dans  celte  relation  se 
déduisent  de  la  formule  (Sa)  [III,  p.  249].  En  les  substituant 
ainsi  que  les  valeurs  de  A.  A'  \\  on  trouve 

;>  K  =  -1- ,  GD  -  >KD  +  ED')  =  "  (^  ^-  |J  )  ' 

R  et  R'  désignant  les  rayons  de  courbure  principaux  (n°  701). 

Remarquons  que,  dans  tous  les  cas.  léqualion  '77)  est  celle 
que  l'on  obtiendrait  en  égalant  à  zéro  la  variation  de  l'intégrale 
double 

et  que   la    surface  (Si  )  correspondant   à  (S)   avec   ortbogonalité 
des  éléments  linéaires  se  trouverait  ici  définie  par  la  formule 

I    j-,  =    /    (6, to  _J.  )  (^  B  <///  -s-  B  <7i  I  —  (  e, w  — i  )  r B  «5^«  -H  B  </r\ 

I  J     \      'fil  '^i'  /  '  \       <Ji-  ov  J  ~ 

/    1  1  =    /     [h^ (M  -r^  \  <  h  du  -^  h   ffi  \  —  (  h. oj  — ^  J  (  B  </«  -H  B  ^r  .. 

I  •  J     \  '  fin  au  /  \  '  à%-  à\-  I 

J     \  '  du  au  J  \      m-  dv  J 

où  ùJ  serait  une  solution  quelconque  de  l'équation  (  77  k 

Si  u  et  r  sont  les  paramétres  des  lignes  asymplotiques,  on  a 

V,  =  ir=o. 

Si,  en  outre,  À  est  définie  par  la  condition  (76^  on  a 

Bî  =  ,, 

ce  qui  permet  de  prendre 

B'=.i, 

et  l'on  retrouve  les  formules  (Ci  où  a  et  ^  seraient  remplacées 
par  u  et  v. 

Le  lecteur  pourra  rapprocher  les  formules  générales  qui  pré- 
cédent de  celles  qui  se  trouvent  dans  le  Mémoire  cité  plus  haut 
[p.  8]  de  M.  Weingarten.  Nous  terminerons  ce  Chapitre  en 
indiquant  une  démonstration  de  ces  formules  qui  en  fera  sans 
doute  mieui  comprendre  la  véritable  origine. 


(83) 
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882.  Désignons  toujours  par  c.  c\  c"  les  cosinus  directeurs  de 
la  normale,  et  employons  les  caractéristiques  d  et  ô  pour  définir  les 
déplacements  suivant  deux  directions  conjuguées  quelconques. 
On  aura  les  deux  équations 


(8o) 

d'où  l'on  déduit 

(Si) 


^     cdx-\-  c  dy  -I-  c"  dz  =  o, 

(  oc  dx  -t-  oc'  dy  -H  oc"  dz  =  o, 


/  dx  =  //(c'  oc" —  c"oc'), 
<  dy  =  h(c"  oc  —  c  oc"), 
f  dz  =  /i(c  oc' —  c'oc), 


h  étant  une  quantité  finie.  D'ailleurs  D  D'D"  ayant  la  même  signi- 
fication que  plus  haut,  l'équation 

D  du  ou  -h  ])'(du  ov  -+-  dv  ou)  -+-  D" dv  oc  =  o 
(  1  )  du  -+-  r>'  di> )  ou  -h  {!)'  du  -+-  D"  dv )  5c  =  o 

exprimera  que  les  deux  directions  définies  par  les  caractéristiques 
<i  et  ô  sont  conjuguées.  La  relation  précédente  permet  de  poser 


(8:0 


ou  =^      ])'  au  H-  D"  dv, 
oc  =  —  D  au  —  D'  di>, 


de  sorte  que  les  formules  (8i  )  nous  donnent 
dx  =  A 


V  f)c'\  /      àr"  dc'\ 

7-  -  ^■"  T^  )  (  D'  du  +  D"  dv )-}i(  r'  ^  -  c"  ^  1  (  D  du  +  D'  dv  ), 

lu  (lu]  \      àv  (Jv  I  '^ 


dy  =  h    c" 


,)c 
()u 


àc"  \ 
c  --     (Y)'  du  -f-  W  dv) 
(lu  j 


■)c 


dz  =  // 


'^  —(■'~\{I>'  du  +  D"  dv  )  —  /,(  c~  —  <■'  %  )  (  D  du  +  D'  dv  \. 
(la  (lu  j  '  \      (IV  1-    / 


()c 
Tv 


(D  r/a  -+-  D'  dv), 


La  formule  (a6)  [III,  p.  248]  nous  permettra  d'ailleurs  de  déter- 
miner h.  On  a  ici,  en  vertu  du  système  précédent, 


S  de  dd 


c  c        c 

de  àc'  ()<•" 

()u  au.  i)u 

()c  ()c'  de" 

àv  àv  àv 


(  D  du-"-  H-  2  D'  du  dv  -4-  D"  rfc^  ), 
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ce  qui  donne,  en  tenant  compte  de  l'équation  (6-  >. 
i  ,  DD  —  D-  ,  —  H- 

=   Il    TV. «>U  "    = 


-  H  -  "         H  ""  -  DD--  D  i 

Il  ne  reste  plus  qu'à  substituer  cette  valeur  de  h  dans  les  tor- 
mules  (83)  pour  obtenir  l'équivalent  des  relations  (B"),  où  0,,  Gj, 
63  désigneraient  c,  c',  c" . 


CHAPITRE  IIJ. 

LES    nOUZES    SURFACES.    DEVELOPPEMENTS    GÉOMÉXaiQUÈS 
SE    RATTACHANT    AUX    PRIÔCÉDENTES    SOLUTIONS. 


Étant  données  deux  surfaces  (S)  et  (S,)  qui  se  correspondent  avec  ortliogonalité 
des  éléments  linéaires,  au  réseau  des  lignes  asymptotiques  de  chacune  de  ces 
surfaces  correspond,  sur  l'autrç,  un  réseau  conjugué  à  invariants  ponctuels 
égaux.  —  On  déduit  du  premier  couple  deux  nouvelles  surfaces  (S)  et  (A)  qui 
se  correspondent,  elles  aussi,  avec  ortlioganalité  des  éléments  linéaires.  — 
Définition  de  (S)  :  c'est  l'enveloppe  des  plans  menés  par  tous  les  points  de  (S) 
perpendiculairement  aux  directrices  de  la  déformation.  —  On  sait  résoudre  le 
problème  de  la  déformation  infiniment  petite  pour  (il)  lorsqu'on  sait  résoudre 
ce  problème  pour  (S).  —  Les  lignes  asymptotiques  se  correspondent  sur  (S) 
et  sur  (il).  —  Réciproque  :  théorème  de  M.  Guichard.  —  Relation  géomé- 
trique entre  les  deux  nappes  de  la  surface  focale  d'une  congruence  rectiligne 
dans  le  cas  où  les  lignes  asymptotiques  se  correspondent  sur  ces  deux  nappes, 
—  Pz-opriélés  qui  rattachent  la  surface  (A)  à  la  surface  (S,)  :  les  plans  tangents, 
aux  points  correspondants  sont  parallèles  et  le  système  conjugué  commun  a 
ses  invariants  ponctuels  égaux,  sur  les  deux  surfaces.  —  Réciproque  :  théorèmes 
de  MM.  Kœnigs  et  Cosserat.  —  Les  trois  réseaux  I,  II,  III  formés  par  les  lignes 
asymptotiques  de  (S),  de  (S,)  et  de  (A)  sont  harmoniques  deux  à  deux.  — 
Introduction  de  huit  nouvelles  surfaces  qui,  jointes  aux  quatre  premières, 
forment  un  ensemble  de  douze  surfaces  que  l'on  peut  grouper  deux  à  deux  de 
telle  manière  qu'elles  se  correspondent  avec  orthogonalité  des  éléments 
linéaires,  ou  bien  par  plans  tangents  parallèles,  ou  bien  par  polaires  réci- 
proques relativement  à  une  sphère  concentrique  à  l'origine,  ou  enfin  comme 
focales  d'une  même  congruence  rectiligne  sur  lesquelles  les  lignes  asympto- 
tiques se  correspondent.  —  Sur  chacune  de  ces  douze  surfaces,  les  trois  réseaux  I, 
II,  III  déjà  signalés  sont,  l'un  formé  des  lignes  asymptotiques,  l'autre  conjugué 
à  invariants  ponctuels  égaux,  le  dernier  enfin  conjugué  à  invariants  tangentiels 
égaux.  —  Quand  deux  surfaces  se  correspondent  avec  orthogonalité  des  élé- 
ments linéaires,  le  sjstème  conjugué  commun  a  ses  invariants  tangentiels 
égaux. — Lorsque,  sur  une  surface,  un  réseau  conjugué  a  ses  invariants  ponctuels 
(ou  tangentiels)  égaux,  le  réseau  conjugué  qui  lui  est  harmonique  a  ses  inva- 
riants tangentiels  (ou  pontuels)  égaux. 


883.  Nous  revenons  au  problème  de  la  déformation  infiniment 
petite  pour  développer  les  nombreuses  propriétés  géométriques 
que  l'on  peut  rattacher  à  la  solution  développée  dans  le  Chapitre 
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précédent.  La  surface  (S)  étanl  définie  par  les  formules 

OÙ  0,,  Oo,  63  sont  des  solutions  d'une  même  équation  aux  dérivées 
partielles 

-^  -  U^.  =  ''^ 

et  sont  proportionnelles  aux  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la 
surface  (S),  nous  avons  vu  que  les  fonctions  les  plus  générales  ar,, 
y^,  z-i  vérifiant  la  relation 

(  3  ;  (Ijt  (Lci  ■+-  dy  dy\  -+-  dz  dz  1  =  «j 

sont  déterminées  par  les  formules  suivantes 

où  co  désigne  la  solution  la  plus  générale  de  l'équation  (2).  Au 

n"  806  nous  avons  déjà  établi  l'existence  d'un  svstéme  de  relations 

de  la  forme 

(   djc  =  c  dVi  —  b  dz\, 

(5)  ^  dy  =^  a  dzy — c  dx\, 
\  dz  ^  h  dx  1  —  a  dyi , 

entre  les  différentielles  dx.  dy^  dz:  dxf,  dvi,  dzf.  On  détermi- 
nera sans  peine  les  valeurs  a,  6,  c,  qui  sont 

(6)  a=— ,  6=— ,  c=— ; 


n.ARBOlX.    —    IV. 
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do  sorle  que    les    formules    (4)  sont  équivalentes    aux   suivantes 


l   à.r  1              àa 
\    (Jy.              <)y. 

— h  0)2  — 

fJon               (Jet 

=  o, 

()z\           ^  àc 

-+-  (0-2  — 

()y.              àa 

il) 

1  <).r^              ôa 

\    T7   —  ^J'  T7  ='  O- 

=  <), 

àz  1              àc 

dont  nous  ferons  plus  d'une  fois  usage  dans  la  suite. 

Si  nous  éliminons  a  entre  les  deux  premières  de  ces  équations, 
nous  aurons 

J^  V  w2    àoL  J^  ào:  \oj2    d[i  I  ~  "' 

OU,  en  développant, 

à-x^         I    ài>)  àxi         I    ÔM  àxi  _ 
^^^  à^  ~  M  àfj   1m   ~  M  à^  'd^  ~^' 

Il  est  clair  que  Vt  et  Zi  véiûfîent  la  même  équation.  Donc,  sur  la 
surface  (Si),  a  et  [3  sont  les  paramètres  d'un  système  conjugué  et 
l'équation  ponctuelle  relative  à  ce  système  conjugué  a  ses  inva- 
riants égaux.  Ainsi  : 

Quand  deux  suj^f aces  (S)  et  (Si)  se  coj'j^espondent  avec  ort/io- 
gonalité  des  éléments  linéaires^  au  réseau  des  asymptotiques 
de  Vune  quelconque  de  ces  surfaces  correspond  sur  Vautre 
surface  un  système  conjugué^  et  V équation  ponctuelle  relative 
à  ce  système  conjugué  a  ses  invariants  égaux. 

884.  Réciproquement,  supposons  que  l'on  connaisse,  sur  une 
surface  (S,),  un  système  conjugué  dont  l'équation  ponctuelle  ait 
ses  invariants  égaux.  Cette  équation  pourra  toujours  être  mise 
sous  la  forme  (8).  Les  formules  (7)  nous  fourniront  ensuite  des 
fonctions  a,  b,  c  par  des  quadratures  telles  que  la  suivante 

Puis,  les  relations  (6)  nous  feront  connaître  des  fonctions  6|,  Og,  O^j. 
Ces  trois  fonctions  satisferont,  on  s'en  assure  aisément,  à  l'équa- 
tion 

I    fj^e  _  £  _^2!i. 
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et,  par  suite,  en  les  substituant  dans  les  formules  (i).  on  obtiendra 
une  surface  (S)  qui  correspondra  à  (S|)  avec  orthogonalité  des 
éléments.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  Von  connaît,  sur  une  sur/ace  {S^)  un  système  conjugué 
dont  l'équation  ponctuelle  ait  ses  invariants  égaux,  on  pourra 
déterminer,  par  de  simples  quadratures,  une  surface  (S)  cor- 
respondant à  (Si)  avec  orthogonalité  des  éléments  linéaires  et 
les  lignes  asymptotiques  de  (S)  correspondront  aux  deux 
familles  du  réseau  conjugué  tracé  sur  (S,). 

Il  faut  même  remarquer  que.  comme  les  fonctions  a.  b.  c  sont 
déterminées  par  des  quadratures,  la  solution  contiendra  trois 
constantes  arbitraires,  et  l'on  pourra  ajouter  aux  fonctions  0,,  Oo, 
O3  la  fonction  oj  multipliée  par  des  constantes  quelconques.  Gela 
revient,  on  s'en  assure  aisément,  à  composer  les  formules  qui 
déterminent  (S)  avec  celles  qui  donnent  un  plan  et  qui  corres- 
pondent, non  plus  à  une  déformation  infiniment  petite  de  (Si), 
mais  à  un  déplacement  infiniment  petit  de  cette  surface  (n°  806). 
On  peut  donc  dire  que  : 

A  chaque  réseau  conjugué  à  invariants  égaux  tracé  sur  une 
surface  correspond  une  déformation  infiniment  petite  parfaite- 
ment déterminée  de  cette  surface. 

880.  Revenons  aux  formules  (5).  En  faisant  passer  tous  les 
termes  dans  le  premier  membre  et  remplaçant  les  différentielles 
par  les  fonctions,  on  est  amené  à  considérer  la  surface  (i)  lieu  du 
point  (X,  Y,  Z)  défini  par  les  relations 


(II) 


Si  l'on  différentie  ces  valeurs  de  X,  Y.  Z  en  tenant  compte  des 
relations  (5),  on  trouvera 

!dX  =  z\  rlb  —  l'i  de. 
d\  =  Xidc  —  ;,  da. 
dZ  =  1  I  da  —  jfi  db. 


X 

= 

./• 

—  ^J'i 

l-H 

6-M, 

Y 

= 

y 

—  azi 

-(- 

CXi, 

Z 

= 

z- 

-bx, 

-f- 

a  y,. 
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de  sorte  que  l'on  a  idenliquement 

(  i3)  dK  da  -h  d\  dh  -f-  r/Z  de  —  o. 

Cette  équation,  toute  pareille  à  l'équation  (3),  nous  donne  une 
solution  nouvelle  du  problème  de  la  déformation  infiniment  petite. 
La  surface  iJL)  lieu  du  point  (X,  Y,  Z)  et  la  surface  (A)  lieu 
du  point  {a,  b,  c)  se  correspondent,  elles  aussi,  avec  orthogo- 
nalité  des  éléments  linéaires.  Nous  allons  étudier  les  propriétés 
géométriques  qui  rattachent  celte  nouvelle  solution  à  l'ancienne. 
Cherchons  d'abord  à  définir  la  surface  (2i). 

886.  Etant  donnée  la  surface  (S),  menons  par  l'un  de  ses  points 
(  :r,  7',  ^)  la  directrice  de  la  déformation,  c'est-à-dire  la  droite 
dont  les  paramètres  directeurs  sont  x^,  ri,  ^i  (n°  832).  La  per- 
pendiculaire à  celte  directrice  située  dans  le  plan  tangent  sera  évi- 
demment définie  par  les  équations 

(  ^i(X  — .r)-t-ji(Y— j)^- .-i(Z  — £;)  =  o, 
(    «(X  —  x)-t-   b{\  —  r)-t-    c{Z  —  z)  —  o, 

où  X,  Y,  Z  désignent  pour  un  instant  les  coordonnées  courantes. 
Ces  équations,  évidemment  vérifiées  quand  on  y  remplace  X,  Y,  Z 
par  leurs  valeurs  déduites  des  équations  (  i  i  ),  nous  montrent  donc 
que  celte  perpendiculaire  va  passer  par  le  point  de  (i)  défini  par 
ces  équations  (  1 1  )•  Nous  allons  montrer  de  plus  qu'elle  est,  en  ce 
point,  tangente  à  (If). 

En  effet,  les  formules  (12)  nous  donnent  l'identité 

(  1 5)  Xi  dX  -h  n  dY  -h  Z\  dZ  =  o, 

d'où  il  résulte  que  la  normale  à  (i)  a  pour  paramètres  directeurs 
X\,  y^,  z^  et,  par  suite,  qu'elle  est  parallèle  à  la  directrice  de  la 
déformation.  Elle  est  donc  perpendiculaire  à  la  droite  définie  par 
les  équations  (  i4)- 

D'après  cela,  si  M  désigne  le  point  [x,  y.,  z)  de  (S),  P  le  point 
correspondant  (X,  Y,  Z)  de  (D),  la  droiteMP  est  tange/ite enM 
«(S)  et  enV  à  (2).  Le  plan  tangent  à  (i)  en  P  est  perpendi- 
culaire à  la  directrice  de  la  déformation  en  M;  et,  si  Von  con- 
sidère  la   déformation   infiniment  petite   de  ÇL)  définie  par 


LES    DOUZE   SURFACES.  53 

les  fondions  rt,  6,  c,  qui  figurent  dans  l  équation  (i3  ),  le  plan 
langent  en  M  à  (S)  est  peroendiculaire  à  la  directrice  de 
la  déformation  de  il)  en  P.  On  le  voit,  la  relation  entre  (S) 
et  {!,)  est  réciproque. 

Les  surfaces  (S  t  et  (  i  >  sont  donc  les  focales  de  la  congruence 
engendrée  par  la  droite  MP.  On  peut  ajouter  encore  une  autre 
propriété  essentielle  : 

Les  lignes  asvmptotiques  se  correspondent  sur  (S)  et  sur{'L). 

Ce  point  résulte  immédiatement  des  transformations  suivantes. 
Les  formules  (-)  et  (  12),  rapprochées  les  unes  des  autres,  nous 
donnent  des  équations  telles  que  la  suivante 


'À' 

—  :■ 

0 

dTL- 

Si  donc  on 

pose 

(16) 

•ri  _ 
10 

■r'i , 

)  1 

w 

=    » 

on  trouvera 

(i7>          d\  = 

(■■■■ 

au 

~  -1 

■) 

dx- 

-$)<^- 


)*-(.''.f--^'.f)<'. 


et  les  formules  analogues  en  \ ,  Z.  Ces  relations  sont  toutes 
pareilles  aux  formules  (^  i  1  et  s'en  déduisent  en  remplaçant  6, .  Ô.1,  6:, 
par  x\,  y\.  z.  respectivement.  Donc  a  et  5  sont  les  paramétres  des 
lignes  asvmptotiques  de  (— ),  comme  ceux  des  lignes  asvmptotiques 
de  (S).  On  peut  d'ailleurs  vérifier,  bien  que  ce  ne  soit  pas  néces- 
saire, que  x\.,  y\.  z\  sont  solutions  particulières  d'une  équation  de 
la  forme  fa"»,  qui  est  ici 

(i8)  -T— 77- =  w  — — — 1- fl  : 

de  sorte  que  l'on  passe  de  (S)  à  (2'.  en  échangeant  0|,  62,  63,  w 

en  .r'      >', .    z',.  -•   Comme   d'ailleurs,    d'après   le   théorème   de 

M.  Moutard,  on  sait  intégrer  complètement  l'équation  précédente 
lorsqu'on  sait  intégrer  l'équation  (2),  on  voit  que  Von  saura 
résoudre  complètement  le  problème   de  la  déformation  infi- 
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niment  petite  pour  (i)  dès  qu'onsaura  le  résoudre  pour  (S),  et 
réciproquement. 

887.  On  peut  encore  indiquer  une  des  propriétés  de  la  corres- 
pondance entre  les  deux  surfaces  (S)  et  (i)  en  disant  qu'à  tout 
système  conjugué  tracé  sur  Vune  des  surfaces  correspond  un 
système  conjugué  tracé  sur  ht  seconde.  INous  avons  déjà 
remarqué  (n"  000)  que  lorsqu'une  correspondance />om^/?«r/>omi 
est  établie  entre  les  points  M  et  P  de  deux  surfaces,  le  rapport 
anharmonique  de  quatre  tangentes  au  point  M  de  la  première  est 
égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre  tangentes  correspon- 
dantes au  point  P  de  la  seconde.  D'après  cela,  supposons  qu'à 
deux  tangentes  conjuguées  de  la  première  correspondent  toujours 
deux  tangentes  conjuguées  de  la  seconde  :  il  sera  nécessaire  que  la 
correspondance  subsiste  lorsque  ces  deux  tangentes  conjuguées  se 
confondront  entre  elles,  c'est-à-dire  se  réuniront  en  une  direction 
asymptotique.  Et,  réciproquement,  si  les  tangentes  asymplotiques 
se  correspondent  sur  les  deux  surfaces,  à  deux  tangentes  conju- 
guées de  Tune,  c'est-à-dire  à  deux  tangentes  divisant  harmoni- 
quement  l'angle  formé  par  les  directions  asymptotiques  de  la  pre- 
mière surface,  correspondront  nécessairement  deux  tangentes  de 
l'autre  surface  divisant  harmoniquement  l'angle  formé  par  les  tan- 
gentes asymptotiques  de  cette  surface,  c'est-à-dire  encore  deux 
tangentes  conjuguées. 

Par  suite,  à  tout  réseau  conjugué  sur  la  première  surface  cor- 
respondra un  réseau  conjugué  sur  la  seconde. 

888.  La  congruence  des  droites  MP  définies  par  les  for- 
mules (li)  jouit  donc  d'une  propriété  sur  laquelle  nous  avons, 
à  deux  reprises  déjà,  appelé  l'attention  (n°*  i83  et  765).  Les 
asymptotiques  se  correspondent  sur  les  deux  nappes  (S),  (2i)  de 
la  surface  focale.  Réciproquement,  nous  allons  établir  avec 
M.  Guichard  (')  que  toute  congruence  jouissant  de  cette  propriété 
s'obtient  par  les  méthodes  que  nous  venons  de  faire  connaître. 


(■)  C.  Guichard,  Détermination  des  congruences  telles  que  les  lignes  asymp- 
totiques se  correspondent  sur  les  deux  nappes  de  la  surface  focale  {Comptes 
rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  t.  CX,  p.  126;  janvier  1890). 
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Considérons,  à  cet  effet,  une  toile  congruence  et  prenons  pour 
variables  indépendantes  les  paramètres  des  lignes  asyniptotiques 
sur  les  deux  nappes  de  la  surface  focale,  nappes  que  nous  dési- 
gnerons encore  par  (S)  et  par  (2);  elles  seront  respectivement 
définies  par  des  formules  telles  que  les  suivantes  : 

(.9)         x=J(e,--e.^)./a-(e,^-6.^-)^., 

(20)  X  =f(,/-^-,,  ^^)  ./a-(.,^  _  .,^^)  ./3, 

où  0,,  O2,  0;.  sont  solutions  particulières  d'une  équation  de  la  forme 
suivante 

<")  ^<  =  "' 

et  où  5-|,  To,  73  satisfont  à  une  autre  équation  de  forme  analogue 

(22)  -— -  =  A,  7. 

1J3.  '7  i 

On  aura  d'ailleurs,  en  désignant  par  p  un  facteur  de  proportion- 
nalité, les  relations 

V        >-  ^"       ,  Y        - 

(23) 


tt^J.;— 3,f):;  bjî,  —  7:;()i  0,7.—  7ib.> 

par  lesquelles  on  exprime  que  la  droite  de  la  congruence  est  tan- 
gente aux  deux  nappes  (S),  (1). 

Différentions  par  rapporta  a  l'équation 

obtenue  en  égalant  à  p  le  premier  rapport.  Il  viendra,  en  rem- 
plaçant-t->  -j-  par  leurs  valeurs  déduites  des  formules  (  19)61(20), 

ax  03.  ax  ox 

Multiplions  par  0,   et  ajoutons  l'équation  ainsi  obtenue  à  celles 
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que  l'on  obtient  en  etTectuant  des  permutations  circulaires  sur  les 
indices  i,  2,  3.  Nous  aurons 

A  =  p  A', 
A  et  A'  désignant,  pour  abréger,  les  deux  déterminants 


A 


=2*.,.^,    .•=2--»' 


Multiplions  maintenant  l'équation  (24)  paro-|  et  opérons  de  même  : 

nous  aurons,  cette  fois, 

A'=pA. 

Il  faut  donc  que  l'on  ait 

g2=I, 

à  moins  que  les  deux  déterminants  A,  A'  ne  soient  nuls.  Mais  alors 
on  aurait 

e^      -H  0, -^  -+-  0,  --  =0, 

ff<X  07.  (J7. 

Ox  à  y  àz 

da.  ao.  ():>. 

en  répétant  un  raisonnement  analogue  sur  la  variable  (3,  il  fau- 
drait joindre  à  ces  deux  équations  les  suivantes 

.  ^X        ,,   àY       ^   f)Z 

0,    --    +    O2    ^     +    0;,    -j^     :=   o, 

r/|j  Oj  (Ij 

dx  dy  <):■ 

o{j  dp  ()j 

En  vertu  de  ces  quatre  dernières  relations,  les  deux  surfaces  (S) 
et  (S)  auraient  leurs  normales  constamment  parallèles,  ce  qui  est 
absurde. 

On  doit  donc  supposer 

?-  =  I  ; 

et,  comme  il  est  permis  de  changer  le  signe  de  tous  les  a  ou  de 
tous  les  0,  on  fera 

L'équation  (24)  deviendra  donc 
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H  résuhe  de  là  que.  si  ix  désigne  une  fonctioa  auxiliaire,  0,el  j, 
satisfont  à  l'équation 

(25)  ^-^ -:-(«' -^''•) 

pour  i  =  i ,  2,  3. 

En  opérant  de  même  pour  la  variable  3,  on  verra  que  les  mêmes 
fonctions  satisfont  à  1  équation  analogue 

(26)  -T^  ^  -ié  ^l^K^i-^''i'■ 
^                                                 ai  a^ 

Différentiant  l'équation  (26)  par  rapport  à  3  et  tenant  compte 
des  relations  (21  ),  (22  ),  (26),  nous  trouvons 

k  e,  —  /.-,  7,  =  -xaV  0,  —  Tj  )  -i-  a  r  0,  -+-  7/  »  -^ , 
et,  par  suite, 

(27)  A-  —  au  —  -y-  =  o.  Al  —  ;jt;jL  -i-  — 7;  =  o. 

Cf-i  Cri 

La   dilTérentialion    de   l'équalion    (26)    par   rapport   à   a  nous 
conduirait  de  même  aux  relations 

(28)  A  -  uu'-  ^  =  u.  A,  -  -i-jL-^  $  =  o. 

La  comparaison  des  équations  ainsi  obtenues,  (2-)  et(28),  nous 
donne 

ce  qui  permet  de  poser,  co  étant  une  fonction  auxiliaire, 


I    àui  ,        I    '^oj 

SX  = 

11  vient  ensuite 


(29)  A  =  --7— p:?         kl  10=       \o> 

f)  az  Oj 


Le  reste  du  calcul  s'achève  sans  difficulté  et  nous  fournil  la 
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solution  à  laquelle  nous  avait  conduit  le  problème  de  la  défor- 
mation infiniment  petite. 

889.  En  étudiant  un  cas  particulier  des  congruences  précé- 
dentes, nous  avons  rencontré  (n"  763)  une  relation  entre  les 
courbures  des  deux  nappes  de  la  surface  focale  que  nous  allons 
maintenant  généraliser. 

Si  nous  désignons  par  c,  c',  c"  les  cosinus  directeurs  de  la  nor- 
male à  (S),  par  R  et  R'  les  rayons  de  courbure  principaux  de  cette 
surface,  nous  avons  vu  (n"'  870  et  873)  que  l'on  a 

(3o)  61  =  c  V—  l^R',         6  2  =  c'  V  —  H  H',         0:;  =  c"  V  —  RK'. 

Si  Cl,  c\,  c'[.  R,,  R',  désignent  les  mêmes  grandeurs  pour  la  sur- 
face (i),  nous  aurons  de  même 


(3i)         C7,  =  Cl  (,  —  Hi  H', ,         c7ï  =  c'i  {/—  H,  R'i,         d;;  =  c'\  {  —  Hi  R'i. 

Les  formules  (23)  nous  donnent,  p  devant  y  être  remplacé  par  i, 
des  relations  telles  que  la  suivante 

X  —  .r  =  V  —  HR'  t/—  Kl  H',  {cc'[  —  c\  c"), 
d'où  l'on  déduit  pour  le  segment  focal  MP  l'expression 
Mp'  =  §(X  —  xy  =  V  —  ^^'  V^—  Ri  R'i  sinn-, 

V  désignant  l'angle  des  plans  focaux.  Elevant  au  carré,  nous  obte- 
nons la  relation 

(32)  MÎP'=  RR'RiR'i  sin-V, 

comprenant  comme  cas  particulier  celle  que  nous  avons  obtenue 
au  n"  7()3  ('). 


(')  Dans  des  Notes  présentées  en  1894  à  l'Académie  des  Sciences,  M.  A.  Demoulin 
et  M.  E.  Cosserat  se  sont  occupés  récemment  de  cette  relation,  signalée  en 
premier  lieu  par  Ribaucour  dans  son  Étude  des  Élassoïdes,  démontrée  ensuite 
par  M.  Bianchi  dans  le  Mémoire  inséré  au  t.  XVIII,  2"  série,  des  Annali  di 
Matematica  pura  et  applicata  et  intitulé  :  Sopra  alciine  nuove  classi  di 
superficie  e  di  sisterni  tripli  orthogonali.  M.  Demoulin  l'a  démontrée  de  nouveau 
par  une    méthode   élégante  et  M.   Cosserat  a   établi  qu'elle   constitue  une  pro- 
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890.  Après  avoir  étudié  la  surface  i  i )  passons  à  la  surface  (A), 
lieu  du  point  (a,  6,  c),  qui  correspond  à  (  i  )  avec  orthogonalité 
des  éléments  linéaires.  Il  résulte  immédiatement  des  formules  (6) 
que  le  rayon  vecteur  de  (A)  est  parallèle  à  la  normale  de  (S), 
et  des  formules  (-'i  qii^  elle  correspond  à  (St)  arec  parallélisme 
des  plans  tangents. 

Ces  formules  (7)  expriment,  en  effet,  que,  sur  les  deux  sur- 
faces (A)  et  (S|).  les  tangentes  aux  courbes  de  paramètre  5  et  aux 
courbes  de  paramètre  a  sont  constamment  parallèles.  De  là 
résulte  la  propriété  annoncée  et  Ton  voit  de  plus  que  les  deux 
familles  de  courbes  de  paramètres  a  et  5  sont  conjuguées  à  la 
fois  sur  les  deux  surfaces.  Nous  retrouvons  la  correspondance 
par  plans  tangents  parallèles  si  souvent  employée  dans  les  Livres 
précédents  [11.  p.  284  et  suiv.].  Ce  qu'il  importe  de  mettre  en 
lumière,  ce  sont  les  caractères  distinctifs  du  cas  spécial  que  nous 
rencontrons  ici. 

Nous  pouvons  faire  d'abord  la  remarqu*^  suivante  :  les  lignes  de 
paramètres  a  et  (3,  qui  correspondent  sur  i  A  )  aux  lignes  asvmpto- 
tiques  de  (S),  correspondent  par  cela  même  aux  lignes  asvmpto- 
tiques  de  (2)  et  doivent  former  par  suite,  sur  (A),  un  réseau  con- 
jugué dont  l'équation  ponctuelle  ail  ses  invariants  égaux  (  n"883). 
Ainsi,  sur  (^\)  et  sur  (^S,  ).  les  deux  systèmes  conjugués  formés 
des  courbes  de  paramètres  a  et  ^,  courbes  dont  les  tangentes 
correspondantes  sont  parallèles,  ont  leurs  imariants  ponctuels 
égaux.  Au  reste  celte  proposition  se  vérifie  immédiatement  à 
l'aide  des  formules  (  7  t;  car  si  l'on  élimine  successivement  a  et  x, 
entre  les  deux  équations 

(33) 


àxi                    i)a 

0.r, 

.h, 

—    f .)  -    

fh.                     'h.  ' 

>): 

')'-. 

priété  caractéristique  des  coDgruences  dont  nonsnons  occupons  ici.  M.  E.  Waelsch 
la  rattacliée.  avec  d'autres  propriétés,  à  la  théorie  que  nous  lui  devons  des 
invariants  projeclifs  pour  congruences  rectilignes. 

Voir  A.  Demoulix,  Sur  une  propriété  métrique  commune  à  trois  classes 
particulières  de  congruences  rectilignes  {Comptes  rendus  de  l' Académie  des 
Sciences,  t.  CXVIII,  p.  242). 

E.  CossBRAT,  Sur  des  congruences  rectilignes  et  sur  le  problème  de  liibau- 
cour  (même  tome,  p.  335). 

E.  Waelsch,  5ar  le  premier  invariant  différentiel proj'ecti/ des  congruences 
rectilignes  (même  tome.  p.  736). 
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on  oblient,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  une  équation  linéaire  du 
second  ordre  à  invariants  égaux. 

Examinons  maintenant   les    propositions    géométriques    qui  se 
rattachent   à    cette   notion   purement   analytique  de  l'égalité  des 
invariants.  Et,  pour  cela,   considérons  d'abord  les  systèmes  tels 
que  le  suivant 
,„,.  ()Xi        ,    (ht  ')Xi  ()a 

qui  convient  à  la  correspondance  la  plus  générale  par  plans  tan- 
gents parallèles  entre  derux  surfaces  :  (S,  ),  lieu  du  point  (j?i  ,  ^i ,  s,  ) 
et  (A),  lieu  du  point  (a,  6,  c).  Le  système  (33)  s'en  déduira  en 
supposant 


Parmi  les  éléments  géométriques  qu'il  convient  d'associer  aux 
surfaces  (A)  et  (S,),  nous  signalerons  en  premier  lieu  le  suivant. 

Par  les  différents  points  de  l'une  des  surfaces,  de  (S^)  par 
exemple,  menons  des  parallèles  aux  rayons  vecteurs  correspon- 
dants de  (A).  Ces  droites  engendrent  une  congruence  (G).  Nous 
savons  déjà  (n"  i2())  que  les  développables  de  celte  congruence 
correspondent  aux  courbes  du  système  conjugué  commun.  Au 
reste,  on  le  vérifie  immédiatement  comme  il  suit.  Les  deux  points  F, 
F,,  définis  par  les  formules 

(35)  Y  =  ,-,-Xè,  (36) 

[  Z  —  zi  —  Àc, 

sont  évidemment  situés  sur  la  droite  de  la  congruence;  et  ils 
décrivent,  le  premier  lorsque  a  varie  seul,  le  second  lorsque  (3 
varie  seul,  des  courbes  tangentes  à  cette  droite.  Ces  deux  points 
F,  F,  sont  donc  les  points  focaux  situés  sur  la  droite  de  la  con- 
gruence; et  les  développables  de  cette  congruence  correspondent 
aux  courbes  de  paramètres  a  et  j3.  De  plus,  si  IVL  désigne  le  pied 
(^1,  r,,  Zj^  )  de  la  droite  sur  (Si  ),  on  a,  d'après  les  formules  précé- 
dentes, 


\\  —  Xi  — 

ac/, 

Yi=.Vi- 

•  V-b, 

/.  =-t- 

U.C, 
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Par  >uile  ?i.  comme  il  arrive  dans  les  formules  <  33 ),  on  a 
Â^  —  'j.,  le  point  >[,  sera  le  milieu  du  segment  FF,  et  la  sur- 
face (S|  )  sera  ce  que  nous  avons  appelé  (n"  260)  la  sur/ace 
moyenne  de  la  congruence  (  G  ). 

On  pourrait  substituer  à  la  congruence  (G)  la  congruence  (G') 
formée  par  les  droites  qui  joignent  les  points  correspondants 
de  (\)  et  de  (S|  ).  Le  lecteur  démontrera  aisément  que  les  points 
focaux  de  chaque  droite  do  cette  congruence  divisent  harmoni- 
quement  le  segment  formé  par  ces  points  correspondants.  Cette 
proposition  comprend  même  la  précédente  comme  cas  particulier: 
il  suffit  de  supposer  que  la  surface  (A)  grandisse  indéfiniment  en 
demeurant  homothélique  à  elle-même. 

891.  Revenons  à  la  congruence  (G).  Si  l'on  remarque  que  le 
rayon  vecteur  de  (A)  est  parallèle  à  la  normale  au  point  corres- 
pondant de  (S),  on  voit  que  la  congruence  est  susceptible  d'une 
nouvelle  définition  :  elle  est  engendrée  par  une  parallèle  à  la  nor- 
male en  un  point  quelconque  de  (S),  cette  parallèle  étant  menée 
par  le  point  correspondant  de  (S,).  Les  résultats  précédents 
peuvent  donc  s'énoncer  comme  il  suit  : 

Si  deux  sur/aces  (S)  et  (S  f)  se  correspondent  avec  orthogo- 
nalUé  des  éléments  linéaires,  la  droite  menée  par  un  point  de 
l'une  {'Si),  parallèlement  à  la  normale  au  point  correspondant 
de  Vautre  {S),  engendre  une  congruence  dont  les  développahles 
correspondent  aux  lignes  asympotiques  de  (S)  et  dont  la  sur- 
face moyenne  est  la  surface  (S,  ). 

En  d'autres  termes,  la  représentation  sphérique  des  déve- 
loppables  de  la  congruence  est  identique  à  celle  des  lignes 
asympotiques  de  la  surface  {S);  et.  par  suite,  les  plans  focaux 
relatifs  à  chaque  droite  de  la  congruence  sont  perpendiculaires 
aux  tangentes  asymptotiques  de  la  surface  (S),  construites 
pour  le  point  de  (S),  qui  correspond  à  cette  droite  de  la 
congruence. 

C'est  la  proposition  de  Ribaucour,  déjà  démontrée  par  la  Géo- 
métrie au  n"  801. 

892.  On  voit  que  les  développables  de  la  congruence  (G)inter- 
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ceplent  sur  la  surface  moyenne  (Si)  le  réseau  formé  des  courbes 
de  paramètres  a  et  ,3,  c'est-à-dire  un  réseau  conjugué.  Proposons- 
nous,  avec  M.  Gosserat  (  '  ),  de  définir  toutes  les  congruences  rec- 
tilignes  jouissant  de  cette  propriété.  Cherchons  même  d'une 
manière  plus  générale,  avec  M.  Kœnigs,  toutes  les  congruences  dont 
les  développables  interceptent  sur  deux  surfaces  (S)  et  (T)  des 
réseaux  conjugués  et  qui  sont  telles  en  outre  que  les  points  focaux 
de  chaque  droite  divisent  harmoniquement  le  segment  de  cette 
droite  compris  entre  les  deux  surfaces  (S)  et  (T).  Il  suffira 
ensuite  de  supposer  que  la  surface  (T)  se  réduit  au  plan  de  l'infini 
pour  obtenir  les  congruences  plus  particulières  que  nous  avons 
en  vue. 

Or,  nous  avons  déjà  considéré  les  congruences  dont  les  dévelop- 
pables interceptent  sur  deux  surfaces  (S)  et(T)  un  réseau  conjugué 
et  nous  avons  vu  (n"  422)  que,  si  l'on  désigne  par  a  et  [3  les  para- 
mètres des  développables,  les  coordonnées  homogènes  x^  y^  z.  t 
et  <2,  6,  c,  h  des  points  M  et  P  où  la  droite  de  la  congruence 
coupe  (S)  et  (T)  peuvent  être  choisies  de  manière  à  satisfaire 
à  des  équations  de  la  forme 


àx 

()n 

■ 

-+-   A 

f) 

1)7. 

(h. 

<)v 

àh 

.  "^ 

-+-    /. 

■     /) 

âv. 

<h.           ' 

àz 

de 

_— 

-+-    1- 

•    7-  =  0, 

d'JL 

âi. 

àt 

àh 



-1-    / 

() 

<h. 

()0L 

(38)  ^  ,  (39) 


d.r 

ô'i 

-\-  \x 

ôa 

= 

0, 

d'6 

-4-  ;j. 

àh 

à} 

= 

0, 

dz 

•+-  ti. 

àc 

= 

0 

àt 

fVà 

-H  u 

àh 

= 

0. 

Il   est   clair  ici   que   les   points    focaux  de   la  droite  MP   sont 
définis  par  des  équations  telles  que  les  suivantes 

.r-i-Àa  =  X,         x-i-ixa^=Xi, 


et  correspondent,  le  premier  aux  développables  de  paramètre  (3, 
le   second   à    celles  de  paramètre  a.  Par  conséquent,  le  rapport 


(')  E.  Gosserat,  Sur  les  cons^riiences  de  droites  et  sur  la  théorie  des  sur- 
faces (Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  p.  ?s.  i;  iSpS). 
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anharmoaique  des  deux  poinU  focaux  et  des  points  M  et  P  sera 
égal  au  quotient  de  /.  par  ,tjL.  Doac,  pour  que  ce  rapport  soit  égal  à 
—  I ,  il  faudrait  que  l'on  ait 


Dès  lors,  les  équations  ponctuelles  relatives  aux  systèmes 
conjugués  tracés  sur  (S)  et  sur  (T)  seront  à  im^ariants  égaux, 
puisqu'on  obtiendrait  ces  équations  en  éliminant,  soit  x,  soit  a 
entre  les  deux  suivantes 

àx        ,   da  àx        .   àa 

(4o)  —    -I-  A    —    =  O,  -j    —   A    -^    =  O. 

La  question  que  nous  nous  proposions  est  ainsi  complèleraent 
résolue. 

Pour  revenir  au  cas  particulier  où  (T)  se  réduit  au  plan  de  l'in- 
fini, il  faut  faire 

A  =  o; 

alors  les  deux  dernières  formules  (38)  et  (Sq)  donnent 

/  =  const. 

On  peut  prendre  i  =  i  ;  alors  les  équations  (38)  et  (  89),  où  a;,  y,  z 
deviennent  les  coordonnées  ordinaires,  et  où  l'on  a  ,u.  =  —  À,  repro- 
duisent le  système  (7).  On  obtient  donc  la  proposition  suivante 
due  à  M.  Cosserat  (  '  )  : 

Les  congruences  dont  les  développables  découpent  sur  la  sur- 
face moyenne  {Si  )  un  réseau  conjugué  ont  même  représentation 
sphérique  de  leurs  développables  que  les  lignes  asvmptotiques 
d'une  autre  surface  (S)  qui  correspond  à  la  surface  moyenne 
avec  orthogonalité  des  éléments  linéaires. 

893.  Un  peut,  sans  avoir  recours  à  une  congruence  auxiliaire, 
indiquer  d'autres  propriétés  caractéristiques  du  système  (33). 
Désignons  par  M|  et  par  A  deux  points  correspondants  sur  les 


(■)  Pour  la  généralisation  que  nous  en  a>ons  donnée,  on  pourra  consulter  une 
Note  de  M.  Kœsigs  :  Sur  les  systèmes  conjugués  à  invariants  égaux  {Comptes 
rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  CXIII,  p.  1022;  1891). 
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surfaces  (84  )  et  (A).  Soient  (yfig.  82)  M,  ^,  M|  u  les  tangentes  aux 
courbes  de  paramétres  a  et  ^5  sur  (S,  );  A^'  A  m'  les  tangentes  aux 
courbes  correspondantes  de  (A),  tangentes  nécessairement  paral- 
lèles aux  premières.  A  une  direction  arbitraire  M, /i  de  la  première 
surface  correspondra  non  plus  la   direction  parallèle  AA'  de  la 


seconde,  mais  la  conjuguée  harmonique  AA'  de  cette  direction  par 
rapport  aux  deux  tangentes  Ai',  A  a';  de  sorte  que,  à  deux  direc- 
tions Ml  A,  M,/.,  divisant  harmoniquement  l'angle  des  tangentes 
Mi^,  M|M,  correspondent,  mais  en  sens  inverse,  deux  directions 
parallèles  de  la  seconde  surface. 

Analytiquement,  cette  propriété  correspond  à  la  transforma- 
tion suivante  que  l'on  peut  faire  subir  au  système  (7).  Écrivons-le 
comme  il  suit 


07. 


"TJT^ 


()a 

co-l  m   — 

07. 


<).r  I  /       i)a 

-7-   =  -  '"^-    fn  -T- 


i)a\ 
da 


àa\ 


En  prenant  comme  nouvelles  variables  les  paramétres  des  deux 
familles  de  courbes  définies  par  la  double  équation  différentielle 


on  lui  donnera  la  forme 


n  cYa  =  zLz  m  d'^j, 


(40 


f/0 
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dont    l'iaierprétation    géométrique    fournit    la    proposition   déjà 
obtenue. 

894.  Celle  proposition  comprend  comme  cas  particulier  la  sui- 
vante : 

Les  lignes  asymptotiques  de  l'une  quelconque  des  surfaces 
(A)  et  (S,  )  correspondent  à  un  système  conjugué  tracé  sur 
Fautre  surface. 

que  l'on  peut  vérifier  comme  il  suit.  Ecrivons  l'équation  différen- 
tielle des  lignes  asjmptotiques.  Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

\àa     àa     d^a\  .,        \da     da     â*-a\ 

^  \aj.      Oj     àz-  ]oz      Oj     ai-  \ 

et  si  l'on  tient  compte  du  système  17),  on  trouvera  que  les  lignes 
asvmptoliques  de  (A")  sont  définies  par  l'équation  différentielle 

(  43  I  L  dz'-  -t-  .M  (Tj-  =  o. 

et  celles  de  (S|  l  par  la  suivante 

(44  t  L /^/a- —  M  ^5- =  o. 

et  de  ce  résultat  analytique  découle  la  proposition  annoncée.  En 
effet,  sur  une  surface  quelconque  où  les  coordonnées  d'un  point 
seraient  des  fonctions  de  a  et  de  3.  les  équations  (43)  et  (44  • 
définissent  deux  réseaux  de  courbes  telles  que  les  tangentes  aux 
courbes  du  premier  divisent  harmoniquement  Tangle  des  tangentes 
aux  courbes  du  second.  Nous  rencontrerons  souvent  cette  relation 
dans  la  suite  de  ce  Chapitre  et  nous  dirons  (\\x' alors  les  réseaux 
se  divisent  harmoniquement.  Par  exemple,  un  réseau  conjugué 
divise  harmoniquement  le  réseau  des  asymptotiques  et  vice  versa. 
Si  les  équations  précédentes  sont  privées  du  terme  en  dy.dS,  c'est 
que  les  asrmplotiques  divisent  harmoniquement  le  réseau  con- 
jugué formé  des  courbes  de  paramétres  a  et  3. 

D'après  cela,  considérons  les  trois  réseaux  définis  par  les  équa- 
tions 


(I) 

di  ûTî  =  0. 

(") 

L  dx^-  —  M  dy-  =  0. 

(III) 

L  dz--  -^  M  <52  =  0. 

DARBOCV.    - 

—    IV. 
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Sur  chaque  surface  ces  trois  réseaux  se  divisent  harmonique- 
ment.  Sur  la  surface  (S)  le  premier  est  formé  des  lignes  asympto- 
tiques,  les  deux  autres  sont  conjugués.  Sur  la  surface  (S<)  le  sys- 
tème (II)  donne  les  lignes  asymptotiques;  (I)  et  (II)  définissent  des 
réseaux  conjugués.  Enfin,  sur  la  surface  (A)  les  systèmes  (I) 
et  (II)  sont  conjugués,  le  système  (III)  est  composé  des  lignes 
asymptotiques. 

895.  Pour  obtenir  des  résultats  plus  complets  encore,  nous 
sommes  conduit  à  adjoindre  aux  quatre  surfaces  (S),  (S^),  (i), 
(A)  deux  nouvelles  surfaces  (^i)  et  (A,)  qu'on  définira  de  la 
manière  suivante. 

La  relation  entre  (S)  et  (Si)  étant  parfaitement  réciproque,  on 
peut  faire  correspondre  au  système  (5)  le  suivant 

/   dxi  =  Cl  dy  —  èi  dz, 

(  45  )  <  dyi  =  cil  dz  —  Ci  dx, 

(  dzi  =  bi  dx  —  (Il  dy, 

que  l'on  en  déduira  par  l'échange  de  X],  jKi,  ^i,  enj;,y,  z.  D'après 
cela,  si  l'on  introduit,  comme  au  n"  88o,  les  nouvelles  variables 
définies  par  les  formules 

!Xi=  X,  —  Civ  -+-  hiz, 
Yi  =  yi—  cciz-h  c,x, 
'Li  =  Zi  —  bix  -h  a^y, 

Xi,  Yf,  Tuf  seront  les  coordonnées  d'un  point  Pi  décrivant  une 
surface  (^i  )  dont  la  relation  à  (S^)  sera  la  même  que  celle  de  (H) 
à  (S).  C'est-à-dire  que  (2|)  et  (S|)  seront  les  deux  surfaces 
focales  de  la  congruence  engendrée  par  la  droite  qui  joint  leurs 
points  correspondants;  à  tout  système  conjugué  tracé  sur  (Si) 
correspondra  un  système  conjugué  sur  {^^)',  et,  de  plus,  les  équa- 
tions (46)  nous  donneront  par  la  diff'érentation  les  suivantes 


/   dX  1  =  z  db,  — •  y  dci , 

(47) 

J  f/Yi  =  X  dci  —  z  dtti , 

f  c/Zi  =  y  da ,  —  x  dbi, 

d'où  l'on  déduit 

(48) 

dXi  dcii  H-  dYi  dbi  -h  d7.i  dci  =  o- 
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Ainsi  la  surface  (—4)  correspond  à  la  surface  (Ai)  avec  ortho- 
gonalité  des  éléments  linéaires.  Remarquons  que,  si  l'on  échange 
(S)  et  (S|),  il  faut,  pour  conserver  les  relations  géométriques, 
échanger  (  i)  et  ^i<  ),  (A)  et  (A,  ). 

896.  Mais  les  surfaces  (A)  et  (A,)  sont  liées  par  une  relation 
géométrique  des  plus  remarquables.  Elles  sont  polaires  réci- 
proques l'une  de  l'autre  par  rapport  à  la  sphère  de  rayon 
\î —  I  ayant  pour  centre  V origine  des  coordonnées. 

Si  l'on  porte,  en  effet,  les  valeurs  de  dx\j  dyt,  dz^  tirées  des 

formules   (i^)   dans   les  équations  (5)   en   tenant  compte   de  la 

relation  évidente 

a  d.f  -+-  b  d\  -^  c  dz  ^  o, 
il  vient 

(49)  «rt  l -^  661 -H  CCi  -f-  I  =  O. 

D'autre  part,  si,  dans  la  relation 

«1  djTi-i-  bidvi  —  C\  dzi  =  o, 

on  remplace  les  dérivées  de  x,,  1  (.  -^i  par  leurs  valeurs  déduites 
du  système  (7),  il  vient 

da       .    Ob  de  àa       ,    db  de 

ai  —  H-  6,  ;5-  H-  c,  —  =  o.  «1  x^  -*-  "1  je  -*-  Cl  :j^  =  o, 

o-x  ax  ux  dp  di  dp 

d'où  l'on  déduit 

(50)  ai  da  -^  bidb  -¥-  Ci  de  =  o. 

Cette  relation  différentielle,  rapprochée  de  l'équation  (49)> 
achève  de  démontrer  la  proposition  que  nous  avons  énoncée. 
Remarquons  d'ailleurs  que,  les  deux  surfaces  (A)  et  (A,)  étant 
polaires  réciproques  l'une  de  l'autre,  il  y  a  correspondance  entre 
leurs  lignes  asymptotiques  et  leurs  réseaux  conjugués. 

La  relation  entre  les  surfaces  (A)  et  (A,)  se  déduit  encore  très 
simplement  des  remarques  suivantes. 

En  vertu  de  la  relation  d'orthogonalité 

d.r  dxi  -f-  dy  d^i  -h  dz  dzi  =  o. 

il  existe  une  droite  (D)  dont  les  coordonnées  (n"  139)  sont 
dxi.     dvi,     dzi.     — dx.     — dv.     — dz 
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et  les  formules  (5)  expriment  que  cette  droite  passe  par  le 
point  (a,  6,  c).  Cette  droite,  ayant  ses  cosinus  directeurs  propor- 
tionnels à  dx^,  dyn^  dz^,  est  nécessairement  tangente  à  la  sur- 
face (A)  décrite  par  le  point  (a,  è,  c). 

Pour  le  même  motif,  la  droite  (D^)  dont  les  coordonnées  sont 

dx,     d}',     dz,     — duij     — <^>'i,     — dzt, 

est  tangente  à  la  surface  (A,)  lieu  du  point  (a^,  bi,  c^).  Et,  comme 
les  deux  droites  (D),  (Di)  sont  polaires  réciproques  par  rapport  à 
la  sphère  de  rayon  i  admettant  pour  centre  l'origine  des  coor- 
données, il  doit  en  être  de  même  des  surfaces  (A)  et  (A,). 

897.  Nous  avons  déjà  six  surfaces  (S),  (Si),  (1),  (ii),  (A),  (A,). 
Mais  nous  pouvons  continuer  l'application  de  notre  méthode  de 
déduction  et  nous  allons  obtenir  six  nouvelles  surfaces. 

La  relation  différentielle  (i3)  peut  être  remplacée  par  le  sys^ 
tème  (12);  mais  elle  peut  l'être  aussi  par  le  suivant 

i   da  —  ^Lzd\  —  Ysû^Z, 

(5i)  db^X^cTL-Z^dyi, 

{  dc  =  Y:,dX  —  X:,d\, 

où  X:,,  Y:,,  Z:{  désignent  des  fonctions  auxiliaires,  et  qui  est  nou- 
veau. Opérant  comme  au  n"  885,  on  introduira  les  fonctions 

i  aj=  a  —  Z3Y  -h  Y3Z, 

(52)  .    6:,=:^  —  Xr,Z-+-ZnX, 

i  c,  =  c—  Y,X  +  X.,Y, 

qui  conduisent  à  la  nouvelle  relation 

( 53 )  dcis  dX-r,  ■+-  db-i d\i  -1-  dc-i  d'L-i  =  o, 

tout  à  fait  semblable  à  celles,  (i3)  et  (48),  qui  ontété  déjà  déduites 
de  la  relation  fondamentale  (3).  Mais  ici  il  se  présente  une  cir- 
constance nouvelle  :  on  peut  obtenir  algébriquement  les  valeurs 
de  X:,,  Y;j,  Z:j,  et,  par  suite,  celles  de  a^,  63,  Cu. 
On  déduit,  en  effet,  du  système  (5i),  la  relation 

(  54  )  Xiida  -h  Y.-!  db  -+-  Z 3  de  —  o, 

et,  si  on  la  compare  à  l'équation  (5o),  on  voit  que  X^,  Y;,,  Z3  sont 
proportionnels  à  «<,  bi,  c^. 
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Dautre  part,  de  même  que  la  comparaison  des  systèmes  (5) 
et  (45)  nous  avait  montré  que  (A  ),  (\^)  sont  polaires  réciproques, 
de  même  la  comparaison  des  systèmes  tout  semblables  (i2)et(5i) 
nous  montre  que  la  sur/ace  (  i^)  lieu  du  point  (  X;.  Y;.  Z:,)  et  fa 
sur/ace  i  S()  sont  aussi  polaires  réciproques.  On  a  donc 

(55)  X- j-i-H  Y.ji-f- Zj^,-t- I  =  o; 

et.  comme  X3,  Y;..,  Z3  sont  proportionnels  à  «,,  64,  c».  on  a 

,..,         X.         Yn         Zp.  I  I 


ai         fil         c,  r^i./'i-î- 61  Vi-t- ci^i  <^,X,— 61  Yi-r- CiZi 

Portant  ces  valeurs  dans  les  formules  (52  i.  on  trouve 

«s  ^r,  ^.-  I  I 


'  X|        Yi        Zi  r/|.r, -(- 6|  j'i -+- Cl  ^1  ^ii  X] -I- 61  Yi -t- CiZj 

On  a  donc  deux  nouvelles  surfaces,  (2.t),  déjà  définie,  et  (A3), 
lieu  du  point  («3,  63,  C3),  qui  se  correspondent  encore  avec  ortho- 
gonalité  des  éléments  linéaires,  en  vertu  de  la  formule  (53  ). 

Les  formules  analogues 

,-«         X,       Y,       Z, 


b  c  a  X  -~  h  \^  ^  1-  z  </  X  -1-  />  Y  -i-  c  Z 


1  •     \  '^2  ^2 


Z  n  ./•  —  A  >  ^  i:  z  '<  \  -(-  6  Y  -t-  cZ 

définiront  de  même  deux  nouvelles  surfaces  (Ao)  et  (^2)-  donnant 
naissance  aux  svstémes 

rfaj  =  Zi  -rA',  —  Yj  rfZi.  ;  </«»=  Zi  ^Aj —  Yj  rfZ^, 

(  60)     J  «»i  =  Xi  dLy  —  Z;  </Xi,  .  Gi)     !  dbt  =  X,  dL^_—  Z,  ^/X., 

'  ^,  =  Y.  </X,  —  X.>  </Y,,  '  rfci  =  Y,  d\.,  —  X,  fA',, 

.    rtj  =  «,  —  Zi  Yi  -1-  Y;  Zi, 
(62)  •   6î  =  6,  — XîZ,-i- ZjX,, 

I  Ci  =  c,  —  YîXi-t-X.Y, 

et  à  la  nouvelle  relation 

(  63  \  da^  d\t  -+-  db^  d\ i  —  dct  dL-*  —  o. 

On  peut  continuer  encore  et  remplacer  cette  relation  par  le 
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système 

)  d\.,= 


d\.,=^  :■:;  dbi — yz  dct, 
(6'i)  '  <;/Vi=  ^:î  dCi —  z^  dai, 


qui  conduit  à  introduire  les  nouvelles  variables 

;■  a"i  ==  Xo —  62^3  -(-  c-,y>, 

(65)  {jKi=Yo — CoiTs -(- «i^j, 

-     Z-i  =  Z2  —  (^ly-i  H-  ^i^.l! 

et  donne  deux  nouvelles  surfaces,  (Sa),  lieu  du  point  { x-^i  y-ii  ^2), 
et  (S.t),  lieu  du  point  (a?;,,  r:i,  ^u).  La  différentiation  donne  encore 

/    c/x..  =  Co  dyz —  h-x  dz?,, 

(66)  i   dy-i  =  «o  fl';3 —  c-i  dx-i, 
(  dz<  =  61  «^•^s —  '^■i  dj'.',, 

et,  de  là,  on  déduit  la  nouvelle  relation 

(67  )  dx-2  dr?,  -+-  dy-i  dy:;  -t-  dz-i  dz,-  =  o. 

Mais  ici  il  faut  s'arrêter.  Le  cycle  est  fermé.  Si  l'on  calcule,  par 
un  procédé  analogue  à  ceux  qui  ont  été  employés,  les  valeurs  de 

X.j,  J2,  ^2,  J^:i,7:i,  -:;,  On  a 

(68)  X2_  r2„^2_^3_.n  _^.  _ 


.Vi        _r,        zi        .X         y         z  xxi^yyi-h  zzi 

de  sorte  que  ces  équations  ne  changent  pas  si  l'on  échange  les 
indices  2  et  3,  o  et  i.  Par  suite,  si  l'on  voulait  continuer  l'appli- 
cation de  notre  méthode  à  la  relation  (53),  on  retrouverait  les 
deux  surfaces  (So)  et  (S^). 

On  vérifiera  aisément  les  relations 

/  dxz=^  c.-.  dy-y —  b<,  dz-i^ 

(69)  \  dy:>,  =  a^  dz't  —  c»  dx^, 

\  dz^  =  b-  dx-i —  «3  rf/o, 

toutes  pareilles  au  système  (66). 

Ainsi  se  trouve  constitué  l'ensemble  des  douze  surfaces 

(S),  (Si),  (2),  (A),  (2,),  (Al),  (i:a),  (A3),  (S2),  (A.,),  (Sa),  (S.), 
que  nous  avions  annoncé.  On  peut  les  grouper  comme  il  suit  : 
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Couples  de  surfaces  qui  se  correspondent  point  par  point. 

1*  avecorthogonalité        >•  par  plans  ',•  comme  focales 

des                         tangents  3^  par  polaires  dune  même 

éléments  linéaires.          parallèles.  réciproques,  congruence  rectiligne. 

(S),     (S,);  (A),     (S.);  (A),     (A,);  (S).      (2); 

(A),     (S);  .A.),      (S);  (Sx),     (2=);  (S,),     (Si); 

(A,),     (S,);  (S),      (S,);            (S),      (2,);  (A),     (A,); 

(A,),    (2,);  (2,),     (2^);  (20,     (S,);  (A,),    (A,); 

(A3),     (2=);  ^S,),     (A=);  (S.),      (2);  (2,),     (S,); 

(S,),     (S,);  (S3),    (A«);  (A.),     (A3);  (2,),     (S.)- 

Ce  Tableau  conduit  à  un  grand  nombre  de  conséquences.  Nous 
allons  le  compléter  par  le  suivant. 

Les  trois  réseaux  que  nous  avons  désignés  par  les  n"'  I,  II,  III, 
qui  sont  harmoniques  et  qui  sont  formés  respectivement  des 
licnes  asvmptotiques  de  (S),  de  (Si)  et  de  (A),  se  retrouvent  sur  les 
douze  surfaces.  Nous  avons  vu  que  le  système  III  correspond  à  un 
réseau  conjugué  sur  (S)  et  sur  (84).  D'après  le  Tableau  précédent, 
il  correspondra  encore  à  un  réseau  conjugué  sur  les  polaires  réci- 
proques ^^— o),  (  i,  I  de  ces  surfaces  aussi  bien  que  sur  (i),  (ii  )  qui 
leur  correspondent  comme  focales  d'une  même  congruence  recti- 
ligne. Considérons  en  particulier  (i).  (2-,)  ou  (S^),  (io)  q«i  se 
correspondent  par  plans  tangents  parallèles.  Nous  avons  vu 
(n"  890)  que  les  réseaux  conjugués  communs  correspondent  à  une 
équation  ponctuelle  dont  les  invariants  sont  égaux.  D'après  cela, 
le  sTstème  III.  qui  correspond  sur  (ij).  li;)  à  des  réseaux  con- 
jugués ayant  leurs  invariants  ponctuels  égaux,  donnera  nécessai- 
rement, sur  les  polaires  réciproques,  des  réseaux  conjugués  dont 
l'équation  tangentielle  aura  ses  invariants  égaux.  Ainsi  : 

Lorsque  deux  surfaces  se  correspondent  avec  orthogonalité 
des  éléments  linéaires^  nous  avons  vu  que  les  lignes  asvmpto- 
tiques de  chacune  correspondent  sur  Vautre  à  un  réseau  con- 
jugué dont  les  invariants  ponctuels  sont  égaux.  Nous  recon- 
naissons de  plus  que  le  système  conjugué  commun  aux 
deux  sur/aces  a  ses  invariants  tangentiels  égaux  et  que  les 
trois  réseaux  sont  en  relation  harmonique. 

D'après  cela,  les  systèmes  I,  II,  III  correspondent,  sur  chacune 
de  nos  douze  surfaces,  au  réseau  des  asymptotiques,  à  un  réseau 
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conjugué  ayant  ses  invariants  ponctuels  égaux,  à  un  réseau  con- 
jugué ayant  ses  invariants  tangentiels  égaux,  d'après  la  loi  indiquée 
dans  le  Tableau  suivant. 


I.E   SYSTÈME 

I 

II 

m 

Réseau   des   asympto- 
tiques  pour 

Réseau  conjugué  à  in- 
variants     ponctuels 
égaux  pour 

(S),       (V),     *(S,),      (v.^) 
(S.),     (A),      (S3),     (A,) 
(v,),     (i:,),     (A,),     (A3) 

EST 

(S,).         (V,),        (S3),        (2,) 

(S),     (A.),     (S,),     (A3) 
(il),     (V,),      (A),     (A,) 

(A),    (A,),    (A,),    (A3) 
(V),       (V,;,      (v^),      (S3) 
(S),      (S,),     (S,),     (S,) 

Réseau  conjugué  à  in- 
variants  tangentiels 
égaux  pour 

On  voit  que  la  théorie  des  systèmes  conjugués  à  invariants 
égaux  se  confond  avec  celle  de  la  déformation  infiniment  petite. 
Nous  nous  contenterons  d'indiquer  ici  la  conséquence  suivante  des 
théorèmes  que  nous  venons  de  démontrer  : 

Lorsque^  sur  une  surface,  un  réseau  conjugué  a  ses  inva- 
'    riants  ponctuels  (ou  tangentiels)  égaux,  le  réseau  conjugué  qui 
lui  est  harmonique  a  ses  invariants  tangentiels  (ou  ponctuels) 
égaux. 

Et  nous  réserverons  les  développements  géométriques  pour  le 
Chapitre  suivant. 


CHAPITRE  IV. 

TRASSFOBMATIOMS   DIVERSES.    lîfVERSiOH    COMPOSÉE. 


Les  six  couples  de  surfaces  qui  se  correspondent  avec  orthogouaiité  des  éléments- 
linéaires.  —  Théorème  et  construction  de  Ribaucoar.  —  Quand  on  sait  résoadi-e 
le  problème  de  la  déformation  infiniment  petite  pour  une  surface  donnée,  on 
sait  résoudre  ce  même  problème  pour  toutes  les  surfaces  homograpliiques  et 
corrélatives.  —  Démonstration  de  ce  théorème  général  pour  les  homographies 
qui  conservent  le  plan  de  l'infini;  pour  la  transformation  par  polaires  réci- 
proques relative  au  paraboloïde  défini  par  l'équation  z  = —  Ces  deax 

cas  particuliers  entraînent  le  théorème  général.  —  Définition  de  Yinversion  com- 
posée :  sa  propriété  fondamentale.  —  Quand  on  sait  résoudre  le  problème  de  la 
déformation  pour  une  surface  (S),  on  sait  aussi  le  résoudre  pour  toutes  celles 
qui  en  dérivent  par  l'inversion  composée.  —  L'inversion  composée  rattachée 
aux  notions  relatives  aux  formes  quadratiques  dont  les  coefficients  sont  con- 
stants. 


898.  D'après  les  résultats  que  nous  avons  établis  au  Chapitre 
précédent,  on  voit  que,  si  Ion  connaît  deux  surfaces  (S),  (S|) 
qui  se  correspondent  point  par  point  avec  orlhogonalité  des  élé- 
ments linéaire»,  on  pourra  en  déduire,  par  de  simples  opérations 
algébriques,  cinq  autres  couples  qui  seront  formés  de  surfaces  se 
correspondant  l'une  à  l'autre  de  la  même  manière  que  les  deux 
premières. 

Si  nous  rangeons  ces  couples  dans  Tordre  suivant 

(S),(St);(2),  (A);(£3),  (A3); 
(S,),  (S,);  (A,),  (S,);  (A,),  (SO;  (S),  (S.), 

on  reconnaît  que  chacun  d'eux  se  déduit  de  celui  qui  précède 
toujours  par  la  même  opération,  celle  qui  nous  a  permis,  étant 
donné  le  couple  (S),  (S,),  d'en  déduire  le  suivant  Ci),  (A).  Il 
semble,  à  la  vérité,  que,  la  relation  entre  deux  couples  consécutifs 
étant  parfaitement  réciproque,  cette  opération,  appliquée  sans 
modification  à  chaque  couple,  devrait  redonner  le  précédent:  mais, 
comme   elle   dépend   de   l'ordre    des    surfaces    qui  composent  le 
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couple,  il  suffit  de  changer  cet  ordre  pour  obtenir  le  couple  qui 
suit. 

On  peut  interpr(^ter  géométriquement  les  formules  que  nous 
avons  données  et  qui  permettent  de  passer  de  chaque  couple  au 
suivant.  Mais  la  construction  à  laquelle  on  est  ainsi  conduit  prend 
un  énoncé  plus  simple,  si  l'on  substitue  aux  couples  de  surfaces 
qui  se  correspondent  avec  orthogonalité  des  éléments  linéaires  les 
couples,  formés  de  surfaces  applicables,  qu'on  peut  leur  associer 
d'après  la  méthode  du  n°  854.  Pour  cela,  portons  à  partir  de 
-chaque  point  M  de  la  surface  (S)  {^fig-  83),  et  sur  la  directrice  de 

Fiij.   83. 


la  déformation  relative  à  ce  point,  c'est-à-dire  sur  la  parallèle  au 
rayon  vecteur  correspondant  de  (S,),  des  longueurs  Ma,  Ma', 
égales  et  de  sens  contraires,  proportionnelles  au  module  de  la 
déformation,  c'est-à-dire  égales  au  rayon  vecteur  de  (Si)  mul- 
tiplié par  la  constante  A,  les  deux  surfaces  (U),  (U'),  lieux  des 
points  a  et  a'  seront  applicables  l'une  sur  l'autre.  Opérons  de 
même  pour  la  surface  (2),  au  point  P  qui  correspond  à  M;  c'est- 
à-dire  prenons,  sur  la  droite  parallèle  au  rayon  vecteur  corres- 
pondant de  (A),  des  segment^  égaux  P6,  P6'  dont  la  longueur 
commune  soit  égale  à  ce  rayon  vecteur  multiplié  par  la  constante  A  '  : 
nous  obtiendrons  un  nouveau  couple  (V),  (\')  formé  des  sur- 
faces lieux  des  points  h  et  6'  qui  seront,  elles  aussi,  applicables 
l'une  sur  l'autre.  D'après  les  propriétés  démontrées  au  n°  886,  le 
plan  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  aa!  sera  tangent  en  P  à  (2)  et 
le  plan  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  hh'  sera  tangent  en  M 
à  (S);  la  droite  MP,  tangente  commune  à  (S)  et  à  (i),  sera  per- 
pendiculaire à  la  fois  à  aa!  et  à  hh' .  Remarquons  d'ailleurs  que,  si  \ 
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désigne  l'angle  des  plans  tangents  en  M  et  en  P  aux  surfaces  (S) 
et  (i),  on  a,  d'après  les  équations  (  1 1  i  du  n"  885, 

(l)  MaPÂ  sinV  =  /i"Mp, 

h  étant  une  constante  égale  au  produit  de  k  et  de  A'. 

Nous  pouvons,  daprés  cela,  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Lorsqu'on  connaît  un  couple  de  surfaces  {V),  (U')  appli- 
cables lune  sur  l'autre,  on  peut  en  déduire  un  couple  nouveau 
par  la  construction  suivante  :  Le  plan  perpendiculaire  sur  le 
milieu  M  de  la  droite  aa'  qui  joint  les  points  correspondants 
a,  a  des  deux  surfaces  enveloppe  une  surface  (2  )  qu'il  touche 
en  un  certain  point  P;  et  la  droite  MP,  nécessairement  tan- 
gente en  P  à  la  surface  (2),  est  aussi  tangente  en  M  à  la  sur- 
face (S)  lieu  du  point  M.  Si,  sur  la  parallèle  menée  par  le 
point  V  à  la  normale  de  (S)  en  M,  on  porte  de  part  et  d'autre 
deux  segments  égaux  P6,  P6'  dont  la  longueur  commune  soit 
définie  par  la  relation  (  i  ),  les  deux  surfaces  (V),  {\'),  lieux 
des  points  b  et  b',  sont  aussi  applicables  l'une  sur  l'autre  ('). 

La  relation  établie  par  celte  proposition  entre  les  deux  couples 
(U),  (U')  et  (Vj,  (V)  est  parfaitement  réciproque,  de  telle 
manière  que  la  construction  indiquée,  appliquée  au  couple  (V), 
(V),  redonnerait  le  couple  primitif.  Pour  obtenir  tous  ceux  que 
nous  ont  fournis  les  méthodes  du  Chapitre  précédent,  il  faudra 
continuer  à  appliquer  la  même  construction,  mais  en  remplaçant 
lune  des  surfaces  (V),  (V'^  par  sa  symétrique  relative  à  l'origine 
des  coordonnées. 

899.  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  les  couples  de  surfaces 
applicables,  qui  méritent  une  étude  spéciale.  Nous  bornant,  pour 
le  moment,  aux  surfaces  qui  se  correspondent  avec  orthogonalité 


(•)  Cette  élégante  proposition  se  trouve  déjà  énoncée,  bien  que  d'une  manière 
incomplète,  dans  la  première  Communication  de  Ribaucoar,  relative  au  sujet 
qai  nous  occupe  :  Sur  la  théorie  de  l'application  des  sur/aces  les  unes  sur  les 
autres  (Bulletin  de  la  Société  Philomathique,  i3  novembre  1869);  Ribaacour  l'a 
rappelée  sans  la  démontrer,  mais  en  donnant  son  énoncé  tout  à  fait  complet,  dans 
son  Etude  des  Élassoîdes. 
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des  éléments  linéaires,  nous  allons  éludier  les  cinq  couples  que 
les  méthodes  du  Chapitre  précédent  font  dériver  du  couple  pri- 
mitif (S),  (S,). 

Parmi  ces  cinq  couples,  l'un  d'eux  mérite  une  attention  parti- 
culière :  c'est  celui  qui  est  formé  des  surfaces  {^2)  et  (Ao).  En 
effet,  la  surface  (i.,)  ne  dépend  en  aucune  manière  de  (S,)., 
puisqu'elle  est  simplement  la  polaire  réciproque  de  (S)  par  rap- 
port à  la  sphère  de  rayon  i  qui  a  l'origine  pour  centre.  Par  suite, 
on  déduira  de  toutes  les  surfaces  (S|)  qui  correspondent  aux 
différentes  déformations  infiniment  petites  de  (S)  toutes  les 
surfaces  (A^)  qui  définissent  de  même  les  déformations  infi- 
niment petites  de  (.Sa).  Ainsi 

Quand  on  sait  résoudre  le  problème  de  la  déformation 
infiniment  petite  pour  une  surface  donnée^  on  sait  résoudre 
ce  mêm,e  problème  pour  sa  polaire  réciproque  relative  à  une 
sphère. 

t)()0.  Cette  proposition  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  suivante 
que  nous  allons  établir  dans  toute  sa  généralité  : 

Quand  on  sait  résoudre  le  problème  de  la  déformation 
infiniment  petite  pour  une  surface  donnée.,  on  sait  résoudre  ce 
même  problème  pour  toutes  les  surfaces  nouvelles  qui  en  déri- 
vent par  Vhomographie  ou   la  corrélation  les  plus  générales. 

En  effet,  commençons  par  considérer  les  tranformations  homo- 
gaphiques  qui  conservent  le  plan  de  l'infini  et  qui  sont  définies 
par  des  formules  telles  que  les  suivantes  : 

(    .'/•'=:=  ax  -+-  h  y  -h  cz  -+-  h, 
(2)  <  y  —  a\  x -hb^y-+-CiZ-h-  Ai, 

[    z' =  a>x-hbir-hc.,z-¥- h»; 

il  est  clair  que,  si  l'on  définit  a? j ,  y\,  z\  en  fonction  de  Xi,  1  4,  g< 
par  les  rela  lions 

!Xi  —  ax'i  -+■  «ij-"'.  H-  a^tz'i  -+-  /., 
V)  =  bx\  -+-  biy\  ■+-  h^z\  -+-  X|. 
Zi  =  CX\  -(-  C]  >-',  -+-  c,  z\  -h  /•*, 
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on  aura  identiquement 

(  4  )  iLt  dxi  -i-  dy  d\\  -h  dz  thi  —  dx  d.r\  —  d\    dy\  -r-  dz  dz\. 

Par  suite,  à  toute  solution  de  l'équation 
(5,  dx  djTi-i- dy  d\x^^  dz  dzi=^  o., 

les  formules  (a)  et  (3)  feront  correspondre  une  solution  de  l'équa- 
tion 

{6i  dx'dx\  -i-  dy'  dy\  -+-  dz  dz\  =  o. 

et  vice  versa.  C'est  la  démonstration  du  théorème  que  nous  avons 
en  vue  pour  le  cas  spécial  où  F  on  soumet  la  surface  (S)  à 
toute  transformation  homographique  qui  conserve  le  plan  de 
linfini. 

901 .   Considérons  maintenant  le  svstème 
1     dz  =      />  dx  -H  q  dy, 
(7)  dyi  =  —ridx— q  dzx. 

'  dxi=       rid}  — pdzi, 

déjà  donné  au  n"  867,  et  qui  remplace  l'équation  à  vérifier  (5); 
p  et  q  y  désignent,  nous  l'avons  vu,  les  dérivées  de  z  considérée 
comme  fonction  de  x  et  de  r.  Emplovons  la  transformation  déjà 
mise  en  usage  au  n"  880.  et  introduisons  les  nouvelles  variables 

(    z/  =       px  -t-  qy   —  -. 
{S)  <  «■=— .>i   —rix—qzi, 

'  tp=  —r,y-^pzi  -!-  Xi. 

La    différentiation   nous  donnera,  en  tenant  compte  des  rela- 
tions (7). 

1    du  =        ./■  (/p  -i-  r  dq. 

(9)  •    di    —  —  X  dry—  Zidq, 

I  rfu=:  —  \-  dri-^  z-idp. 
et  de  là  on  déduit 

(  10)  du  dr^  -H  dv  dp  -><-  dw  dq  =  o. 

C'est  dire  que  la  surface  lieu  du  point  (p,  q^  u)  et  la  surface  lieu 
du  point  (f,  tv,  r,)  se  correspondent  avec  orthogonalité  des  élé- 
ments linéaires. 


7<S  LIVRE    VIII.    —    CHAPITRE   IV. 

Or,  p,  </,  u  sont  les  coordonnées  du  pôle  du  plan  tangent  à  la 
surface  (S)  relativement  au  paraboloïde  défini  par  l'équalion 

(II)  z  =  -^  . 


Donc,  quand  on  sait  résoudre  le  problème  de  la  déformation 
infiniment  petite  pour  une  surface  (S),  on  sait  aussi  résoudre 
le  même  problème  pour  la  polaire  réciproque  de  (S)  relati- 
vement au  paraboloïde  défini  par  F  équation  (  1 1  ). 

Ce  cas  particulier,  ajouté  à  celui  que  nous  avons  déjà  étudié 
dans  le  numéro  précédent,  nous  suffit  pour  établir  le  théorème 
général  que  nous  avons  en  vue;  car  il  est  aisé  de  reconnaître  que 
toute  transformation  homographique  et  toute  transformation  corré- 
lative s'obtiennent  par  l'emploi  répété  des  deux  transformations 
particulières  que  nous  avons  considérées. 

Ainsi,  à  toute  solution  du  problème  des  éléments  rectangu- 
laires ou  de  la  déformation  infiniment  petite  obtenue  pour 
une  surface  (S),  on  peut  faire  correspondre^  par  voie  algé- 
brique., une  solution  pour  les  surfaces  qui  dérivent  de  (S)  à 
l'aide  de  la  transformation  homographique  ou  corrélative  la 
plus  générale. 

Il  est  intéressant  de  voir  ainsi  s'introduire  les  propriétés  pro- 
jectives  dans  le  problème  de  la  déformation  infiniment  petite,  alors 
que  le  problème  de  la  déformation  finie  paraît  dépendre  avant 
tout  des  relations  métriques. 

902.  Au  reste  si,  pour  arriver  à  la  transformation  homogra- 
phique la  plus  générale,  on  ne  veut  pas  employer  l'intermédiaire 
d'une  transformation  par  polaires  réciproques,  on  pourra  joindre 
à  l'homographie  que  nous  avons  étudiée  en  premier  lieu  celle  qui 
est  définie  par  les  formules  suivantes  : 


(12)  ^  =  -^       J='r'       2  =  - 


On  verra  facilement  que,  si  l'on  pose 

(,3)  <  =  :^,         y\=yi,         ^,^^_xx,^yy,-^zz. 


TRANSFORMATIONS   DIVERSES.  79 

on  aura  la  relation 

{  i4)  dx' dx\  -H  dy' dy\  -t-  dz' dz\  =  — j  {dx  dx\  H-  dy  dy\  -f-  dzdz\  ), 

qui  établit  encore,  pour  ce  cas  spécial,  la  proposition  que  nous 
avons  en  vue.  La  transformation  définie  par  les  formules  (12)  et 
(i3)  est  un  cas  limite  de  celle  que  nous  allons  étudier,  ainsi  que 
nous  le  montrerons  au  n"  908.  Mais  c'est  un  résultat  bien  connu 
qu'en  combinant  les  homographies  définies  par  les  deux  systèmes 
(12)  et  (2)  on  arrivera  à  l'homographie  la  plus  générale. 

903.  Si  l'on  étudie  attentivement  le  second  Tableau  donné  plus 
haut  [p.  ja],  on  y  verra  que  toujours  une  surface  déterminée  y  est 
accompagnée  d'une  même  surface.  Ainsi,  dans  chacune  des  places 
où  se  trouve  (S),  on  rencontre  (So);  de  sorte  que  les  trois  réseaux 
de  courbes  désignés  respectivement  par  les  chiffres  romains  1,  II 
et  III  jouent  le  même  rôle  sur  (S)  et  sur(S2).  Par  exemple,  comme 
les  lignes  asymptotiques  se  correspondent  sur  les  deux  surfaces,  on 
voit  qu'à  tout  réseau  conjugué  tracé  sur  (S)  correspond  un  réseau 
conjugué  tracé  sur  (S2).  La  relation  est  de  même  nature  entre 
(Si)  et  (S3).  Etudions  la  transformation  par  laquelle  on  déduit 
directement  (S.j),  (S3)  de  (S")  et  de  (S,). 

Elle  est  définie  par  les  formules 

...  J  t    .'î  -^i  •'";.  y-  Z:: 


/l  V,  Cl  ./■  )-  ;  XXi-,-   Wi—  ZZi 

elle  est  donc  purement  ponctuelle:  cest-à-dire  qu'elle  fait  cor- 
respondre aux  deux  points  M{x,  r,  z),  M|(x,,^',,  5,)  de  (S)  et 
de  (S,)  deux  points  M^{xn,  jks,  ^2),  M;,(a:3,  y^,  z^,)  de  (So)  et  de 
(S3)  dont  les  coordonnées  dépendent  seulement  de  celles  de  M  et 
de  M4.  Mais  elle  offre  un  autre  caractère  sur  lequel  il  importe 
dinsister  :  les  coordonnées  de  Mo  dépendent,  à  la  fois,  de  celles 
de  M  et  de  celles  de  M,  ;  de  sorte  que  la  transfoimation  s'applique, 
non  à  des  points  isolés,  mais  à  des  couples  de  points.  On  peut 
bien  faire  correspondre  Mo  à  M  et  M;,  à  M,,  mais  Mo  variera  si  M, 
varie,  alors  même  que  M  resterait  fixe. 

Comme   la    transformation    se    réduit   à    l'inversion   ordinaire, 
quand  les  deux  points  M  et  M,  coïncident,  nous  lui  donnerons  le 
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nom  à^inversion  composée.  Pour  l'étudier,  nous  écrirons  les  for- 
mules précédentes  sous  la  forme  un  peu  plus  générale 

./•'         )•'         z'         x\         y\         z\  k"- 


(ifi) 


xi        ti        ^1         x  y  z         xx^^yyx 


qui  fait  correspondre  aux  points  M,   M|    des  points  [x\  y',  z'), 
(;r', ,  r'j,  z\  ).  désignés  maintenant  par  M',  M',. 
Des  formules  précédentes  on  déduit  la  suivante 

(17)  X  .r,  -4- r  ri-H  .-  . 


xxi-\-jyi-i-zzi 

d'où  il  résulte  immédiatement  que  la  transformation  est  involu- 
tive.  Si  au  couple  M,  M^  correspond  le  couple  M',  M',,  récipro- 
quement à  M',  Mj  correspondront  M,  Mi. 

C'est  ce  qui  résulte  aussi  de  la  construction  géométrique  sui- 
vante des  points  M',  M', ,  Soit  O  l'origine  des  coordonnées  que 
nous  appellerons  aussi,  par  analogie,  le  pôle  de  l'ùiçersion,  P  la 
projection  de  M,  sur  OM,  P^  la  projection  de  M  sur  0M^ .  Le 
point  M'  sera  sur  le  i^ayon  0M|  à  une  dislance  du  point  O  définie 
par  la  relation 

(18)  0M'.0Pi=X:2 

et,  de  même,  le  point  M',  sera  sur  OM  à  une  distance  définie  par 
la  relation 

(19)  OM'i  OP  =  A"2. 

En  d'autres  termes,  M'  sera  le  pôle,  par  rapport  à  la  sphère  de 
rayon  k,  du  plan  mené  par  le  point  M  perpendiculairement  au 
rayon  vecteur  OMi  et  de  même  M',  sera  le  pôle  du  plan  mené  par 
Mj,  perpendiculairement  au  rayon  vecteur  OM. 

\oici  maintenant  quelle  est  la  propriété  fondamentale  de  la 
transformation.  Associons  au  couple  M,  Mi  un  second  couple 
N,  Ni  auquel  correspondront  les  deux  points  IS',  N'^  ;  on  aura  la 
relation  géométrique 

(.0)  M^M^cos(M-N-,  m;  nQ  =  _>^^ÏNm^cos(MN^^^  , 

OMONOMiONiCosMOMiCOsNOP^i 

Si   Ton   désigne,   en   effet,    par  H,    'n,    Ç;  l\,  tQi,  Ci;  E',  vj'.   Ç'; 
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£'j,  rj', ,  Ç',  les  coordonnées  des  points  N.  N<,  N',  N', .  celte  relation 
géométrique  se  traduit  par  l'égalité 

^  ,>_:')(x'.-rt)-Ha''-n')0"i-v,)+(~-- :')(-',-;',) 

(21)  .       ^f,.  (JT  ~''z)(xi—h)-^(y  —  r^Xyt—  T,i)  -i-  (z  —  ":')( zi  —  l.j) 

dont  la  vérification  se  fait  presque  immédiatement.  Il  suit  de  là 
que,  si  les  deux  segments  MMi.  NN^  sont  tels  que  MN  soit  per- 
pendiculaire à  M,N|,  il  en  sera  de  même  pour  les  segments  trans- 
formés. 

Si  l'on  suppose  que  le  segment  NN<  soit  infiniment  voisin  de 

MM  1 ,    en   posant   1=  x  -^  dx.  ...,;,  =  x,  —  dxi 1  égalité 

précédente  nous  donnera 

i    d.r  fl.i\  ^  dy'  dy\  -i-  dz  dz\ 

(22)  •  /i* 

i       :=  «  dx  dxi  ■+-  dy  d\\  -4-  dz  dz\  1. 

r  \^.r.^i-i-  rj  ,-t-  zzy)-  -  '      ' 

et  l'on  reconnaît  ainsi  que  l'inversion  composée  conserve  toute 
correspondance  entre  deux  surfaces  qui  a  lieu  avec  orlhogonalilé 
des  éléments  linéaires  infiniment  petits. 

904.  Les  résultats  que  nous  avons  établis  relativement  aux 
douze  surfaces  nous  révèlent  encore  une  propriété  remarquable  de 
l'inversion  composée.  D'après  la  troisième  colonne  du  Tableau  de 
la  page  7 1  on  voit  que  la  surface  i  So  )  est  la  polaire  réciproque  de 
la  surface  (-).  Or  nous  avons  établi  (n°  886)  que  Ton  saura 
résoudre  par  des  quadratures  le  problème  delà  déformation  infini- 
ment petite  pour  (2)  dès  qu'on  saura  résoudre  ce  problème  pour 
(S);  (Sa)  étant  la  polaire  réciproque  de  (2),  on  peut  donc  énoncer 
la  proposition  suivante  : 

Dès  quon  sait  résoudre  le  problème  de  la  déformation  infi- 
niment petite  pour  une  surface  (S),  on  sait  aussi  le  résoudre 
par  de  simples  quadratures  pour  la  surface  (So)  qui  en  dé- 
rive si  on  applique  l'inversion  composée  au  couple  formé  de  {^) 
et  de  toute  surface  (Si  )  qui  lui  correspond  aiec  orthogonalité 
des  éléments  linéaires  infiniment  petits. 

905.  Revenant  à  1  ensemble  de  nos  douze  surfaces,  nous  vojons 


DARBOIX. 
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cju'il  résulte  des  propositions  précédentes  que  l'on  saura  résoudre 
le  problème  de  la  déformation  infiniment  petite  pour  les  quatre 
surfaces  (S),  (-),  (S2),  (^j),  dont  les  lignes  asjmptotiques  sont 
formées  par  le  réseau  I,  dès  qu'on  saura  le  résoudre  pour  l'une 
d'elles.  La  première  de  ces  surfaces  est  définie  par  les  formules 
(i),  [p.  49]?  où  0,,  O.j,  0;i  sont  trois  solutions  particulières  de 
l'équation  (2)[p.  49]-  Pour  obtenir  la  seconde  (i),  il  faudrait, 
nous  l'avons  vu  au  n"  886,  remplacer  Oi,  Oo,  O3  respectivement 
par— >  —  î  —i   et  l'équation  à  invariants  égaux  correspondant  à 

celte  surface  admettrait  la  solution  -•  Un  calcul  facile  montrera 

(.0 

de  même  que,  pour  obtenir  la  polaire  réciproque  (—2)  de  (S),  il 
faudrait  remplacer  0,,  Oo,  O.i  par 


(•23)  0',  = 


,  f)',  = 


-,  0'  = 


et  l'équation  correspondante  admettra  la  solution 

xxy-^yys^  zz.^ 


().,  y 


(24) 


'dlX  H-  62  K 


Enfin,   pour  la  surface  (Sa),   les  nouvelles  valeurs   de  Oi,  Gj,  (i;, 

seraient 

X^  w  „  „  Y  oj  „  „  Z  oj 


(.5)0';=. 


XX  i 


fj"  = 


.,  0;:  = 


yy-,^zz^       -       XX, -^yy^-^ 

et  l'équation  correspondante  admettrait  la  solution 

Oi.r-(-  fi.,  r -4-6:.  s 


(26) 


OJ,    —   — 


yyi  ■ 


Ces  résultats  sont  résumés  dans  le  Tableau  suivant 


SURFACES. 

^,- 

9,. 

63. 

0). 

(S) 

(2) 

(2.) 

(S,) 

0) 

X 

0, 

11 
(1) 

y 

6, 

fO 

0) 

I 

0) 

xx.^yy^-^  zz^ 

fi,x 

^b,y^h,z 
Xw 

Yo) 

b,x^b,y^b^z 
Zti) 

fi,x^%y^^^z 
9, a;  -1-  0„jK-+-  Qj^ 

XX, 

-^yy.^zz, 

^■r.^yy.^zz, 

.r^,--XK,^--2, 
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Les  quatre  équations  à  invariants  égaux  qui  correspondent  aux 
quatre  surfaces  peuvent  être  intégrées  dfs  que  1  on  a  intégré 
l'une  d'elles.  C'est  ce  qui  résulte  de  l'Analyse  précédente  et  ce 
que  l'on  pourrait  déduire  aussi  du  théorème  de  M.  Moutard. 
Mais,  tandis  que  toute  déformation  intinimenl  petite  de  (S)  donne 
sans  aucune  quadrature,  comme  nous  lavons  vu,  une  déformation 
infiniment  petite  de  la  polaire  réciproque  (io^  il  faudra,  au  con- 
traire, effectuer  des  quadratures  pour  trouver  une  déformation 
infiniment  petite  de  lune  ou  l'autre  des  deux  surfaces  (i),  (So). 
polaires  réciproques  l'une  de  l'autre. 

906.  A  la  transformation  homographique,  à  la  transformation 
par  polaires  réciproques,  à  1  inversion  composée  on  peut  joindre 
encore  une  dernière  transformation,  celle  qui  est  définie  en  pre- 
nant pour  X.  y.  Zy  X| ,  Vi ,  -i  des  fonctions  linéaires  à  coefficients 
constants  de  nouvelles  variables  x',  y',  z' ,  x\,  y\.  z\,  assujetties 
à  la  condition  de  reproduire,  à  un  facteur  constant  près,  la  forme 

quadratique 

d-x  dxi  -+■  dy  dyy  -i-  dz  dzi, 

c'est-à-dire  à  donner 

dx  dxi  -+-  dy  dY\  ■+■  dz  dzx  =  h  {dx  dx\  -h  dy'  dy^^  H-  dz  dz\  ). 

Le  lecteur,  familiarisé  avec  cette  théorie,  reconnaîtra  sans  peine 
que  pour  obtenir,  de  la  manière  la  plus  générale,  de  telles  trans- 
formations, il  suffira  de  soumettre  9,,  9o,  O3,  w  à  la  transformation 
linéaire  et  homogène  la  plus  générale,  c'est-à-dire  de  poser 


/  f)',  =  hi()i=  A, 62 -H  /iCis- 

î 


niibi, 
,     .       --.-.       --.-.   ......    m,u>, 

l  6',  =  ^36,=  A-3 61  -+-  h,  63  -H  mr, w, 
to'  =  /jiOi  =  Ai  6.  -+-  /iOs-H  mio), 


A,,  Ar,,  /,,  nii  désignant  des  constantes  quelconques.  La  surface 
(S')  qui  correspond  ainsi  à  (S)  aura  sa  déformation  infiniment 
petite  dépendante  de  la  même  équation  aux  dérivées  partielles 
que  la  surface  (S).  Cette  transformation  générale,  dont  nous  ne 
dirons  qu'un  mot,  comprend  évidemment,  comme  cas  particulier, 
celle  que  nous  avons  considérée  au  n°  900.  Remarquons  d'ailleurs 


~1 

=^  X Xxi 

'^11 

=  7  — JlJ 

-=1 

—  Z   —  Si. 
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qu'elle  correspond  purement  et  simplement,  d'après  les  équa- 
tions (6)  du  n"  883,  à  une  transformation  hdmographique  aussi 
générale  que  possible  de  la  surface  (A). 

907.  Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  toutes  ces  transfor- 
mations; il  nous  paraît  bon  cependant  de  montrer  quelle  est  la 
véritable  origine  de  l'inversion  composée,  et  comment  elle  peut 
être  rattachée  à  quelques  notions  très  familières  aux  géomètres, 
relatives  aux  formes  quadriques  dont  les  coefficients  sont  con- 
stants. 

Etant  données  deux  surfaces  (S),  (Si),  lieux  des  points 
^^(^5^5-))  M^Oa?,,,  ji,  ^,),  posons 

I\  ^=  X  -'r-  Xx, 
'n  =  7-+-Jl>  (29) 

On  aura  identiquement 

(3o)  li{dxdxy-^  dy  dy\-\-  dz  dz^)  =  d';--h  dr^'--h  dZ'-~  dW  —  dx([  —  dt\  ; 

de  sorte  que,  si  les  surfaces  (S),  (Si)  se  correspondent  point  par 
point  avec  l'orthogonalité  des  éléments  linéaires,  les  deux  surfaces 
(U),  (U/),  lieux  des  points  a(ç,vî,  Oj  a'(^i,Tf]i,  Ci  )  sont  applicables 
Tune  sur  l'autre.  Cela  posé,  considérons  la  forme  quadratique 

(3i)  F  =  di:-^drr-^dX:^—d\\—dr,\  —  d-Ç\, 

qui  peut  être  mise  sous  la  forme  de  six  carrés  : 

(32)         F  =  dir-^d-r:-^dx:--^{di\,)'^^{di-r^CT-+{dr^xT-. 

Si  l'on  considère,  dans  l'espace  à  six  dimensions,  le  point  [x 
dont  les  coordonnées  rectangulaires  sont 

;,  T),  s,  i|i;  it\\,  iZi, 

il  sera  représenté  dans  l'espace  ordinaire,  soit  par  le  couple  des 
points  M,  Mh,  soit  par  celui  des  points  a.  a'.  Or  la  forme  F  se 
reproduit  lorsqu'on  etrectue,  dans  l'espace  à  six  dimensions,  un 
déplacement  quelconque,  c'est-à-dire  lorsqu'on  soumet  P,  yj,  t, 
ili,  ir]i,  i^i  à  une  substitution  linéaire  orthogonale  quelconque. 
Elle  se  reproduit  même  à  un  facteur  constant  près  si  l'on  combine 
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ce  déplacenieat  avec  une  transformation  honiothétique  arbitraire. 
Gela  donne,  dans  l'espace  à  trois  dimensions,  la  Iranstormation 
du  numéro  précédent,  et  l'on  voit  que  la  forme  F  ne  cessera  pas 
d'être  nulle,  après  cette  transformation,  si  elle  l'était  auparavant. 
Ainsi  se  trouvent  établis  les  résultats  des  n"'  900  et  906. 

Mais  la  forme  F  se  reproduit  aussi,  à  un  facteur  prés,  lorsqu'on 
soumet  les  mêmes  variables  ;,  r,,  ...  à  une  inversion;  c'est-à-dire 
lorsqu'on  effectue  une  substitution  de  la  forme 

r-  ..'  ■"  'J  t'  "'  '.h- 


.33^1  :-  =  -  =  ^ 


^1  ;i         v~-fr-V—^\  — 


Si  donc  elle  était  déjà  nulle,  elle  ne  cessera  pas  de  l'être.  Par 
suite,  la  transformation  définie  par  les  formules  précédentes 
transforme  un  couple  de  surfaces  applicables  en  un  autre  couple 
de  même  nature. 

Si  l'on  prend  partout  le  signe  —  et  si  l'on  introduit  les  va- 
riables X.  y.  z.  Xi.  »,.  Zi,  les  formules  précédentes  deviennent 

o,^  li-  =  -L  —  il  =  "il  =  il  =z  " '  = — 

./•,  ),         Zi  .r  y  z  ./•./, —  Il  , -1- r^i 

Ce  sont  celles  que  nous  avons  données  au  n"  903  et  qui  conser- 
vent la  propriété  de  deux  surfaces  de  se  correspondre  avec  ortho- 
gonalité  des  éléments  linéaires. 

908.  En  terminant  ce  Chapitre,  nous  montrerons  que  les  for- 
mules précédentes  comprennent,  comme  cas-limite,  celles  qui  ont 
été  données  au  u"  902. 

Remarquons  d'abord  que,  dans  la  forme 

(Ix  dxi  ■+-  dv  rfi  1  ->>-  dz  dz\. 

on  peut  toujours  remplacer  x,  par  ax^  et  x  par^ — '■ — ,  a  dési- 
gnant une  constante.  Si  l'on  remplace  en  outre  x'  par  x —  a  et 
k-  par  —  a,  les  formules  se  présentent  sous  la  forme  suivante 


(uci  ^^         Zi         X -*- a  r  ;  ./'i  i  .r  ^  «  ) -i-  i  »  i 

Faisant  croître  a  indéfiniment,  on  trouvera 

.]_  ^  '_  ^ -Ij.  ^  11  ^  ,.■  ^ !_ 

»,         c,  r  c         ■    '  X, 
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puis 

a-Xi                    \        .r.ri -+- >7-, -4- ::ci 
jc  =  iim|  a r '  — 

,j:i{x  -h  a) -h  vj'i  -+■  --i 


Oa  a  ainsi 


xxi-hyy^-h  zzi  ,  I 


(35)  /y  =  --^,  r'.  =  -f 


Xi  "^  Xi 

Aux  notations  près,  c'est  le  résultat  signalé  au  n"  902. 


CHAPITRE  V. 

APPLICATIOAS   DIVERSES. 


Étude  du  cas  particulier  où  la  surface  (S,),  qui  correspond  à  (S)  avec  orthogo- 
naiité  des  éléments  linéaires,  se  réduit  à  un  plan.  —  Ce  que  deviennent  alors  les 
douze  surfaces.  —  Application  à  la  question  suivante  :  déterminer  toutes  les  con- 
gruences  rectilignes  pour  lesquelles  la  surface  moyenne  est  un  plan.  —  On  déter- 
mine, parmi  ces  congruences  rectilignes,  celles  qui  sont  formées  des  normales  à 
une  surface.  —  Étude  du  problème  plus  étendu  :  déterminer  toutes  les  surfaces 
pour  lesquelles  les  développables  formées  par  les  normales  découpent,  sur  la 
développée  moyenne,  un  réseau  conjugué.  —  La  solution  de  ce  problème  se  ramène 
à  la  détermination  de  la  déformation  infiniment  petite  des  surfaces  minima.  — 
Cette  détermination  se  ramène  d'ailleurs  à  l'intégration  d'une  équation  linéaire 
harmonique.  —  C'est  de  la  même  équation  aux  dérivées  partielles  que  dépend  la 
détermination  des  surfaces  aj'ant  même  représentation  sphérique  de  leurs  lignes 
de  courbure  que  la  surface  minima  adjointe  à  la  proposée.  —  Comment  on 
retrouve  les  surfaces  minima  dans  l'étude  de  la  déformation  infiniment  petite 
de  la  sphère.  —  Développement  des  calculs.  —  Déformation  infiniment  petite 
d'une  surface  à  courbure  constante  négative.  —  L'une  des  douze  suifaces  devient 
alors  une  de  ces  surfaces,  considéi-ées  en  premier  lieu  par  M.  Voss.  et  sur 
lesquelles  il  y  a  un  réseau  conjugué  exclusivement  composé  de  lignes  géodé- 
siques.  —  Étude  des  développantes  de  ces  surfaces.  —  Elles  constituent  l'une 
des  nappes  dune  congruence  rectiligne  pour  laquelle  les  développables  corres- 
pondent aux  lignes  de  courbure  sur  les  deux  nappes  de  la  surface  focale.  — 
Démonstration  géométrique  des  théorèmes  de  M.  Guichard,  relatifs  à  ces  sur- 
faces. —  Le  Chapitre  se  termine  par  la  démonstration  d'un  lemme  dont  il  a 
été  fait  usage  dans  la  démonstration  précédente,  et  qui  est  susceptible  de  nom- 
breuses applications  k  la  théorie  des  congruences  rectilignes. 


909.  Nous  avons  déjà  signalé  plus  haut  une  solution  évidente 
du  problème  des  éléments  rectangulaires  :  c'est  celle  où,  la  sur- 
face (S)  étant  quelconque^  la  surface  (S,)  est  un  plan.  11  est  in- 
téressant de  rechercher  ce  que  deviennent,  dans  ce  cas  spécial, 
les  douze  surfaces  définies  au  Chapitre  précédent.  On  a  alors 


•l'i  =  a„-r-  Cl  y  —  ùi. 


'   z-i  =  c,,-*-  bix  —  aiy: 
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ao,  ^0  5  '^oj  ^^1  ^it  ^1  désignant  six  constantes  quelconques. 
D'après  nos  tableaux  et  nos  formules,  on  reconnaît  sans  peine 
que  les  quatre  surfaces  (Si),  (A),  (S^),  (Ao)  se  réduisent  à  des 
plans,  tandis  que  leurs  polaires  réciproques,  les  surfaces  (i»), 
(A,),  (^.t),  (A3)  se  réduisent  à  des  points.  Il  reste  donc  à  exa- 
miner seulement  les  trois  surfaces  (2),  (S2),  {^2)  (\\ù,  avec  (S), 
complètent  le  système  cherché.  Or,  la  surface  (i)  est,  en  général, 
l'enveloppe  du  plan  défini  par  l'équation 

(2)  ;ri(X  —  .r)-t-;>.-i( Y— _>-)-+-  :;j(Z  — .;)  =  o, 

qui  devient  ici 

a„(X  —  x)  -t-  b„{\  — .)')  -+-  Cn(Z  —  ::) 

-hUiizY  —  yZ)-^  bi (.r Z  —  ; X)  -t-  c, (y X  —  x Y)  =  o. 

Le  lecteur  reconnaît  l'équation  du  plan  formé  par  toutes  les 
droites  qui  appartiennent  à  un  complexe  linéaire,  et  passent  par 
le  point  (x.  r,  z).  La  surface  (2)  est  donc  la  polaire  réciproque 
de  (S)  par  rapport  au  complexe  linéaire  défini  par  les  six  con- 
stantes «05  ^0,  Co,  —  «t,  —  bi,  — Ci.  C'est  un  résultat  qu'il  était 
aisé  de  prévoir.  Nous  savons,  en  effet,  que,  dans  le  cas  qui  nous 
occupe,  il  ne  s'agit  pas  (n"  856)  d'une  véritable  déformation  de  la 
surface  (S),  mais  d'un  simple  déplacement  d'ensemble  de  cette 
surface.  Pour  chacun  de  ses  points,  la  directrice  de  la  déforma- 
tion devient  la  direction  de  la  vitesse  du  point,  dans  ce  déplace- 
ment; et  le  plan  perpendiculaire  à  celte  directrice,  plan  qui  enve- 
loppe la  surface  (2),  n'est  autre  que  le  plan  du  complexe  linéaire 
engendré  par  toutes  les  droites  qui,  dans  le  déplacement  consi- 
déré, sont  normales  à  la  vitesse  d'un  de  leurs  points.  Ainsi  se 
trouve  confirmée  la  relation  établie  par  le  calcul  entre  (S)  et  (2). 

Quant  aux  surfaces  (Sa)  et  (^2)?  elles  sont,  d'après  le  Tableau 
de  la  page  71,  les  polaires  réciproques  de  (1)  et  de  (S)  par  rapport 
à  la  sphère  de  rayon  i  ayant  l'origine  pour  centre.  Cela  suffit  à 
les  définir  et  à  montrer  qu'elles  sont,  entre  elles,  dans  la  même 
relation  dualistique  que  (S)  et  (2),  pourvu  que  l'on  substitue  au 
complexe  linéaire  défini  plus  haut  son  polaire  réciproque  par  rap- 
port à  la  sphère  de  rayon  i.  Les  surfaces  (S)  et  (So)  sont  évi- 
demment en  relation  homographique  puisqu'elles  sont  les  polaires 
réciproques  d'une  même  surface  (i)  l'une  par  rapport  à  un  com- 
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plexe  linéaire,  l'autre  relativement  à  une  sphère.  La  même  re- 
marque s'applique  aux  surfaces  (i),  (—a),  qui  sont  les  polaires 
réciproques  de  (S). 

Celte  solution  tout  exceptionnelle  du  problème  proposé  s'ob- 
tient en  prenant  pour  oj  dans  les  formules  (G)  [p.  ^-^J  une  combi- 
naison linéaire  à  coefficients  constants  des  solutions  particulières 
Oi,  Oo.  0;,  à  savoir 

I  i)  t.)  =  —  rtiôi— 6162— c, 63. 

Si  le  lecteur  voulait  en  déduire  des  couples  de  surfaces  appli- 
cables conformément  à  la  méthode  du  n"  854,  il  reconnaîtrait 
aisément  qu'on  obtient  seulement  ainsi  deux  positions  différentes 
d'une  même  surface  ou  deux  surfaces  symétriques.  On  peut 
rattacher  cette  remarque  à  un  beau  théorème  de  Chasles  relatif  au 
solide  milieu  dans  le  déplacement  fini  d'une  figure  invariable 
quelconque.  Dans  un  article  publié  en  i83i  (').  Pillustre  géomètre 
énonce  la  proposition  suivante  : 

Quand  on  a  dans  l  espace  deux  corps  parfaitement  égaux, 
et  placés  d'une  manière  quelconque ,  si  Von  joint  par  des 
droites  les  points  du  premier  aux  points  homologues  du  se- 
cond, les  points  milieux  de  ces  droites  formeront  un  second 
corps  solide  qui  sera  tel  qu'on  pourra  lui  donner  un  mouie- 
ment  infiniment  petit  dans  lequel  tous  ses  points  se  dirigeraient 
suivant  ces  mêmes  droites  (-). 

11  suffît  évidemment  d'appliquer  cette  proposition  au  cas  où 
les  deux  corps  égaux  se  réduiraient  à  des  surfaces  égales  pour 
retrouver  le  cas  particulier  de  la  déformation  infiniment  petite 
étudié  au  commencement  de  ce  numéro. 


(')  Chasl^  IS'ote  sur  les  propriétés  générales  du  système  de  deux  corps 
semblables  entre  eux.  et  placés  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace  et 
sur  le  dépl  are  ment  fini  ou  infiniment  petit  d'un  corps  solide  libre:  communi- 
quée à  la  Société  Philomatique,  séance  du  5  février  i83i  (Bidletin  de  Férussar, 
t.  XIV,  p.  32i-3>6). 

(-)  Si  les  deux  corps  dont  il  est  question  dans  le  théorème  de  Chasles,  au  lieu 
dVtre  parfaitement  égaux,  étaient  symétriques,  le  solide  milieu  se  réduirait  à 
un  plan. 
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910.  Ce  cas  particulier  que  nous  venons  de  considérer  inter- 
vient de  la  manière  la  plus  simple  dans  la  solution  de  la  question 
suivante  : 

Déterminer  toutes  les  congruences  rectilignes  pour  lesquelles 
la  surface  moyenne  est  un  plan. 

Si,  en  effet,  la  surface  moyenne  est  un  plan,  le  réseau  inter- 
cepté sur  ce  plan  par  les  développables  de  la  congruence  est 
nécessairement  conjugué,  comme  tous  les  réseaux  plans,  et  il  n'y  a 
plus  qu'à  appliquer  la  proposition  générale  des  n"^  891  et  892  en 
supposant  seulement  que  la  surface  (Si)  se  réduise  à  un  plan  (P). 

A  cet  effet,  on  prendra  arbitrairement  la  surface  (S),  et  l'on 
adjoindra  au  plan  (P)  une  droite  fixe  (<i)  perpendiculaire  à  ce 
plan.  On  fera  tourner  la  surface  (S)  de  90'  autour  de  {d);  puis  on 
projettera  tous  ses  points  sur  le  plan  (P).  A  chaque  point  M  de  la 
surface  primitive  (S)  correspondra  ainsi  un  point  M'  du  plan  (P). 
La  correspondance  établie  par  cette  construction  sera  évidem- 
ment telle  qu'à  tout  élément  linéaire  de  (S)  corresponde  un  élé- 
ment linéaire  orthogonal  de  (P),  et  l'on  reconnaîtra  sans  peine 
qu'elle  devient  la  plus  générale  de  toutes  celles  qui  satisfont  à 
cette  condition,  si,  dans  la  construction,  on  substitue  à  (S)  une 
de  ses  homolhétiques  par  rapport  au  pied  de  la  droite  [d)  sur 
le  plan  (P). 

Si  l'on  applique  maintenant  à  l'ensemble  des  deux  surfaces  (S) 
et  (P)  la  proposition  du  n"  892,  on  voit  que,  pour  obtenir  la  con- 
gruence cherchée,  il  suffira  de  mener  par  chaque  point  M'  du 
plan  (P)  une  droite  qui  soit  parallèle  à  la  normale  menée  en  M  à 
la  surface  (S).  On  peut  ajouter  que,  d'après  la  proposition  géné- 
rale indiquée  au  n"  891,  les  plans  focaux  de  celte  droite  de  la 
coagruence  seront  perpendiculaires  aux  tangentes  asymplotiques 
relatives  au  point  correspondant  de  la  surface  (S)  (  '  ). 

911.  Cette  solution  générale  du  problème  posé  nous  conduit 


(')  Celte  construction  a  cti'-  donnée  par  M.  C.  Gujchard  dans  une  Note  :  5a/' 
les  congruences  dont  la  surface  moyenne  est  un  plan^  insérée  en  1S92  au 
tome  CXIV  des  Comptes  rendus,  p.  -/i-.).  M.  Guicliard  dit  aussi  quelques  mots 
du  cas  où  les  droites  de  la  conirruence  sont  les  normales  d'une  surface. 
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à  examiner  le  cas  particulier  où  l'on  exige,  non  seulement  que  la 
surface  raovenne  soit  un  plan,  mais  aussi  que  la  congruence  soit 
formée  des  normales  à  une  surface.  D'après  la  construction  pré- 
cédente des  plans  focaux,  il  sera  nécessaire  et  suffisant  qu'en 
chaque  point  de  (S)  les  tangentes  asvmplotiques  soient  rectan- 
gulaires, c'est-à-dire  que  (S)  soit  une  sur/ace  minima. 

Ainsi,  pour  obtenir  toutes  les  congruences  de  normales  dans 
lesquelles  la  surface  moyenne  est  un  plan,  il  suffira  d'établir^ 
comme  on  Va  indiqué  plus  haut,  une  correspondance  avec  or- 
thogonalité  des  éléments  entre  une  surface  minima  quel- 
conque et  un  plan,  puis  de  mener,  par  chaque  point  du  plan, 
une  droite  parallèle  à  la  normale  au  point  correspondant  de 
la  surface  minima  . 

912.  Plus  généralement,  proposons-nous  le  problème  suivant  : 
Déterminer  toutes  les  surfaces  pour  lesquelles  les  dévelop- 
pables  formées  par  les  normales  découpent  sur  la  développée 
moyenne  un  réseau  conjugué.  Nous  donnons  ici  le  nom  de 
développée  moyenne  à  la  surface  décrite  par  le  milieu  du  segment 
formé  sur  chaque  normale  par  les  deux  centres  de  courbure.  Nous 
allons  voir  que  la  solution  de  cette  question  est  liée  à  l'étude  de 
la  déformation  infiniment  petite  des  surfaces  minima. 

Reportons-nous,  en  effet,  à  la  construction  donnée  au  n°  891, 
et  qui  nous  fait  connaître  toutes  les  congruences  pour  lesquelles 
les  développables  découpent  sur  la  surface  movenne  un  réseau 
conjugué.  Pour  que  ces  congruences  soient  formées  de  normales, 
c'est-à-dire  pour  que  les  plans  focaux  de  chaque  droite  soient  rec- 
tangulaires, il  sera  nécessaire  et  suffisant  qu'en  chaque  point  de 
(S")  les  tangentes  asvmptotiques  soient  rectangulaires,  c'est- 
à-dire  que  (S)  soit  une  surface  minima.  Ainsi  : 

Pour  obtenir  la  congruence  de  normales  la  plus  générale 
dans  laquelle  les  développables  découpent  sur  la  surface 
moyenne  un  réseau  conjugué,  il  suffira  de  déterminer  la  sur- 
face la  plus  générale  (S,)  qui  correspond  avec  orthogonalité 
des  éléments  linéaires  à  une  surface  minima  quelconque:  puis 
de  mener  par  chaque  point  de  (S,)  une  parallèle  à  la  nor- 
male au  point  correspondant  de\^S). 


9^ 
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913.  (]ela  nous  amène  à  dire  quelques  mots  du  problème  de 
la  déformation  infiniment  petite  dos  surfaces  minima'. 

En  nous  reportant  au  n"  203,  nous  reconnaîtrons  aisément  que, 
si  l'on  prend  les  équations  qui  définissent  une  surface  minima 
sous  la  forme  suivante  : 


(4) 


.-/'U 


^^J  jpdu         -,ij-d., 


u,  V  désignant  des  fonctions  de  u  et  de  v  respecli\cmcnt,  l'équa- 
tion différentielle  des  lignes  asjmptotiques  prendra  la  forme 


(5) 


du-  —  dv-  =  o. 


Les  cosinus  directeurs  de  la  normale  seront  ici 


(6) 


V 


U 


i+UV  i^UV 

Si,  au  lieu  d'introduire  les  paramètres 


I  —  UV 

n-UV' 


(7) 


a  —  M  -t-  r, 


des  deux  familles  de  lignes  asjmptotiques,  on  conserve  les  va- 
riables u  et  (',  les  trois  fonctions  9,,  0^,  9,  considérées  ;iu  n"  870 
auront  les  expressions  suivantes 


(8) 


0.,= 


V  — U 


6-:  = 


I— UV 


V/U'V  v'U'V  v'U'V 

et  elles  satisferont  à  l'équation  aux  dérivées  partielles 


(9) 


ai  0     (n  0 

Ou-      Ov- 


,vU' 


I 


vu^ 


I 

7^^ 


qui  remplacera  l'équation  (19)  du  n"  870,  et  qui  est  celle  qu'il 
faudra  intégrer  si  l'on  veut  résoudre  le  problème  de  la  déforma- 
tion infiniment  petite  de  la  surface  minima.   Or,  cette  équation 
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appartient  au  type  de  celles  que  nous  ayons  nommées  harmo- 
niques [II,  p.  193].  Ainsi  : 

La  détermination  de  la  déformation  infiniment  petite  d^nne 
surface  minima  quelconque  se  ramène  à  l'intégration  de 
l'équation  linéaire  harmonique  la  plus  générale. 

L'étude  des  équations  harmoniques  a  été  faite  au  Livre  I\  , 
Chap.  IX.  Nous  n'y  reviendrons  pas  ici. 

Revenant  au  problème  du  numéro  précédent,  nous  nous  con- 
tenterons seulement  d'indiquer  comment  on  détermine  les  sur- 
faces normales  aux  droites  de  chacune  des  congruences  obtenues. 

Si  l'on  pose 

.        i-f-UV       . 
(10;  6,=  t 

on  aura 

(11)  01  =  02  =  63-^0?, 

et  l'on  reconnaîtra  aisément  que  ^4  est  encore  une  solution  par- 
ticulière de  léquation  (9).  Cela  posé,  la  surface  normale  aux 
droites  de  la  congruence  sera  définie  par  les  formules 

U2)  •i=^l-t-^$,  .=l,-h^5,  -.=;,=    --;, 


où  l'on  a 

(.3) 


les  coordonnées  x,,  >-,.   ^1  de  la  surface  ($,)  étant  définies  par 
les  formules  analogues 

Si  1  on  veul  que  la  surface  movenne  l^S,  i  se  réduise  à  un  plan,  on 
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pourra  preinlre 

(i5)  o)  =  /<e;,, 

h  d(^sii;nnnl  uue  consianto  tjuelconque. 

tlii.  Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  il  y  a  lieu  do  signaler  une 
propriété  iulérossanle  A\\  groupe  des  douze  surfaces.  D'après  la 
proposition  générale  qui  a  été  établie  au  u"  81)5,  la  surface  que 
nous  avons  désignée  par  (V,)  esl  la  polaire  récipro(]ue  de  la  sur- 
face (A.)  par  rapport  à  la  sphère  de  rayon  i  admettant  pour  centre 
l'origine  des  coordonnées;  et  elle  est,  par  suite,  l'enveloppe  du 
plan  dont  l'équation  est 
(i(>^  fi.X -h8..Y  H-e^Z  H-w  =  o. 

l\lle  correspond  à  la  surface  uiinima  (S)  avec  parallélisme  des 
plans  tangents,  et  nous  savons,  de  plus,  que  les  lignes  asyuiplo- 
tiques  de  (S)  correspondent  à  un  réseau  lonjugué  de  (A,) 
(n"  897).  Gela  posé,  introduisons  la  surface  uiininia  (S')  qui  est 
l'adjointe  de  (S)  (n"  iilO^.  D'après  les  relations  établies  entre 
(S)  et  (S'),  nous  voyons  que  la  correspondance  entre  (S')  et  ^^A|  ) 
aura  lieu  avec  parallélisme  des  plans  tangents  et,  de  plus,  que  les 
lignes  de  (ourbiire  de  (^S)  [correspondant,  nous  l'avons  vu,  aux 
lignes  asymptoliques  de  (S)|  correspondront  à  un  réseau  con- 
jugué de  (A,V  Nous  concluons  de  là  que  le  réseau  conjugué 
commun  à  (S')  et  à  (A|)  sera  formé  des  iignes  de  courbure  de 
ces  deux  sui'/aces,  et  qu* elles  auront  Vune  et  Vautre  la  même 
représentation  sphérique  de  leurs  lignes  de  courbure.  Ainsi  : 

Chaque  solution  du  problème  de  la  déformation  infiniment 
petite  dUtne  surjace  minima  fait  connaître  une  surface  ayant 
même  représentation  sphérique  que  la  surface  ruinima  ad- 
jointe et  vice  versa. 

Ces  deux  problèmes  :  déformation  infiniment  petite  d'une  sur- 
face minima,  détermination  des  surfaces  ayant  même  représen- 
tation sphérique  de  leurs  lignes  de  courbure  de  l'adjointe  à  la  sur- 
face minima,  se  ramènent  l'un  à  l'autre,  et  dépendent  de  la  même 
é(|uation  linéaire  harmonique.  Le  lecteur  établira  aisénieul  ce 
résultat  par  l'analyse  eu  remaniiiaut  (jue  a  =  m  -f-  v  et  (5  =  m  —  v 
sont  les  paramètres  des  lignes  de  courbure  de  l'adjointe,  et  appli- 
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quant  à  ce  cas  particulier  la  solution  du  problème  de  la  repré- 
sentation sphorique  indiquée  au  n"  162. 

915.  On  retrouve  encore  les  surfaces  minima  en  étudiant  une 
autre   application    particulière    de    nos    propositions    générales. 

Supposons  que  la  surface  (S")  soit  une  sphère  définie  par 
l'équation 

(17)  .      -,      -  c^-i. 

et  reportons-nous  à  nos  Tableaux  [p.  71]. 

La  surface  (ij  )  polaire  réciproque  de  (S)  sera  aussi  une  sphère, 
identique  à  la  première;  et  les  deux  points  homologues  de  (S)  et 
de  (ij  >  seront  diamétralement  opposés. 

Les  surfaces  (S,)  et  (Aa)  qui  correspondent  aux  deux  sphères 
avec  orthogonalité  des  éléments  linéaires  seront  (n"  863)  les  sur- 
faces moyennes  de  deux  congruences  isotropes. 

Pour  indiquer  ce  cpie  sont  les  huit  autres  surfaces,  remarquons 
tjue,  le  système  I  étant  formé  des  lignes  de  longueur  nulle  de 
S)  et  de  (^3),  les  réseaux  II  et  III  qui  lui  sont  harmoniques  sont 
formés  nécessairement,  sur  chacune  de  ces  sphères,  de  lignes 
orthogonales.  Ces  deux  réseaux  auront  leurs  invariants  ponctuels 
(ou  tangenliels,  ce  qui  est  la  même  chose  dans  le  cas  de  la  sphère 
ei  de  toute  surface  du  second  degré)  égaux;  et.  comme  ils  sont 
harmoniques  Tun  à  l'autre,  les  courbes  appartenant  à  l'un  d'eux 
bissecteront  en  chaque  point  l'angle  formé  par  des  courbes  appar- 
tenant à  l'autre. 

Comme  la  sphère  (S>  et  la  surface  (^A,>  se  correspondent  par 
plans  tangents  parallèles,  le  svslème  11,  qui  est  conjugué  sur  ces 
deux  surfaces,  sera  nécessairement  formé,  sur  (A,),  des  lignes  de 
courbure;  et  comme,  sur  (A,)  et  sur  (S),  les  tangentes  aux  courbes 
du  système  I  sont  parallèles  aux  points  correspondants  des  deux 
surfaces  ('),  il  en  résulte  que,  sur  (A,),  le  système  I  sera  néces- 


{'>  hn  géDéral,  si  l'on  choisit  parmi  les  douze  surfaces  deux  quelconques  de 
celles  qui  se  correspondent  par  plans  tangents  parallèles,  noos  avons  tu  au 
n*  893  qu'en  des  points  correspondants  de  ces  deux  surfaces  les  courbes  de  l'un 
quelconque  des  réseaux  I,  II,  III  ont  leurs  tangentes  parallèles.  Seulement, 
tandis  que,  pour  l'an  d'eux  qui  est  le  réseau  conjugué  commun,  les  courbes  cor- 
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saireinent  formé  des  lignes  de  longueur  nulle.  Ce  système  étant 
conjugué,  (A,)  sera  une  surface  rninima;  et  la  relation  entre 
(A()  et  (S)  sera  telle  que  les  lignes  de  longueur  nulle  se  corres- 
pondront sur  les  deux  surfaces,  les  lignes  asymptotiques  de  (A<) 
correspondant  à  un  système  rectangulaire  de  (S).  Nous  retrou- 
vons les  propriétés  essentielles  relatives  à  la  représentation  sphé- 
rique  des  surfaces  minima. 

Le  raisonnement  précédent  s'applique  à  (1,  ),  qui  dérive  de  (io) 
comme  (Ai)  de  (S).  Les  deux  surfaces  minima  (A,),  Ç^k)  se  cor- 
respondent avec  parallélisme  des  plans  tangents,  similitude  des 
éléments  infiniment  petits;  les  lignes  asymptotiques  de  l'une  cor- 
respondent aux  lignes  de  courbure  de  l'autre.  Gela  résulte  des 
Tableaux  de  la  page  71.  Nous  verrons  plus  loin  que  ce  sont  deux 
surfaces  adjointes  l'une  à  l'autre. 

La  définition  des  autres  surfaces  ne  présente  plus  aucune  diffi- 
culté. 

La  surface  (i),  associée  à  (S),  et  la  surface  (So),  associée  à(i^), 
constituent  les  deux  nappes  des  surfaces  focales  de  deux  con- 
gruences  pour  lesquelles  les  lignes  asymptotiques  se  correspon- 
dent sur  les  deux  nappes.  Par  exemple,  les  lignes  asymptotiques 
de  (2)  correspondent  aux  génératrices  rectilignes  de  la  sphère  (S). 

Les  surfaces  (A)  et  (S))  sont,  d'après  les  Tableaux,  des  polaires 
réciproques  de  surfaces  minima.  Enfin,  les  surfaces  (2^)  et  (A;,) 
sont  les  polaires  réciproques  des  surfaces  moyennes  de  deux  con- 
gruences  isotropes. 

Sur  toutes  ces  surfaces,  on  saura  déterminer  les  réseaux  I,  II, 
III  par  de  simples  quadratures. 

Si  l'on  associe  la  surface  moyenne  (S))  à  la  surface  minima 
(i,),  ou  voit  qu'elles  sont  les  deux  nappes  de  la  surface  focale 
d'une  congruence  à  lignes  asymptotiques  correspondantes.  Ainsi, 
les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  moyenne  (S))  corres- 
pondent à  celles  de  la  surface  minima  (2i|  ). 

Il  ne  reste  plus  qu'à  donner  les  résultats  des  calculs. 


respondantes  adinelteiit.  des  tangentes  parallèles;  pour  les  deux  autres,  qui  sont 
fornaés  des  lignes  asymptotiques  sur  l'une  ou  sur  l'autre  des  deux  surfaces,  ce 
sont  les  tangentes  aux  courhes  non  correspondantes  qui  sont  parallèles  (n<»  893 
et  894). 
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916.  Les  coordonnées  x,  y,  z  d'un  point  de  la  sphère  (S) 
seront  définies  en  fonction  des  paramétres  y.  et  3  des  lignes  asym- 
ptotiques,  c'est-à-dire  des  lignes  de  longueur  nulle,  par  les  for- 
mules si  souvent  employées 

,«x  a-i-3  .3  —  3.  aS  —  1 

Les  quantités  Ôi,.Ô2>  O3  qui  figurent  dans  le  Chapitre  précédent 
et  sont  reliées  aux  cosinus  directeurs  de  la  normale  par  les  for- 
mules (17^  du  Chapitre  II,  où  À  est  déterminé  par  l'équation  (27) 
du  même  Chapitre,  auront  ici  pour  expressions 

(19)  61  =  .r  V  7,         6;  =  y  \  i,         6   ^  z  <^  i. 

Elles  satisferont,  comme  x,  y,  z,  à  l'équation  du  second  ordre 

Si  on  les  porte  dans  les  formules  de  M.  Leiieuvre,  elles  donne- 
ront naissance  aux  identités 


i 


fJz  .'^_  ■  '>•' 


àz  â:t  i):l  l         <^S  d^j  à 


I        àz  âv         .  àx 


,     ,  <).c  ôz  .')v  ,      ^      )       dx  àz         .àr 

i       as.  àx  àx  ï      ''h  ^?  ^? 

ày         .*^^  _        -  '^-  f        ày  dx  _  .  àz 

auxquelles    on    peut  joindre  les   suivantes,   qui  s  en   déduisent 
immédiatement  par  dilTérentiation, 

à  Y  àz        ày  àz  lix 

à^  à^~  à^    ài^~  ,1  — ai)^' 

,    ,x  I   àz  àx        àz  àx  ^rr 

^^   '  ^   ai  àE  ~  à^  àl  ^ ~  {i  -t-  x'^)i^ 

àx  ày        àx  ày  _  21  z 

àa.   à^         àçj   àx  {^  ^  ^^}- 

Remarquons  encore  que  x,  v,  z  sont  des  solutions  particulières 

DARBOUX.    —   IV.  7 
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des  deux  équations 

(24)  -T-r  H ^-r  =  ^' 


(25) 


<ya'-  1  -1-  a'j   rVa 


^,32      I  +  aji  <rp 

ce  qui  permet  de  simplifier  les  calculs. 

917.  Pour  trouver  la  surface  (Si)  qui  correspond  à  la  sphère 
(S)  avec  orthogonalité  des  éléments  linéaires,  il  faut  d'abord 
intégrer  l'équation  aux  dérivées  partielles  (20).  L'intégrale 
générale  de  cette  équation  est 

(26)  0  =  2  '   '^   ^_^^,^'     '      —  ?  (3t)  — -1^  (P), 

<p(a)  et  4'(P)  désignant  deux  fonctions  arbitraires.  Mais,  afin  que 
la  surface  (Si)  soit  réelle  lorsque  ©  et  J;  sont  des  fonctions  imagi- 
naires conjuguées,  nous  prendrons  pour  la  solution  co  du  Cha- 
pitre II,  l'expression  suivante 

(27)  (0  =  0  \J  i. 
Remarquons  les  deux  relations  identiques 

(28)  -—  -^ i-^— -=— 9    (a), 

auxquelles  satisferont  0. 

Les  coordonnées  x^^  y  s,  Zi  de  (Si)  sont  alors  définies  par  des 
quadratures  telles  que  la  suivante 

(30)  a:,=  ij   (^^--.^-yi.-(^^--Q-^jcl,, 

quadratures  que  l'on  effectue  sans  difficulté.  ' 

Si  l'on  pose 

(3i)  <^  =  2^  '  '     ^^^o »=p(«)-t-î'M?)j 

(7  sera  encore  une  solution  de  l'équation  (20),  solution  que  l'on 
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déduirait  de  0  en  y  remplaçant  respectivement  o((x),  ^{â)  par 
i^{x)  et  —  i'h(^).  On  trouvera 

.    àx         .,  àx       .,,        ,  'iKz  —  •!/ 'i 

•  dx  '   â6  ^  .         ■  1  -H  a_; 

.     àv  .,   àv         ...  ,  z  -h-l 

(32'l         J     r,  =   7»-  -t-  2/=   -r 2  /  •!<   -77-   =  #  I  V   —  Z    )  V  -h  1 ^» 

'■  >  '  •  '    Éfjt  (/;i  ■  I  -H  a.j 

r,  =  -::-i-2tc  -r 2 ri  -rr  =  ii->  —  =  )--h2i  : 

On  a  vu  que  (S,)  est  la  surface  moyenne  dune  congruence 
isotrope  (n"  863).  Les  plans  focaux  de  cette  congruence  seraient 
définis  ici  par  les  équations 

{  (i  — a- ».ri-^ /(i -4- a- )ri-t-2  2^i  =       U?i<^), 
(  33  )  - 

(  (i— S-).ri— i(i -t- ,3^  ivi-t- 2  3;i  =  — 4ï']/(P). 

Après  (Si),  toutes  les  autres  surfaces  s'obtiennent  sans  aucune 
quadrature.  Les  coordonnées  a,  6,  c  d'un  point  de  (A)  ont  pour 
expressions 

(34)  ^'=J.         ^'==f         -=!■ 

La  polaire  réciproque  (Ai)  de  (A)  est  définie  parles  formules 

,'                              (i-4-a3)ï/«W   àx        àQ  âx\ 
!    «.=-e.r (r^-^^àià^r 

OU,  en  développant  les  calculs, 

1  —  2-     -  ,  I  —  3-  , .      , , ,       , 


<"■)      .  i, 


On  trouvera  de  même,  pour  les  coordonnées  d'un  point  de  (  i^ 
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les  expressions 

(36)  \y=y^'4'!z^zïù:, 

y  __  ^        '>-o   âz         2'b  ()z 


et  pour  celles  du  poinl  {X^,  Yi,  Zi)  de  (1,) 


Xi  =  j.r  -t- 


/à^  dx        fh  àx\ 


/'3»\  j  V  (i-+- a(i)2  /c?(T  ày        àa  ày 

„  (1-4-0(3)2  /r^j   r;s        (h  dz 

OU  encore 


.1 — ^-  ,1  .  , 

I  = —  {  œ  —  ?a3  -I-  ?.  5  -+-  t !—  'L"-t-  f  îi'I/' —  ri. 


^    —      9   —  «9   -H  i  H-  ^ 'V—  S'L'-f-  -ii, 

V  Zi  =  t( —  as"-)-  ©'-I-  ■■i-v' —  -y ), 

ces  valeurs  se  déduisant  de  celles  de  a, ,  fti ,  c,  où  l'on  remplacera  0 
par  —  a,  c'est-à-dire  cp  et  ^1»  par  — «cp  etf\p. 

(3n  trouve  ensuite,  pour  les  antres  surfaces,  les  formules  sui- 
vantes 


«.,  =  —  A  0  =  —  .r  0  —  2  2 2  'i  —  1 


Xo 

Y. 

Z.  =  —  .-, 


(A,)       /  /.,=_YO=_vO-2?^'-2.^^',  (2:,)       )y,=-j, 

r.  =  —  Z  0  =  —  ^0  —  2  3    ,"  —  2  •];  --*; , 
'   (i-j.  '    f)^ 

(S,)       <(Y,=-|i,  (A,) 

Zn  =  -f^,    ' 
Al 


1.3  —  —  7~ 

Al 
Z, 


■?iz  ').!•         9  1 'Il  àx 

|.=  -., 

■y.io  ')y        yi-l)  ây 
î     /«           7      ai 

- 

.»'3  =  —  "r  ' 

>iz  i)z        ?./6  âz 

!===-• 
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et 

/    .  _  _  :^  _  _  . 


,s.)  :y.=  --': 


où  Ton  a  posé 

(38)  aiJ'i-h  hiyi-r-Ci  z,  =  /i,  =  /<  »9r'—  r  "  '  —  ''  'r/—  "r  ■ '• 
Signalons  encore  les  identités 

(39)  ax  -4-  l>y  -+-  rc  =  -,  .r.r,  —  rr,  —  r^i  =  t. 

qui  penneltenl  de  simplifier  les  calculs. 

918.  Nous  terminerons  ce  Chapitre,  consacré  à  des  applica- 
tions, en  indiquant  plusieurs  propositions  intéressantes  relatives 
au  cas  où  la  surface  fondamentale  (^S)  a  sa  courbure  constante  et 
négative.  Nous  supposerons,  comme  toujours,  que  cette  courbure 
totale  ait  la  valeur  — i.  En  changeant  un  peu  les  notations  et 
désignant  par  li  la  fonction  que  nous  appelions  oj  au  n"  879,  nous 
aurons  réquation  aux  dérivées  partielles 

(^^^  ^=^'"^-' 

X  el  ^  désignant  toujours  les  paramètres  des  lignes  asjmpto- 
liques.  Avec  ces  notations,  l'élément  linéaire  de  la  surface  serait 
défini  par  la  formule 

( 4 1  )  ds'-  =  (h-  ^  ,iy-  -+-  ■> c(i>  ■}  t>  dz  </>, 

déjà  rappelée  au  même  endroit. 

Les  cosinus  directeurs  0,,  Oo,  0^  de  la  normale  satisferont  main- 
tenant (^n"  879)  à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

(4.)  ^  =  Ocos.Q: 

ot  si  0  désigne  la  solution  la  plus  générale  de  cette  dernière  équa- 
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lion,  c'est  C(3tte  solution  qu'il  faudra  substituer  à  oj  dans  les  for- 
mules (G)  [p.  25]  pour  obtenir  la  surface  la  plus  générale  qui 
correspond  à  (S)  avec  orlhogonalité  des  éléments  linéaires. 

Considérons  ici  encore  la  surface  (Ai)  qui  correspond  à  (S) 
avec  parallélisme  des  plans  tangents  aux  points  homologues.  Cette 
surface  est,  nous  l'avons  déjà  remarqué,  l'enveloppe  du  plan 
défini  par  l'équation 

(43)  0|X  +  OïY -t-Op,Z  H-0  =  o, 

tout  à  fait  semblable  à  celle  qui  a  été  indiquée  au  n°  914. 

Nous  avons  vu  d'une  manière  générale  (n"  897)  que  les  lignes 
qui,  sur  (A,  ),  correspondent  aux  lignes  asjmptotiques  de  (S)  for- 
ment dans  tous  les  cas  un  réseau  conjugué  de  (Ai).  Nous  allons 
démontrer  qu'ici  ce  réseau  est  entièrement  formé  de  lignes 
géodésiques. 

En  effet,  pour  obtenir  le  point  de  (Ai  ),  il  faut  adjoindre  à  l'équa- 
tion précédente  ses  deux  dérivées  par  rapport  à  a  et  à  (3 

-—  \ -H  -j^ ^  -\-  —-L-\-  —  =  o, 

(IX  (77.  (Jy.  (jy. 

(44)  { 

17  j  (Jt>  (/^  l/j 

On  peut  joindre  à  ces  équations  les  suivantes,  bien  souvent 
rappelées, 

^^^^  ■   -  (JO,  ()\  n  6>0,  ()X 


f  O  ^  "^  ~  "'  U'J^  ()} 


où  V  désigne  le  signe  de  Lamé.  Diff'érentions  la  dernière  par  rap- 
port à  {3;  nous  aurons 

Sâ^,)^       n  ,n{)\   ()\  _ 
T77  7^  "*"  O  <)y.  ()':■>  <^  ~  '^' 

La  deuxième  somme  est  nulle;  on  le  reconnaît  immédiatement 
en  remplaçant  les  dérivées  secondes  de  0,,  Oj,  0;,  par  leurs  valeurs 
déduites  de  l'équation  (42).  H  reste  donc  la  relation 

57  775=-=- 
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Celle  relalion.  rapprochée  de  la  dernière  des  équations  (45)» 
montre  que  la  droite  dont  les  paramètres  directeurs  sont 

<W,  à^i  rM:: 

âx         àx  àx 

est  normale  à  deux  tangentes  consécutives  de  la  courbe  de  para- 
mètre X  tracée  sur  (A,).  C^est  donc  la  normale  au  plan  oscil- 
lateur de  cette  courbure. 
Mais,  comme  on  a 

(47)  0^+0^+0^  =  1, 


et,  par  suite. 

0'  — '  +  e.  -j^  +  On  --  =  o. 

')x               <ix               <)x 

on  reconnaît  immédiatement,  dans  le  cas  spécial  quînous  occupe, 
que  cette  normale  est  parallèle  au  plan  tangent  de  (A)  ).  Donc 
toute  courbe  de  paramètre  a,  tracée  sur  (A,),  est  une  ligne géo- 
désique  de  (A^). 

Comme  rien  ne  distingue  les  paramètres  y.  et  3,  la  démonstra- 
tion s'applique  aussi  aux  courbes  de  paramétre  ,3. 

919.  Les  surfaces  qui  jouissent  de  celle  propriété  d'admettre 
un  réseau  conjugué  formé  de  lignes  géodésiques  ont  été  consi- 
dérées en  premier  lieu  par  M.  \  oss  (^'  i.  On  pourra  consulter 
aussi  sur  ce  sujet  un  important  Mémoire  de  M.  Guichard  que 
nous  avons  déjà  cité  [p.  \o\  et  sur  lequel  nous  reviendrons  plus 
loin  [p.  io5]. 

Réciproquement,  proposons-nous  de  déterminer  toutes  les  sur- 
faces (V)  jouissant  de  la  propriété  précédente.  Désignons  main- 
tenant par  a,  5  les  paramètres  du  système  conjugué  formé  de 
lignes  géodésiques  et  supposons  que  0,,  Oo.  0,  soient  les  cosinus 
directeurs  de  la  normale  à  la  surface.  Alors  on  aura 

(48)  Of -(- O5 -4-0^  =  I, 


(')  A.  Voss,  Ceber  diejenigen  Flàchen.  auf  denen  zwei  Schaaren  geocidtischer 
Linien  ein  conjugirtes  System  bitden  iSitzungsberichte  der  K.  Académie  zu 
Munc/ien.  mars  1888). 
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el  la  surface  cherchée  sera  l'enveloppe  d'un  plan  défini  par  une 
équation  de  la  forme 

(49)  0,  X  ■+-  0,  Y  +  0:,  Z  ^-  0  =^  o, 

OÙ  0,  0|,  Oo,  0:,  sont  des  solutions  particulières  d'une  certaine 
équation  aux  dérivées  partielles 

th.  iJI,  àx  à'j 

A,  B,  C  désignant  des  fonctions  de  a  et  de  (3.  On  aura  toujours  les 
relations 

qui  s'appliquent  dans  tous  les  cas. 

Pour  exprimer  que  la  ligue  de  paramètre  a  est  géodésique,  il 
faut  écrire  que  la  droite  définie  par  les  paramètres  directeurs 

^Oi      ^;o,     ài)> 

T"'       T"'       T~' 
ooc  ax  i)x 

droite  qui  est  parallèle  au  plan  tangent  et  qui  est  normale  à  la 
tangente  de  la  courbe,  est  aussi  normale  à  la  tangente  consécutive, 
c'est-à-dire  que  l'on  a 

(  ^2)  V 1—:  =  o. 

D'aprés  cela.  diflV'rentions  la  dernière  des  relations  (5i)  par 
rapport  à  S,  on  voit  que  la  relation  précédente  pourra  être  rem- 
placée par  la  suivante 

àx  (ïj  Irl  ~  **' 

ou,  en  remplaçant       ^'    el  les  deux  dérivées  analogues  par  leurs 

valeurs  déduites  de  l'éqqation  (5o)  et  tenant  compte  des  relations 
précédentes 

B  V  —. — —  ==  o. 
O  <Aj    à', 
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Le  coefficient  do  B  ne  saurait  éire  nul,  puisque  les  courbes  de 
paramètre  y.  ne  sont  pas  des  lignes  asvmptoliques.  On  a  donc 

B  =  o. 

En  considérant  de  même  les  courbes  de  paramètre  3,  on  trou- 
verait 

A  =  o. 

Donc  O4,  O2,  0;;  satisfont  à  une  équation  de  la  forme 

ce  qui  caractérise  les  cosinus  directeurs  d'une  surface  ù  courbure 
constante;  et  l'on  retrouve  la  génération  de  la  surface  qui  nous  a 
servi  de  point  de  départ. 

920.  Dans  le  Mémoire  auquel  nous  avons  fait  allusion  plus 
haut  ('  ).  M.  Guichard  a  ajouté  aux  résultats  précédents  une 
proposition  élégante  et  nouvelle  que  Ton  peut  énoncer  comme 
il  suit  : 

Désignons  toujours  les  surfaces  précédente  par  la  lettre  (V), 
et  considérons  les  développantes  (G)  des  surfaces  (V).  c'est- 
à-dire  les  surfaces  normales  aux  tangentes  de  l'une  ou  l'autre  des 
deux  familles  de  lignes  géodésiques  composant  le  réseau  con- 
jugué de  (V).  Si,  par  chaque  point  dune  surface  (G\  on  mène 
la  parallèle  à  la  normale  au  point  correspondant  de  la  surface  (V) 
d'où  elle  est  déduite,  cette  parallèle,  qui  sera  nécessairement  tan- 
gente à  (G),  engendrera  une  congruence  jouissant  des  propriétés 
suivantes  : 

1°  Si  nous  appelons  (  G  )  et  (G)  les  deux  nappes  de  la  surface 
focale,  les  développables  de  la  congruence  correspondront  à  une 
ligne  de  courbure  de  (G)  et  à  une  ligne  de  courbure  de  (G');  par 
suite,  les  lignes  de  courbure  se  correspondront  sur  (G)  et  sur  (G'), 
de  telle  manière  que  l'arête  de  rebroussenient  de  l'une  des  déve- 


(')  C.  Glicbard,  Recherches  sur  les  sur/aces  à  courbure  totale  constante  et 
sur  certaines  surfaces  qui  s'y  rattachent  {Annales  de  VÈcole  Sormale  supé- 
rieure, 3*  série,  t.  VII,  p.  233,  août   1S90). 


Io6  LIVRE   VIII.    —   CHAPITRE    V. 

loppables  de  la  congruence  soit  toujours  une  ligne  de  courbure 
de  la  surface  qui  la  conlient. 

2"  Les  lignes  de  courbure  de  (G)  et  de  (G)  ou,  ce  qui  est  la 
même  chose,  les  développables  de  la  congruence  correspondent 
aux  géodésiques  du   système  conjugué  tracé  sur  la  surface  (V). 

3"  Les  surfaces  (G)  obtenues,  comme  nous  l'avons  indiqué,  au 
moyen  des  surfaces  (V)  sont  les  plus  générales  qui  jouissent  de 
la  première  propriété  ;  de  sorte  qu'il  revient  au  même  de  chercher 
les  surfaces  (G)  ou  les  surfaces  (V).  On  passe  des  unes  aux  autres 
par  de  simples  constructions  géométriques. 

M.  Guichard  a  établi  ces  propositions  par  le  calcul;  il  sera  plus 
instructif  de  les  démontrer  par  la  Géométrie,  et  de  les  rattacher 
à  un  théorème  général  dont  nous  aurons  à  faire  usage  plus  loin. 

Voici  quel  est  ce  théorème  : 

Quand  les  développables  se  correspondent  sur  les  con- 
gruences  engendrées  par  deux  droites  parallèles  [d).  {d^  )  ;  i  "  les 
plans  focaux  de  (d)  sont  parallèles  à  ceux  de  (dt) ;  2"  les  droites 
(ô),  (ô^)  qui  joignent  les  points  focaux  correspondants  de 
(d)  et  de  (d^)  se  coupent  en  un  point  qui  est  celui  oà  le  plan 
des  deux  droites  (d),  (<-/,)  touche  la  surface  (0)  qu'il  enve- 
loppe; 3"  les  deux  droites  (0),  (0,)  sont  conjuguées  par  rap- 
port à  la  surface  (0);  et  les  courbes  conjuguées  qu'elles  enve- 
lopuent  correspondent  aux  deux  familles  de  développables 
des  congruences  considérées. 

Admettons  cette  proposition  que  nous  démontrerons  plus  loin 
et  appliquons-la  de  la  manière  suivante  : 

Soient  (Gi)  et  (Go)  deux  surfaces  admettant  (V)  pour  déve- 
loppée et  dont  les  normales  soient  tangentes  respectivement  aux 
géodésiques  des  deux  familles  conjuguées  tracées  sur  (V).  Soient 
M),  Mo  les  deux  points  de  (Gi)  et  de  (Go)  qui  correspondent  au 
même  point  M  de  (V)  et  soient  (t/i),  {d->)  les  normales  en  Mi , 
M2  au  plan  MMiMo,  normales  qui  sont  respectivement  des  tan- 
gentes principales  de  (G|)  et  de  (G^).  Il  est  clair  que  les  déve- 
loppables engendrées  par  les  droites  parallèles  (c^i)  et  (â?o)  se 
correspondent,  puisqu'elles  correspondent,  les  unes  et  les  autres, 
au  système  conjugué  tracé  sur  (V);   soient  (G|),   (G'^)  les  deux 
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nappes  focales  de  la  congruence  engendrée  par  (df)  et  (Go),  (G',) 
les  deux  nappes  focales  de  la  congruence  engendrée  par  (cL). 

D'après  le  théorème  précédent,  (Gj),  (G',)  se  correspondent 
par  parallélisme  des  plans  tangents.  Or  le  svst»^nne  conjugué  com- 
mun à  ces  deux  surfaces,  système  évidemment  formé  des  courbes 
qui  correspondent  aux  déveioppables  des  congruences  engendrées 
par  les  droites  (dt)  et  (rf-.),  est  formé  sur  (G,  )  des  lignes  de  cour- 
bure; il  en  sera  donc  de  même  sur  (G,),  puisque,  sur  ces  deux 
surfaces,  les  courbes  du  système  conjugué  commun  ont,  à  chaque 
instant,  leurs  tangentes  parallèles. 

Donc,  sur  les  deux  nappes  focales  (G|),  (Go")  de  la  congruence 
engendrée  par  (d^)-  les  lignes  de  courbure  se  correspondent  et 
correspondent  aux  déçeloppables  de  la  congruence. 

La  démonstration  s  étend  évidemment  à  la  congruence  engen- 
drée par  la  droite  (rf,  ). 

02t.  Réciproquement,  considérons  une  congruence  engendrée 
par  une  droite  (^</),  et  pour  laquelle  les  lignes  de  courbure  des 
deux  nappes  focales  correspondent  aux  déveioppables  de  la  con- 
gruence. Soient  (G,),  (Gj)  les  deux  nappes  décrites  par  les  points 
focaux  de  (^d'\.  Désignons  par  (  \  ,  i  et  (\  2  '  celles  des  deux  nappes 
des  développées  des  surfaces  précédentes  pour  lesquelles  le  plan 
tangent  est  normal  à  {d).  Le  système  conjugué  commun  à  (\  i) 
et  t  \  a  )  est  évidemment  celui  qui  correspond  sur  ces  deux  nappes 
aux  lignes  de  courbure  de  Ki|  1  ou  de  (Go),  c'est-à-dire  aux  déve- 
ioppables de  la  congruence.  Or,  ce  système  est  formé,  nous  le 
savons  (  n"  126).  de  deux  familles  de  courbes  se  correspondant 
avec  parallélisme  des  tangentes;  nous  savons  aussi  que.  des  deux 
courbes  correspondant  à  une  même  ligne  de  courbure  de  (Gi'y 
ou  de  (Go^  l'une  au  moins  est  une  développée  de  ligne  de 
courbure  et.  par  suite,  une  géodésique  de  la  surface  sur  laquelle 
elle  est  tracée.  11  en  sera  donc  de  même  de  l'autre,  puisque  les 
tangentes  aux  points  correspondants  et,  par  suite,  les  plans  oscu- 
lateurs  des  deux  courbes  sont  parallèles.  Donc  les  deux  surfaces 
(\i)  et  {\ 2)  admettront,  l'une  et  l'autre,  un  réseau  conjugué 
formé  de  lignes  géodésiques,  et  ainsi  nos  propositions  se  trouvent 
complètement  démontrées. 


io8 
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Elles  donnent  naissance  à  plusieurs  conséquences,  tant  analy- 
tiques que  géométriques.  11  nous  suffira  d'avoir  montré  comment 
on  peut  les  rattacher  à  l'étude  de  la  déformation  infiniment  petite 
des  surfaces  à  courbure  constante. 

Nous  terminerons  ce  Chapitre  en  donnant  la  démonstration  du 
théorème  sur  lequel  nous  nous  sommes  appujé  plus  haut,  et 
même  d'une  proposition  plus  générale. 


922.  Étant  donnée  une  surface  (2).  soient  (C),  (C)  deux  con- 
gruences  rectilignes  distinctes  dont  les  développables  se  corres- 
pondent et  interceptent  sur  (i)  un  même  système  conjugué. 
L'ensemble  des  deux  congruences  et  de  la  surface  (2)  donne  lieu 
aux  remarques  suivantes. 

Fig.  84. 
■|3 


Désignons  par  (S),  (S)  )  les  deux  nappes  focales  delà  congruence 
(C),  par  (S'),  (S'j)  celles  de  la  congruence  (C).  Soient  jjl  un  poinf 
quelconque  de  (i)  {Jig-  84);  [J-y-,  //[S  les  deux  courbes  du  système 
conjugué  qui  se  croisent  en  [x;  ^MM,  la  droite  de  la  congruence 
(G),  dont  les  points  focaux  seront  M,  M^  ;  /jiM'M'j  la  droite  de  la 
congruence  (C),  dont  les  points  focaux  seront  M',  M',  ■ 

Les  nappes  (S),  (S'),  (Si),  (S',)  seront  décrites  par  les  points 


APPLICATIONS   DIVERSES.  109 

M,  M'.  M|,  M|.  On  peut  toujours  supposer  que  les  nappes  (S), 
(S')  soient  celles  dont  les  plans  tangents  en  M,  M'  se  coupent  sui- 
vant la  tangente  uf  à  la  courbe  aa  et  alors  les  plans  tangents  en  M, , 
M',  aux  nappes  (S,),  (S'j)  se  couperont  suivant  la  tangente  ,a m  à 
la  courbe  u3.  Cela  posé,  nous  allons  démontrer  que  le  plan  des 
deux  droites  ulM.  jlM'  touche  son  enveloppe  (Ei)  au  point  de  ren- 
contre O  des  deux  droites  MM',  M|  M',  ;  que  ces  deux  droites 
sont  des  tangentes  conjuguées  de  (E);  et  enfin  que  les  courbes 
de  (E  )  auxquelles  elles  sont  tangentes  correspondent  aux 
développables  de  Cune  ou  F  autre  des  deux  congruences  (C) 
ou  (C). 

En  effet,  lorsque  le  point  u  se  déplace  suivant  la  courbe  u3,  les 
points  focaux  M.  M  décrivent  des  courbes  respectivement  tan- 
gentes aux  droites  /xM,  ixM'.  Les  deux  plans  tangents  en  M,  M' 
à  (S  )  et  à  (Si  et  les  deux  plans  tangents  qui  leur  sont  consécutifs 
ont  un  point  commun.  En  effet,  l'intersection  des  deux  premiers 
est  la  droite  ijl/,  l'intersection  des  deux  suivants  est  la  droite  con- 
sécutive k  [it  quand  on  se  déplace  sur  la  courbe  u3.  Or,  ces  deux 
droites  se  coupent  nécessairement  puisque  les  courbes  ua,  ,a3 
sont  conjuguées  d'après  l'hvpothèse:  et  leur  point  commun  sera 
le  point  focal  f,  distinct  de  ii.  de  la  droite  'J.t  dans  la  congruence 
engendrée  par  cette  droite.  Donc  les  quatre  plans  considérés  ont 
en  commun  le  point  t.  Prenons-les  dans  un  ordre  différent  :  les 
deux  plans  tangents  consécutifs  à  la  nappe  (S)  se  couperont  sui- 
vant la  conjuguée  de  Mu.  qui  sera  M^  d'après  ce  qui  précède;  et 
de  même,  pour  la  nappe  (S),  la  conjuguée  de  M  ;jt.  sera  M7.  Les 
deux  nappes  (S),  (S')  se  trouvent  donc  dans  la  relation  définie 
aux  n°°  423,  424  [II.  p.  229  et  suiv.J.  Les  tangentes  du  système 
conjugué  commun  à  ces  deux  nappes  concourent,  les  deux  pre- 
mières en  a,  les  deux  autres  en  t;  et,  par  suite,  les  développables 
de  la  congruence  (D)  engendrée  par  la  droite  MM'  correspondent 
à  celles  de  (C)  ou  de  (C  ).  Il  en  est  de  même  pour  la  congruence 
(D,)  engendrée  par  M,  M, . 

Considérons  maintenant  le  plan  ,aMM'  des  deux  droites.  Quand 
le  point  '^  décrit  la  courbe  ,u3,  sa  caractéristique  est  évidemment 
la  droite  MM'.  De  même,  quand  le  point  a  décrit  la  courbe  aa.  la 
caractéristique  du  plan  est  M, M,.  Donc  il  touche  son  enveloppe 
(E)  au  point  de  rencontre  O  des  deux  droites. 
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D'autre  pari,  quand  le  point  y.  décrit  la  courbe  //(S,  le  plan  focal 
de  MM'  se  confondant  avec  le  plan  /jlMM',  le  déplacement  du 
point  O  a  lieu  nécessairement  dans  ce  plan.  Mais  le  plan  focal 
de  M^  M'j  étant  distinct  de  ;j.MM'.  le  déplacement  du  point  O,  qui 
se  fait  aussi  dans  ce  second  plan  focal,  ne  peut  avoir  lieu  que  sui- 
vant son  intersection  OMiM'^  avec  le  précédent.  Donc,  les  droites 
OM,  OMi  sont  conjuguées  par  rapport  à  (E)  et  les  courbes  aux- 
quelles elles  sont  tangentes  correspondent  bien,  comme  il  a  été 
annoncé,  aux  développables  de  l'une  ou  l'autre  des  congruences 
(C)ou(C'). 

923.  Si  l'on  suppose  maintenant  que  la  surface  (i)  se  réduit 
au  plan  de  l'infini,  les  deux  droites  correspondantes  des  con- 
gruences (G)  et  (C)  deviennent  parallèles.  De  plus,  tout  réseau 
plan  étant  nécessairement  conjugué,  la  double  condition  que  nous 
avons  imposée  aux  développables  de  (C)  et  de  (C)  de  se  corres- 
pondre et  de  couper  la  surface  (2)  suivant  les  courbes  d'un  résean 
conjugué  se  réduit  à  l'unique  condition  que  ces  développables  se 
correspondent  dans  les  deux  congruences.  Les  nappes  (S),  (S') 
ont  leurs  plans  tangents  parallèles  ainsi  que  les  nappes  (S<),  (Sj) 
et  nous  retrouvons  le  théorème  dont  nous  avons  fait  usage  plus 
haut  (n"  920).  Nous  donnerons  plus  loin,  n*"*  941  à  944,  une 
démonstration  directe  et  des  compléments  de  ce  théorème. 

924.  Revenons  à  la  proposition  générale.  Si  nous  la  transfor- 
mons par  polaires  réciproques,  elle  se  change  dans  la  suivante  : 

Si  les  déçeloppables  de  deux  congruences  se  correspondent 
de  telle  manière  que  les  droites  qui  joignent  les  points  focaux 
correspondants  soient  deux  tangentes  conjuguées  d'une  même 
surface  {U)  les  plans  focaux  correspondants  se  coupent  suivant 
deux  tangentes  conjuguées  d'une  autre  surface  (E'), 

qui  n'est  autre  que  la  réciproque  de  la  proposition  primitive. 


CHAPITRE  YI. 

ROULEMENT    DE    DEUX  SURFACES    l'u>E  SUR    l'aUTRE. 


Rappel  des  forninles  données  au  Livre  VII,  Chapitre  III.  —  Relations  entre  les 
quantités  D,  D',  D'  de  Gauss  et  les  rotations  />,  q,  r,  p^,  q^,  i\.  —  Roulement 
d'une  surface  (0)  sur  une  surface  applicable  (9i).  —  Formules  données  au 
Livre  I;  formules  complémentaires.  —  Comment  on  peut  rattacher  à  la  consi- 
dération du  roulement  une  nouvelle  méthode  de  recherche  des  surfaces  appli- 
cables sur  une  surface  donnée.  —  Tout  mouvement  particulier  contenu  dans  le 
déplacement  général  se  ramène  au  roulement  dune  surface  réglée  sur  une  sur- 
face de  même  nature  et  applicable  sur  la  première.  —  Premier  cas  oii  ces  sur- 
faces réglées  sont  développables.  —  Extension  de  la  notion  de  réciprocité  relative 
aux  tangentes  conjuguées.  —  Second  mouvement  particulier  dans  lequel  les  sur- 
faces réglées  sont  développables.  —  Système  conjugué  commun  à  (0)  et  à  (0,) 
considéré  par  Ribaucour.  —  Théorèmes  de  M.  Kœnigs  relatifs  à  ce  système 
conjugué  commun.  —  La  théorie  des  systèmes  cycliques  et  le  théorème  fonda- 
mental du  n*  761  rattachés  à  la  considération  du  déplacement  étudié  dans  ce 
Chapitre.  —  Propriété  relative  aux  congruences  engendrées  par  des  droites 
parallèles  et  pour  lesquelles  les  développables  se  correspondent.  —  Propriétés 
diverses  des  différents  systèmes  cycliques  que  l'on  peut  rattacher  au  même 
déplacement.  —  Comment  la  connaissance  d'un  couple  de  surfaces  applicables 
peut  conduire  à  une  infinité  de  couples  de  surfaces  admettant  la  même  repré- 
sentation sphérique. 


925.  Les  propositions  que  nous  avons  développées  dans  les 
Chapitres  précédents  nous  font  connaître  un  nombre  illimité  de 
couples  de  surfaces  (©),  (©i)  applicables  l'une  sur  l'autre.  Or,  si 
l'on  considère  une  de  ces  surfaces,  (0))  par  exemple,  comme  fixe, 
on  peut  toujours  amener  la  seconde  (6)  à  être  en  contact  avec  la 
première,  de  telle  manière  que  les  deux  surfaces  se  touchent  par 
deux  points  homologues,  et  que  les  courbes  homologues  des  deux 
surfaces  qui  passent  en  leur  point  de  contact  y  admettent  la  même 
tangente.  On  obtiendra  ainsi  une  série  de  positions  de  la  surface 
(©),  qui  dépendront  de  deux  paramètres;  et  l'on  aura  ce  cas  parti- 
culier du  déplacement  à  deux  variables  dont  il  a  été  question  aux 
n"*  58  et  suiv.  [I,  p,  69  et  suiv.].  Le  moment  est  venu  d'étudier 
ce  déplacement  d'une  manière  plus  complète.  Nous  rappellerons 
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d'abord  quelques  résultats  déjà  établis  au  Livre  VII,  Chap.  III 
[III,  p.  242  et  suiv.]. 

Nous  avons  vu  que,  si  x^  r,  z  et  c,  c',  c"  désignent  respective- 
ment les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  d'une  surface  (0) 
et  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  en  ce  point,  ces  quantités, 
considérées  comme  fonctions  des  coordonnées  curvilignes  u  et  v., 
satisfont  à  des  équations  de  la  forme  suivante 

i  ô-x        D  ,   ôx        .     âx 

1 —  =  TT  c  -f-  A  —  H-  A]  —  , 

\    OU1  11  (fit  o\> 

I    rpx  D'  âx  dx 

(i)  /- — -  =  —  c-f-B  —  +  B,  — , 

^    '  \  du  ÔP        \  l  du.  i)v 

à-x        D"  „  <)x  àx 

-7-7  =  -TT  ^'^^  ~i '"^1   "7"' 

ov-         11  ,    <)u  fh' 

et  à  celles  qu'on  obtiendrait  en  j  remplaçant  x  et  c  par  y  et  c' 
ou  par  z  et  c" .  Dans  ces  équations  A,  A,,  B,  Bi,  C,  C(  dépendent 
exclusivement  de  l'élément  linéaire  et  sont  déterminés  parles  équa- 
tions suivantes  [III,  p.  aSi] 

AH2= -^-pf— -  '  — V 
7.  du  \du         ^;  dv  J 

(2)  yBHî= J -—5 

^2   dv         :>.    du 


c'c  1  du  j  2   É^t' 

•X  du  \  du  2   dv  I 

2     ^/c  2  (/« 

1                           \(y('  2  (/w  /  2    «-yp 

Quant  à  D,  D',  D'',  ce  sont  les  déterminants  définis  par  les  for- 
mules (6)  [III,  p.  244]  et  qui  donnent  naissance  à  l'identité 

(4  )  ^dc  dx  ^  —  ^(Ji  du"-  -^  i\y'  du  dv  -\-V)"  dv"-  ). 

926.  Les  relations  différentielles  entre  D,  D',  D"  sont  établies 
par  les  formules  (24)  et  (20)  [III,  p.  248].  On  pourrait  les  dé- 
duire aussi  du  système  (i).  Car,  si  l'on  retranche  la  seconde  équa- 
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tien  de  ce  système,  difiorenliée  par  rapport  à  u,  de  la  première 
différentiée  par  rapport  à  v,  si  l'on  remplace  les  dérivées  de  c  par 
leurs  expressions  ( 8 )  [ III,  p.  244  ]  et  les  dérivées  secondes  de  x  par 
leurs  valeurs  déduites  des  formules  (i)  elles-mêmes,  on  trouvera 
une  expression  linéaire  par  rapport  à  c,  y-»  ^)  dans  laquelle  les 
coefficients  de  ces  trois  quantités  devront  évidemment  être  nuls. 
En  particulier,  si  on  égale  à  zéro  le  coefficient  de  c.  on  aura  la 
première  des  relations  suivantes 

[   à  (\>\        à  /D\       .    D'        .        _     D'      _D 

(  ô.  UJ-àu  (  H  )  ^  ^'  H  ^'^  -  "^'^  H  -  ^  ÏI  =  ''^ 

doù  la  seconde  se  déduit  par  une  permutation  facile.  En  dévelop- 
pant on  reconnaîtra  aisément  que  ces  formules  sont  identiques  à 
celles  qui  ont  été  données  plus  haut  [III,  p.  248]. 

927.  Nous  avons  déjà  remarqué  (n"  700)  que  ces  équations, 
jointes  à  la  formule  finie  (21)  [III,  p.  246]  peuvent  remplacer  les 
formules  de  M.  Codazzi.  Au  reste,  si  l'on  veut  établir  la  relation 
entre  le  système  précédent  et  celui  qui  est  développé  au  Livre  V, 
Chap.  II.  et  qui  repose  sur  la  considération  du  déplacement  du 
trièdre  (T),  il  suffira  de  remarquer  que  l'on  a 

(6)  dx  =  ai  ;  du  •+-  zi  dv)  -i-  6(t,  du  ■+-  t^i  «?p), 

(  7 )  de  =  a(q  du  -h  qi  dv)  —  b i p  du  -4-  />  1  dv\ 

et,  par  suite, 

•  81        ^  de  d.r  =  i  qdu-^qi  d\.  )  (  ;  û^m  -r-  ;  1  </«•)  —  (  pdu-\-px  dv)  (t,  du  -+-  r^  1  dv  ) . 

En  comparant  à  l'équation  (4)  donnée  plus  haut,  on  voit  que 
l'on  doit  avoir,  conformément  aux  formules  (43)  [II.  p.  S^SJ, 

(  D'=H(/>,T,,  — y,=,i 
et  de  là  on  déduit,  comme  il  fallait  s'y  attendre, 

(10)  DD'—  D'2=  H2(/>^i—  g'/),)(ÏT,,—  T.^i)  =  ryj^i—  yp,)(:T,i—  T,5,)3. 

DARBOUS.   —    IV.  8 
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Le  rapprocliomont  des  formules  précédentes  (4),  (8)  et  de 
l'équation  (  17)  [II,  p.  354]  nous  montre  que  l'on  aura 

(11)  'J^  ^  _  s  f/c  dx  ==  -^  (  IJ  diC^  -^  -i  B'  du  dv  +  D"  dv^  ), 

p„  désignant  la  courbure  de  la  section  normale  dont  la  direction 
est  définie  par  les  différentielles  du,  dv. 

928.  Cela  étant,  revenons  au  mouvement  delà  surface (0),  qui, 
d'après  les  propriétés  déjà  données  au  n"  60,  peut  être  défini  un 
roulement  de  (0)  sur  (0i).  Nous  avons  vu  que  tout  déplacement 
élémentaire  de  (0)  est  une  rotation  autour  d'un  axe  passant  par  le 
point  de  contact,  situé  dans  le  plan  tangent  commun  à  (0)  et 
à  (01  )j  G^  nous  avons  obtenu  les  formules  suivantes. 

Soient  a?,  j-,  z  les  coordonnées  rectangulaires  du  centre  instan- 
tané, c'est-à-dire  du  point  de  contact  de  (0)  et  de  (0|),  rapportées 
à  des  axes  invariablement  liés  à  (0).  Désignons  par  P,  Q,  R,  P, , 
Qi,  Ri  les  six  rotations  relatives  à  ce  mouvement.  Nous  savons 
(n"  59)  qu'en  introduisant  seulement  trois  fonctions  auxiliaires  )., 
pi,  jjii,  on  peut  les  exprimer  par  les  formules  suivantes 

(12)  <  Q  =  -  À  '^\'  +  'x  '^;-  ,  f  i3)     \i^s=-  '1 

Quant  aux  translations  l_.  ri,  t,  ;i,  Yi,,  Z\,  elles  sont  définies  par 
les  formules 

i   ^ -i- (;)s  — R)=o,  (  ï,  +  0,3  — R,  r  =  0, 

(l4)  I    r,H-l{.r— P::  =0,  (i5)      (   r,,  +  R,  .r  —  I>,  g  =  o. 


>).i- 

r)x 

;j.i 



-+-  À 

f)u 

àv 

<)y 

ày 

;jLi 

-  *_ 

-i-À 

àa 

ai- 

<)z 

>)z 

'J-i 

-l-    /^ 

>)n 

>h- 

{  r  +  Pv— Qx=o:  f  r, -t-P,  r  — Qi.r^o. 

par  lesquelles  on  exprime  que  la  vitesse  du  centre  instantané 
considéré  comme  appartenant  à  la  surface  mobile  est  nulle  dans 
tout  déplacement  élémentaire. 

Nous  avons  indiqué  au  n"  60  que  ces  formules  conduisent  à  une 
nouvelle  méthode  de  recherche  des  surfaces  applicables  sur  une 
surface  donnée.  11  est  clair  en  effet  que,  si  l'on  donne  la  surface  (0), 
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la  détermination  des  fonctions  >.,  ,ul,  ,u.,  entraînera  la  connaissance 
de  la  surface  (0,  >.  Tout  se  ramène  donc  à  la  détermination  de  ces 
trois  fonctions. 

Si  l'on  porte  les  valeurs  des  rotations  dans  les  trois  équations 

fJi-  i)u 


c/i-  'lu 

lb_'^=,.Q,_Q,.„ 
ôv         ou 


les  seules  qui  restent  à  vérifier,   d'après  l'analyse  du  n"  59,  on 
trouve 

à  l      dx       ^  f)x\         d  l     dx       -  '^-'" \  _  "  •'    H 

i)u  \  '  au         '  ih- 1        Ov  y     fh'  du)         '  '  ' 

et  deux  équations  analogues  en  j>'  et  z.  Développons  et  remplaçons 
les  dérivées  secondes  de  x  par  leurs  valeurs  (i);  puis  égalons  à 

zéro  les  coefficients  de  c,  -r^>  -r-*  On  aura  les  trois  équations 

^  ou    au  ^ 


/   D;j.i  —  1  E>'À  -I-  D';jL  —  H-(  ;ji;jii  —  À-  i  =  o. 

J  -^ 7 1-  A  u,  —  2  B   A  -t-  C  u         =  o. 

(i8)  <   au         dv  ' 

I  ^'!^  '^'^         s.  n   -        r 

\  -j-    —  3 h  A ,  ui  —  2  Bi  A  -i-Ciix        =  o. 

\   av         ou 

dont  l'intégration  ferait  connaître  les  valeurs  les  plus  générales 
de  /.,  ,u,  <fl.^. 

920.  On  peut  les  ramener  à  une  forme  beaucoup  plus  élégante. 
Pour  faire  disparaître  dans  la  première  les  termes  du  premier 
degré,  posons 

D  — i»,  rr— D,         .      D— d; 

^19)  ■''=-w-       ■■^'=-ïïr-'        '^-W-' 

Di,  D'j,  D^  étant  les  inconnues  que  nous  substituons  à  /.,  p.  ^l,. 
Après  substitution  et  quelques  réactions,  on  trouve,    en  tenant 
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coniple  du  système  (5).  les  équations  suivantes 

D'i"  —  DiD','  =  D'2— DD", 
à  /DA         à  /D',  \        .     \y[        .  .        „  .  D',        „  ]), 


(20) {  à 

à  /D'i 
à 


toutes  pareilles  à  celles  du  système  (5);  en  sorte  que  Dj,  D'^,  D" 
satisfont  aux  mêmes  équations  que  D,  D',  D".  Nous  allons  montrer 
en  effet  que  ce  sont  les  valeurs  prises  par  1),  D',  D"  lorsqu'à  la 
surface  (0)  on  substitue  la  surface  (0|  ). 

930.  Considérons  le  trièdre  (T)  que  nous  avons  rattaché  à 
chaque  point  de  (0)  pour  obtenir  les  formules  de  M.  Codazzi  et 
dont  les  rotations  sont  définies  par  les  composantes />,  cj,  >■,  P\, 
q^,  7*1  relatives  aux  axes  de  ce  trledre.  Pour  avoir  les  compo- 
santes P',  Q',  11',  P'j,  Q, ,  Pv'i  de  ces  rotations  par  rapport  aux  axes 
choisis  dans  ce  Chapitre,  axes  qui  sont  invariablement  liés  à  (0), 
mais  quelconques,  il  faudra  employer  les  formules 

!P' =   ap  -I-    h(j  -^  cr,  i   V\  —    <'pi-h    bqi-hcri, 

O'  =  a' /)  -^  0'  (/  -h  c' /•,  (2:1)    <  O'i  =  a' pi  -+■  h'  q\  ^-  c'  /•), 

R'  =  «"/>  -I-  b"  q  -+-  c" r\  f  R',  =^  (i"p\  -+-  b" q^  -1-  c" /'i. 

Bornons-nous  aux  deux  premières  et  remplaçons-y  a  et  b  par 
leurs  valeurs  déduites  des  équations 

(23)  -3-   =  «?  H-  t'T,,  --    =  «Si-H  t'-r,i. 
^        '                                    OU  ov 

En  tenant  compte  de  ce  que  l'on  a,  en  grandeur  et  en  signe, 

(24)  ll  =  ^.i--r,;i 

et  utilisant  les  relations  (9),  on  trouvera 

,    ,,     „,       D'  àx         D    dx  ,.,         D"  ()x        D'  dx 

(20)     P  =  '— —,   --  -4-  cr,         P'i  =z  :-- __  -t-  cri. 

^      ^  H-  ou        H-    âv  H-  ou        H-    Ov 

On  aura  des  formules  analogues  pour  Q',  Q'^,  II',  R*,. 
Considérant  maintenant  le  trièdre  (T)  comme  attaché  non  plus 
à  la  surface  (0),  mais  à  la  surface  (©i),  on  trouverait  de  même  pour 
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ses  relations  P",  PJ,  ...  les  valeurs 

.      „,       D',  àx        D,  Ojc  „.        D'  Ox        D\   àx 

H-  t'a        H-   É>f  H-  àii        H-   </t' 

D,,  D, ,  D^  désignant  les  valeurs  que  prennent  D,  D',  D"  quand 
on  passe  à  la  surface  (B<)-  Quant  à  r  et  /,,  leurs  valeurs  sont  les 
mêmes,  comme  on  sait,  dans  les  deux  cas.  puisqu'elles  dépendent 
exclusivement  de  l'élément  linéaire  et  de  la  manière  dont  le 
irièdre(T)  est  attaché  à  la  surface. 

Cela  posé,  supposons  que  u  el  v  prennent  des  accroissements 
infiniment  petits  quelconques  et  que  (T  i  prenne  la  position  (T  » 
dans  la  surface  (6)  et  la  position  [T'j  dans  la  surface  (Bit,  Le 
roulement  de  (0^  sera  celui  qui  amènera  le  trièdre  de  sa  position 
(T')en  {T").  Or  ce  mouvement  infiniment  petit  peut  être  décom- 
posé en  deuï  :  l'un,  qui  amènera  le  trièdre  de  [T')  en  (T)  et  donnera 
naissance  aux  rotations  —  P'du  — Pj  rfr,  ...  ;  l'autre,  qui  amènera 
le  trièdre  de  (T)  en  (T)  et  donnera  naissance  aux  rotations 
P"du  -i-  P,  di-,  ....  Il  suit  de  là  que  l'on  doit  avoir 

P  du  -i-  P idi'  =  P'  du  -h  P\  dt'  —  P  du  —  P\  dv, 


et  par  suite 

c'est-à-dire 

(27)  P  = 


(28)  P, = 


P  =  P'_P'^        P^^P^_1.'^^ 
D  —  D',   dx        D  — Di   dx 
D"— D^  âx        D— D,  àx 


W-        Ou  H-        à^- 


et  les  expressions  analogues  pour  Q.  Q,,  R,  R,. 

On  retrouve  ainsi  les  formules  (12)  et  (i3),  mais  avec  les 
valeurs  (19)  de  ).,  ,a,  jjlj  ;  et  la  proposition  que  nous  avions  en  vue 
est  entièrement  démontrée. 

931.  Puisque  la  rotation  infiniment  petite  relative  à  chaque 
déplacement  a  son  axe  dans  le  plan  tangent,  il  est  clair  que  l'on 
peut  poser 

l  P  du  ~-  Pi  m-  =  -r-  ou  -i-  —f-  01-, 
l  du  dv 

(  28)  /  O  du  -i-  Oi  di-  =  ^  ou  -T-  %   ^'  • 

'  "      "      au  i)\- 

R  du  -+-  R,  f/i  =  -r^  ou  —  -—  01'. 
du  0\- 
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du  et  ôp  seront  les  ditrércntielles  de  u  et  de  p,  lorsqu'on  se  déplace 
suivant  l'axe  de  cette  rotation;  ils  le  définiront  même  en  grandeur 
puisque,  d'après  les  formules  précédentes,  ils  représentent  les 
accroissements  de  u  et  de  (^  lorsqu'on  passe  de  l'origine  de  cet  axe 
infiniment  petit  à  son  extrémité. 

Or,  si  l'on  remplace  P  et  P,,  par  exemple,  par  leurs  valeurs 
déduites  des  formules  (  1 2  )  et  (  1 3  ),  il  vient 

à.r  ,       .     j  ,         .    ^         àv         , 

-—  (  —  A  du  —  |Jij  av  —  611)  -\ — --  (  u  du  -h  A  di>  —  ov)  =  n, 

ou  àx  ^         ' 

et,  comme  cette  relation  doit  être  vérifiée  quand  on  y  remplace  x 
par  y  et  z.  il  vient  nécessairement 

(   8;<  =  —  À  du  —  Ui  dv, 
(29)  .  /  w 

I     OP    =:  jJl  du  -+-   A  dv. 

Ces  formules  contiennent  toutes  les  relations  entre  le  dépla- 
cement du  centre  instantané  et  la  rotation  qui  lui  correspond.  En 
particulier,  si  on  les  divise  l'une  par  l'autre,  on  obtient  l'équation 

(  3o)  iji  du  hu  -+-/>( du  op  -4-  dv  ou )  -f-  ;-i  1  de  ot-  =  o, 

•      .  1  ^.  du     ou 

qui  ne  contient  que  les  quotients  -7-5  -^  et  se  rapporte,  par  suite, 

uniquement  aux  directions  de  l'axe  instantané  et  du  mouvement 
du  centre  instantané.  Gomme  l'équation  précédente  ne  change 
pas  lorsqu'on  échange  les  caractéristiques  d,  0,  on  voit  que  la 
relation  entî'e  ces  deux  directions  est  réciproque.  Ainsi  se 
trouve  établie  la  proposition  annoncée  au  n"  60. 

932.  Imaginons  maintenant  que  le  centre  instantané  décrive 
une  courbe  (C)  de  (0).  Cette  courbe  roulera  sur  la  courbe  homo- 
logue (C|)  de  (©4),  et,  si  l'on  considère  les  deux  surfaces  réglées 
lieux  des  positions  successives  de  l'axe  instantané  dans  le  système 
mobile  et  dans  l'espace,  ces  deux  surfaces  (R)  et  (Ri),  respecti- 
vement circonscrites  à  (0)  et  à  (0,  )  suivant  les  courbes  (C)et(C(), 
rouleront  l'une  sur  l'autre  dans  le  déplacement  considéré.  Elles 
seront  donc  nécessairement  applicables  Vune  sur  P  autre. 

Ainsi,  la  connaissance  de  tout  couple  de  surfaces  applicables 
l'une  sur  l'autre  entraîne  celle  d'une  infinité  de  pareils  couples 
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formés  avec  deux    surfaces   gauches,    et   cela    sans   aucune   inté- 
gration. Examinons  maintenant  les  cas  particuliers. 

933.  11  peut  se  faire  que  la  direction  de  Taxe  instantané  coïn- 
cide avec  celle  du  déplacement  du   centre  instantané.    On  aura 

alors 

du  oc  —  <^A'  'ju  =  o. 

et  l'équation  (3o)  nous  donnera 

( 3 1  )  '^  du- -\-  l'i.  du  d\-  ■+-  ;xi dv-  =  o. 

11  V  a  deux  familles  de  (C)  satisfaisant  à  cette  équation  diffé- 
rentielle. Si  le  centre  instantané  décrit  une  de  ces  courbes,  le 
mouvement  se  réduira  au  roulement  d'une  surface  développable 
sur  une  autre  développable:  les  deux  arêtes  de  rebroussement 
seront  tangentes  à  chaque  instant.  Par  cela  seul  qu'il  va  roulement 
autour  de  la  tangente  commune,  on  peut  affirmer  que  les  deux 
arêtes  de  rebroussement  auront,  à  chaque  instant,  même  plan 
osculateur  et  même  rayon  de  courbure. 

On  peut  donc  dire  que  l'équation  (3i)  définit  deux  directions 
pour  lesquelles  deux  courbes  correspondantes  tracées  sur  les  deux 
surfaces  (0),  (B,)  ont  même  courbure  ou  mieux,  comme  les 
courbures  géôdésiques  sont  toujours  égales,  ont  même  courbure 
normale.  C'est  ce  que  l'on  peut  vérifier  de  la  manière  suivante  : 

Considérons  deux  sections  normales  correspondantes,  dans  (B) 
et  dans  (©();  et  soient  p„,  p'„  les  rayons  de  courbure  de  ces  deux 
sections.  En  appliquant  successivement  la  formule  (lO  aux  deux 
surfaces,  on  aura 

—  —  =  ^,  ( D  du''- ^oD'dif  di-  ^  D'  </i- 1, 

ds-  I     ,,      ,  T-  .     .      .         i^-     . 
T  =  T-j  I  I>i  du-  -i-  2  D ,  du  flfi-  -i-  D ,  d%-  >. 

et  par  suite,  en  vertu  des  équations  (19), 

(32)  ^-\T- ~)  =  H.  ;jir///î^  2À  du  di-  -1-  •j^dv^). 

Celte   formule   met   en   évidence    la    proposition   annoncée   en 
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montrant  que  les  courbes  définies  par  l'équation  différentielle  (3 1) 
sur  les  deux  surfaces  (0),  (0i)  ont  leurs  courbures  normales 
égales  et  de  même  signe.  Dès  à  présent,  on  peut  en  déduire  cette 
conséquence  que  ces  lignes  ne  peuvent  se  confondre  avec  les 
lignes  asjmptotiques  de  l'une  ou  de  l'autre  des  surfaces  (0),  (0,) 
que  si  ces  deux  surfaces  sont  symétriques  l'une  de  l'autre.  Pour 
qu'il  en  soit  ainsi,  en  effet,  il  faut  que  Di,  D'^,  D|  soient  propor- 
tionnels à  D,  D',  D"  et  cette  condition  de  proportionnalité  jointe 
à  la  première  des  équations  (20)  entraîne  les  relations 

Di  =  — D,       d;=  — D',       D';=  — D", 

qui  caractérisent  deux  surfaces  symétriques.  Ce  cas  particulier 
nous  a  servi  de  guide  dans  l'analyse  précédente. 

93i.  Il  est  un  autre  cas  particulier  des  plus  intéressants  dans 
lequel  les  deux  surfaces  réglées  (R)  et  (B,)  qui  roulent  l'une  sur 
l'autre  se  réduisent  à  des  surfaces  développables.  Tl  a  été  signalé 
pour  la  première  fois  en  1891  par  Ribaucour  (' ). 

Supposons  que  le  centre  instantané  se  déplace  suivant  une 
courbe  (G()  de  la  surface  (0^).  Pour  que  l'axe  de  la  rotation  instan- 
tanée décrive  une  surface  développable,  il  faut  évidemment  qu'il 
coïncide  soit  avec  la  tangente  à  la  courbe  (Ci)  soit  avec  la  con- 
juguée. Nous  venons  d'étudier  la  première  hypothés*e,  examinons 
maintenant  la  seconde.  Pour  qu'elle  se  réalise,  il  faudra  que  les 
déplacements  définis  par  les  caractéristiques  «i  et  ô  soient  à  la  fois 
réciproques  dans  le  sens  indiqué  plus  haut  et  conjugués  par 
rapport  à  (0|).  Mais,  si  la  surface  réglée  circonscrite  à  (0i)  se 
réduit  à  une  développable,  elle  ne  peut  rouler  que  sur  une  déve- 
loppable et,  par  suite,  les  deux  déplacements  sont  conjugués  à  la 
fois  par  rapport  à  (0)  et  à  (0i).  C'est  d'ailleurs  ce  que  montre 
immédiatement  l'analyse;  les  trois  équations 

D  du  Zu  -t-  Y)' {du  ov  -^  dv  ou)  -+-  T^" dv  oc  =  o, 

Di  du  ou  -+-  D'i  (du  Sp  -i-  c/p  8m)  -t-  D'(  dv  oc  =  o, 

■j.  du  Sm  -+-     X  (du  ov  -+-  dv  ou)  -+-   uj  <-/c  oc  =  o. 


(')  RiiîAucouR  (A.),  Sur  les  systèmes  cycliques  (Comptes  rendus  de  r  Aca- 
démie des  Sciences,  t.  CXIII,  p.  32^;  2^  août  1891). 
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se  réduisant  nécessairement  à  deux  en  vertu  des  relations  (  19). 
D'après  ces  relations,  ces  courbes  du  système  conjugué  com- 
mune (9)  et  à  (  Oj  )  se  détermineront  par  l'équation  diflérentielle 


(33) 


du-  du  di-  di- 
D'  —  D  D 
d;      -  l»,      D, 


Elles  ne  seront  indéterminées  que  dans  le  cas  où  les  deux  sur- 
faces seront  symétriques  1  une  de  l'autre.  La  double  famille  quelles 
forment  ne  se  réduira  à  une  famille  unique  que  si  les  deux  sur- 
faces (9),  (9|)  sont  réglées  l'une  et  l'autre,  leurs  génératrices  rec- 
lilignes  étant  des  lignes  correspondantes.  Toutes  ces  propriétés 
peuvent  être  prévues  et  démontrées  a  priori.  Quand  une  corres- 
pondance, point  par  point,  est  établie  entre  deux  surfaces  d'ail- 
leurs quelconques  (S)  et  (S<),  il  existe,  en  général,  un  système 
conjugué  de  1  S\  et  un  seul,  qui  correspondu  un  système  conjugué 
de^^Si).  En  eflet,  à  tout  réseau  conjugué  de  iS)  correspond  sur 
(Si  )  un  système  de  courbes  qui  divisent  harmoniquement  le  réseau 
des  lignes  correspondantes  aux  asymptotiques  de  (S).  Si  l'on  veut 
qu'elles  soient,  en  outre,  conjuguées  sur  i  S\  leurs  tangentes  en 
chaque  point  seront  pleinement  définies  parla  condition  de  diviser 
harmoniquement  deux  angles,  en  général  distincts.  Si  les 
lignes  asymptotiques  de  (^S")  ne  correspondent  pas  à  celles  de  (  Si  ^, 
il  y  aura  un  réseau  répondant  à  la  question  et  composé  de  deux 
familles  distinctes,  réelles  ou  imaginaires.  Si  une  famille  de 
lignes  asymptotiques  de  (S)  correspond  à  des  lignes  asympto- 
tiques de  (  .S,  '),  le  réseau  conjugué  se  réduira  aune  famille  double, 
formée  des  asvmptotiques  qui  se  correspondent.  Enfin,  si  à  toutes 
les  lignes  asymptotiques  de  (S)  correspondent  les  lignes  asympto- 
lique>  de  (S,),  tout  réseau  conjugué  de  l'une  des  surfaces  aura 
pour  homologue  un  réseau  conjugué  de  la  seconde  (  '  t. 

Dans  le  cas  particulier  où    les    surfaces   correspondantes    sont 


(')  Dans  cet  ordre  d'idées,  le  lecteur  démontrera  facilement  la  proposition 
suivapte  :  Quand  on  connaît  les  lignes  asjTnptotiques  d'une  surface  (S),  on  peut 
la  faire  correspondre,  point  par  point,  à  un  plan  de  telle  manière  que  tout  réseau 
orthogonal  du  plan  ait  pour  homologue  un  réseau  conjugué  de  la  surface;  et  cela, 
sans  aucune  intégration. 
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applicables  lune  sur  l'autre,  nous  avons  vu  au  n°  721)  qu'en  dehors 
des  cas  spéciaux  signalés  plus  haut  les  lignes  asjmptotiques  ne 
sont  jamais  des  courbes  correspondantes.  Donc  le  système  con- 
jugué existera  toujours  et  se  composera  de  deux  familles  distinctes, 
réelles  ou  imaginaires.  Ces  deux  familles  auront  même  cette  pro- 
priété particulière  que  les  tangentes  aux  deux  courbes  qui  passent 
au  même  point  feront  le  même  angle  sur  les  deux  surfaces. 

Gela  posé,  soient  (G),  (G,)  deux  courbes  correspondantes 
appartenant  à  l'une  ou  à  l'autre  famille  et  tracées  sur  les  deux  sur- 
faces. Les  deux  développables  circonscrites  suivant  ces  courbes 
aux  deux  surfaces  seront  évidemment  applicables  l'une  sur  l'autre; 
car  elles  ne  sont  autres  que  les  deux  surfaces  réglées  (R)  et  (Ri) 
considérées  au  n°  932.  On  peut  d'ailleurs  le  reconnaître  direc- 
tement; le  lecteur  établira  sans  peine  que,  pour  les  deux  dévelop- 
pables, le  segment  de  la  génératrice  rectiligne  intercepté  entre  la 
courbe  de  contact  et  l'arête  de  rebroussement  a  la  même  valeur, 
et  de  là  il  déduira  que  les  deux  arêtes  de  rebroussement  des  dé- 
veloppables ont  même  arc  et  même  rayon  de  courbure  aux  points 
correspondants,  ce  qui  suffit  à  établir  le  résultat  annoncé. 

935.  Au  sujet  de  ce  système  conjugué  commun  à  deux  surfaces, 
M.  Kœnigs  a  fait  une  remarque  très  intéressante  que  nous  allons 
rappeler. 

Si  l'on  prend  comme  variables  les  paramètres  m  et  f  des  deux 
familles  conjuguées  qui  le  composent,  on  sait  que  trois  coor- 
données cartésiennes  des  points  de  chaque  surface  satisfont  à  une 
équation  linéaire  telle  que  la  suivante 

iJu  (Jv  <)a  Ov 

Il  devrait  donc  y  avoir  deux  équations  distinctes  de  cette  forme, 
l'une  pour  (0),  l'autre  pour  (©<).  En  réalité,  il  n'y  en  a  qu'une; 
et  si  l'on  suppose  d'ailleurs  les  deux  surfaces  dans  une  position 
relative  quelconque,  mais  fixe,  les  six  coordonnées  t,  y,  z;  X\, 
j',,  z^  de  deux  points  correspondants  satisfont  à  une  même  équa- 
tion linéaire  de  la  forme  précédente.  Telle  est  la  proposition  de 
M.  Kœnigs. 

La   démonstration   en   est  d'ailleurs   presque   immédiate.    Elle 
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résulte  de  ce  que,  dans  l'équation  précédente,  a  et  ,3  sont  reliés  aux 
coefficients  E.  F,  G  de  rélément  linéaire  par  les  formules 

(  3  j  )  -     ,-    -h  xh  -^  jF  =  <K  r !-  a  F  —  :;  Ci  =  o, 

dont  nous  avons  déjà  fait  usage. 

M.  Kœnigs  a  ajouté  que  la  même  équation  (34)  admet  aussi  la 
solution 

(36)  e,=  .rî_  ,-^c^— .rf—  rf— :;f. 

Il  suffit,  en  effet,  de  substituer  cette  solution  et  de  tenir  compte 
de  ce  que  x.  y,  z.  x, .  y, ,  z^  sont  des  solutions  particulières  pour 
obtenir  la  condition 

Sâx  àx  C\dxi  t)xi 

du  ô\-        ~  \J  du    ai- 

qui  est  évidemment  vérifiée.  .Vous  verrons  plus  loin  le  parti  qu'on 
peut  tirer  de  ces  différentes  propriétés. 

936.  L'emploi  du  déplacement  à  deux  variables  que  nous  ve- 
nons d'étudier  nous  permet  de  présenter  sous  une  autre  forme 
le  théorème  fondamental  que  nous  avons  démontré  au  n^TGi, 
relativement  aux  systèmes  cycliques.  Considérons  d'une  manière 
générale  une  droite  {d)  invariablement  liée  à  iQ\  et  entraînée  dans 
le  mouvement  de  cette  surface,  et  soit  m  son  point  d'intersection 
avec  le  plan  de  contact  de  i  B  i  et  de  ('0/).  Le  point  m  décrira  une 
certaine  surface  dont  le  plan  tangent  en  m  sera  celui  qui  projette 
la  droite  id\  sur  le  plan  de  contact.  En  effet,  tous  les  déplace- 
ments élémentaires  étant  des  rotations  autour  de  droites  situées 
dans  le  plan  de  contact,  la  vitesse  d'entraînement  du  point  m 
dans  ces  déplacements  sera  toujours  la  normale  à  ce  plan:  quant 
à  sa  vitesse  relative^  elle  sera  dirigée  évidemment  suivant  la 
droite  id's.  Le  plan  tangent  cherché  devra  être  normal  au  plan  de 
contact  et  passer  par  la  droite  i  d^. 

Gela  posé,  considérons  une  sphère  (S)  de  rayon  nul,  ayant  son 
centre  en  un  point  M  invariablement  lié  à  (9  t.  Elle  coupera  le  plan 
de  contact  suivant  un  cercle  (Ci  dont  les  positions  successives  en- 
gendreront une  congruence.  Soit  (rf)  une  génératrice  rectiligne 
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drteitninée  de  (S);  elle  coupera  le  cercle  en  un  point  variable  m; 
et,  d'après  la  construction  du  plan  tangent  que  nous  venons  d'in- 
diquer, la  surface  (2i)  décrite  par  le  point  m  sera  normale  a\i 
cercle.  C'est  le  résultat  déjà  démontré  au  n"  762. 

937.  A  la  famille  des  surfaces  (1)  normales  aux  cercles,  on  doit 
associer  deux  autres  familles  d'enveloppes  de  sphères  formant 
avec  la  première  un  système  triple  orthogonal  (n"  i77).  Les  posi- 
tions successives  du  cercle  (C)  qui  engendrent  ces  deux  familles 
de  surfaces  correspondent  aux  deux  séries  de  roulements  dans 
lesquels  le  centre  instantané  décrit  une  des  courbes  du  système 
conjugué  commun  à  (0)  et  à  (©iV  H  suffira,  pour  le  démontrer, 
d'établir  que  les  développables  de  la  congruence  engendrée  par 
l'axe  du  cercle  (C)  dans  ses  différentes  positions  correspondent  à 
ces  mêmes  courbes  conjuguées  (n°  472). 

Abaissons  du  point  M  invariablement  lié  à  (0)  une  perpendicu- 
laire sur  le  plan  de  contact  de  (0)  et  de  (0i).  Les  différentes  posi- 
tions de  cette  perpendiculaire  seront  les  axes  des  positions 
successives  du  cercle  (G).  Si  l'on  se  déplace  sur  la  surface  (0|), 
deux  positions  consécutives  de  la  perpendiculaire  seront  perpen- 
diculaires à  la  caractéristique  du  plan  tangent  à  (0i  ),  c'est-à-dire  à 
la  tangente  conjuguée  de  la  direction  du  déplacement.  Pour  que 
la  perpendiculaire  engendre  un  élément  de  surface  développable, 
il  sera  donc  nécessaire  et  suffisant  que  le  déplacement  du  point  M 
soit,  lui  aussi,  perpendiculaire  à  cette  conjuguée.  C'est  ce  qui  aura 
lieu  si  cette  tangente  conjuguée  est  l'axe  de  rotation  du  déplace- 
ment, c'est-à-dire  si  ce  déplacement  a  lieu  suivant  une  des 
courbes  du  système  conjugué  commun  à  (0)  et  à  (0,  ).  Nous  obte- 
nons ainsi  les  deux  séries  de  développables  de  la  congruence  et 
notre  proposition  est  établie. 

Au  reste,  l'analyse  en  fournit  aussi  une  démonstration  des  plus 
simples. 

938.  Nous  avons  vu  (n"  758)  [III,  p.  348]  que  si,  de  chaque 
point  d'une  surface  comme  centre,  on  décrit  une  sphère  de  rayon 
variable,  les  points  de  contact  de  cette  sphère  avec  son  enveloppe 
demeurent  invariables  quand  la  surface  se  déforme  en  demeurant 
applicable  sur  elle-même.  Par  suite,  si,  du  point  de  contact  de  (0) 
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et  de  (64)  pi'is  comme  centre,  on  décrit  une  sphère  dont  le  ravon 
varie  suivant  une  loi  quelconque,  les  points  où  cette  sphère  touche 
sou  enveloppe  sont  les  mêmes,  qu'on  la  considère,  soit  comme 
appartenant  à  (S),  soit  comme  appartenant  à  (B,).  En  d'autres 
termes,  on  obtiendra  deux  enveloppes  de  sphères.  Tune  dans 
l'espace,  l'autre  dans  le  système  mobile.  Ces  deux  enveloppes 
glisseront  l'une  sur  l'autre  et  seront  toujours  tangentes  en  deux 
points  placés  symétriquement  par  rapport  au  plan  de  contact  de  (0) 
et  de  (0,). 

Considérons,  en  particulier,  une  sphère  définie  dans  le  système 
fixe  par  l'équation 

(37)  Xî-H  Y^-f-Zî—  oXiX  —  9yi\  —  ^z.iZ  ^0  =  0. 

oùx,,  >',,  z^  sont  les  coordonnées  du  centre  instantané  par  rap- 
po'rt  à  des  axes  fixes  et  où  d  est  une  solution  quelconque  de  l'é- 
quation (34)  relative  au  système  conjugué  commun.  La  sphère 
touche  son  enveloppe  en  deux  points  P,  P'  qui  sont  les  mêmes 
quand  on  la  considère  comme  faisant  partie,  soit  du  système  fixe, 
soit  du  système  mobile;  mais  la  corde  de  contact  PP'  engendre 
deux  congruences  distinctes,  suivant  qu'on  la  rattache  à  l'une  ou  à 
1  autre  des  surfaces  (0),  (0»)-  ^'^n  que  distinctes,  ces  congruences 
ont  à  chaque  instant  les  mêmes  plans  focaux;  car  ces  plans  focaux 
doivent  être  (n"  473)  perpendiculaires  aux  tangentes  du  svstème 
conjugué  commun.  On  peut  donc  dire  que  les  développables  de 
la  congruence  engendrée  par  les  droites  PP'  se  conservent  lorsque 
la  surface  (0)  se  déforme  en  entraînant  ces  droites  de  manière  à 
venir  coïncider  avec  (0i),  et  elles  correspondent  aux  courbes  du 
système  conjugué  commun  à  (0)  et  à  (0,  ).  Ajoutons  toutefois  que, 
si  les  plans  focaux  des  droites  de  ces  congruences  demeurent 
invariables,  il  n'en  est  pas  de  même  de  leurs  points  focaux. 

Appliquons  la  remarque  générale  précédente  au  cas  où  l'on 
choisit  pour  9  une  solution  particulière  déjà  indiquée  plus  haut. 
Si  X,  y,  z  désignent  les  coordonnées  du  centre  instantané  par 
rapport  à  des  axes  invariablement  liés  à  (0),  nous  avons  vu  que 
l'équation  (34)  admet  la  solution 

0,  =  x\ -\- }\  -i-  ^i  —  J- — y- —  ;-. 
Comme  la  sphère  représentée  par  l'équation  (37)  a,  dans  ce  cas, 
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pour  rayon 


^'jc'i-^  j'i  -^  z'i~  h,    ou    \/ X- -^  r^ -i- z- , 
son  équation  par  rapport  aux  axes  mobiles  sera  évidemment 

(X  ~  xy  ^  (Y  —  yy- -i-(z  —  zy-  =  x^- -+-  r- -+-  z^- 

ou  encore 

X-  -1-  Y2  H-  Z2  —  j.Xx  —  2  Y r  —  2 Z  ;  —  o, 

et  elle  passera  par  un  point  fixe  du  système  mobile,  à  savoir  l'ori- 
gine des  coordonnées;  de  sorte  que  sa  corde  de  contact  sera  la 
perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  le  plan  de  contact  de  (0) 
et  de  (0|);elle  sera  l'axe  du  cercle  appartenant  au  système  cy- 
clique déterminé  par  la  sphère  de  rayon  nul  ayant  son  centre  en  ce 
point.  Par  suite,  dans  ce  cas  particulier  comme  dans  celui  où  0est 
une  solution  quelconque  de  l'équation  (34),  les  développables  de 
la  congruence  engendrée  par  cet  axe  correspondront  aux  courbes 
du  système  conjugué  commun  à  (0)  et  à  (0i). 

939.  D'après  cela,  si  M  désigne  un  point  du  système  mobile 
invariablement  lié  à  (0),  le  système  cyclique  dérivé  de  ce  point  se 
définira  comme  il  suit. 

Les  différents  cercles  (C)  du  système  seront  les  intersections 
du  point-sphère  M  avec  les  positions  successives  du  plan  de  con- 
tact de  (0)  et  de  (0i). 

Les  différentes  surfaces  (2)  normales  aux  positions  successives 
du  cercle  (C)  seront  engendrées  par  le  point  d'intersection,  avec 
ce  plan  de  contact,  d'une  génératrice  rectiligne  déterminée,  mais 
quelconque,  du  point-sphère  M.  Chacune  de  ces  surfaces  consti- 
tuera l'unique  nappe  focale  située  à  distance  finie  de  la  congruence 
engendrée  par  cette  génératrice  isotrope. 

Enfin  les  deux  familles  de  surfaces  (E),  (E')  qui  complètent 
avec  la  famille  (i)  le  système  triple  orthogonal  se  définiront  de  la 
manière  suivante  :  Quand  le  point  de  contact  de  (0)  et  de  (0,) 
décrira  une  des  courbes  du  système  conjugué  commun,  l'axe  du 
cercle  (G)  engendrera  une  surface  développable  (A)  ;  les  différentes 
positions  de  ce  cercle  engendreront  une  des  surfaces  (E)  ou  (E'), 
qui  sera  une  enveloppe  de  sphère  et  sera  touchée,  en  tous  les 
points  du  cercle  (G),  par  la  sphère  qui  contient  ce  cercle  et  a  son 
centre  au  point  de  contact  de  l'axe  du  cercle  et  de  l'arête  de  re- 
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broussement  de  la  développable  (1),  c'est-à-dire  à  l'un  des  points 

focaux  de  cet  axe. 

A  chaque  cercle  (C)  correspondent  évidemment  deux  sphères 

qui  le  contiennent  et  qui  ont  pour  centres  les  deux  points  focaux  F 

Qi¥'  ifig.  86)  de  l'axe  de  ce  cercle.  Gomme  le  ravon  du  cercle 

(G)  est  égal  à  /.MP,  P  désignant  le  point  où  l'axe  du  cercle  coupe 

le  plan  de  contact,  les  angles  cp  et  o'  sous  lesquels  les  deux  sphères 

coupent  le  plan   de  contact  sont  évidemment  déterminés   par  les 

formules 

MF'  ,      .  MP 

et,  comme  elles  sont  orthogonales,  on  aura  nécessairement 

MP^=.FP.FT. 

En  d'autres  termes,  les  foyers  F,  F'  divisent  harmoniquemenl  le 
segment  formé  par  le  point  M  et  son  symétrique  relativement  au 
plan  de  contact. 

Le  lecteur  pourra  vérifier  celte  relation  en  étudiant  directement 
la  congruence  rectihgne  formée  par  l'axe  du  cercle  (C);  il 
reconnaîtra  également  ce  fait  important  que  l'angle  'j  sous  lequel 
le  plan  de  contact  est  coupé  par  une  des  sphères  demeure  le  même 
pour  chaque  position  de  (0)  et  de  (B^)  lorsqu'on  substitue  au 
point  M  tout  autre  point  M,  invariablement  lié,  lui  aussi,  à  (8). 
Nous  préférons  établir  ce  dernier  résultat  par  la  méthode  suivante. 

940.  Soient  M,  M|  deux  points  du  système  mobile  invariable- 
ment liés  à  (6).  Les  perpendiculaires  abaissées  de  ces  points  sur  le 
plan  de  contact  de  (0)  et  de  (0i)  engendrent  deux  congruences 
distinctes  dont  les  développables  se  correspondent,  puisqu'elles 
correspondent  au  même  système  conjugué  de  (0).  Envisageons 
dune  manière  générale  les  congruences  engendrées  par  deux 
droites  parallèles  et  pour  lesquelles  les  développables  se  corres- 
pondent. Voici  les  propriétés  générales  que  nous  avons  déjà  si- 
gnalées à  leur  égard  (n"  920)  et  que  nous  compléterons  en  les 
dt'uiontranl  de  nouveau  par  une  voie  directe  ('V 

(')  Ribaucour  y  avait  été  conduit  de  son  côté  et  les  a  énoncée*  dans  une  Note 
Sur  les  systèmes  cycliques  insérée  le  17  août  1S91  au  Tome  CXIII  des  Comptes 
rendus  de  l'Académie  des  Sciences  (p.  004  et  324). 
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941.  Soient  {d)  cl  {d')  {fig.  85)  les  deux  droites  parallèles; 
F,  Fi  les  points  focaux  de  la  première;  F',  F'^  les  points  focaux 
correspondants  de  la  seconde.  Quand  les  droites  varient,  ces  points 
focaux  décrivent  les  nappes  focales  des  deux  congruences,  nappes 
que  nous   désignerons  respectivement  par  les   lettres  (F),  (F'), 

Fi"r.    85. 


(Fi),  (F'j  ).  Cela  posé,  quand  la  droite  (c^)  engendre  une  déve- 
loppable,  elle  demeure  tangente,  par  exemple,  à  la  courbe  décrite 
par  le  point  F  et  alors  la  droite  {d!)  demeure  tangente  à  la  courbe 
décrite  par  le  point  F'.  Les  deux  courbes  décrites  par  F  et  par  F 
ayant  leurs  tangentes  parallèles  ont,  par  suite,  leurs  plans  oscu- 
lateurs  parallèles;  et  comme  ces  plans  osculateurs  (n"  318)  sont 
les  plans  tangents  aux  nappes  (F,),  (F'^),  il  en  résulte  que  ces  deux 
nappes  se  correspondent  par  parallélisme  des  plans  tangents.  Eu 
considérant  l'autre  série  de  développables  on  démontrera  de  même 
que  les  plans  tangents  aux  points  correspondants  de  (F)  et  de  (F') 
sont  parallèles.  D'après  les  propositions  énoncées  au  n"  319,  les 
développables  engendrées  par  (fi?)  et  par  (c?')  correspondent  à  un 
système  conjugué  tracé  sur  les  quatre  nappes,  et,  d'après  d'autres 
propositions  données  au  n"  426,  on  sait  que,  lorsque  deux  surfaces 
se  correspondent  par  plans  tangents  parallèles,  les  courbes  du 
système  conjugué  commun  ont,  sur  les  deux  surfaces,  leurs  tan- 
gentes parallèles.  De  plus,  lorsqu'on  se  déplace  suivant  l'une  des 
courbes  du  système  conjugué  commun,  la  droite  qui  joint  les 
points  correspondants  des  deux  surfaces  engendre  aussi  une  déve- 
loppable.  Nous  voyons  donc  qu'ici  les  droites  FF',  F,  Y\  engendre- 
ront des  développables  en  même  temps  que  les  droites  (â?)  et  (c?')- 


ROULEMENT    DE    DEUX    SURFACES    L'UNE   SUR    L'AUTRE.  J29 

Consid«^rons  d'abord  les  développables  pour  lesquelles  les  arêtes 
de  rebroussement  sont  décrites  par  les  points  F  et  F';  la  caracté- 
ristique du  plan  des  deux  droites  sera  alors  la  ligne  FF'.  Dans 
l'autre  série  de  développables  ce  serait  la  droite  F,F'j.  Donc  la 
surface  en\'eloppèe  par  le  plan  des  deux  droites  touche  ce  plan 
au  point  P  de  rencontre  de  FF'  et  de  F,  F'^.  D'autre  part,  comme 
les  deux  tangentes  PFF',  PFiF',  décrivent  en  même  temps  des  dé- 
veloppables. il  est  nécessaire  qu'elles  soient  conjuguées  et  que, 
dans  la  première  série,  lorsque  F,  F'  décrivent  des  courbes  tan- 
gentes aux  deux  droites,  le  point  P  décrive  une  courbe  tangente 
à  PFiF'j.  Ainsi  : 

Si  deux  droites  parallèles  engendrent  des  congruences  dont 
les  développables  se  correspondent,  le  plan  de  ces  droites 
touche  une  certaine  surface  (i)  et  les  points  focaux  des  deux 
droites  sont  sur  deux  tangentes  conguguées  de  (2);  de  telle 
sorte  que  les  congruences  formées  de  ces  droites  correspondent 
aux  deux  familles  de  courbes  de  i^i)  admettant  les  deux  tan- 
gentes conjuguées. 

Lorsque  le  point  P  décrira  une  de  ces  courbes  conjuguées, 
les  deux  droites  {d),  [d')  seront  tangentes  aux  deux  courbes  qui 
sont  décrites  par  les  points  où  elles  sont  coupées  par  la  tangente 
conjuguée  de  la  direction  suivie  par  le  point  P. 

942.   On  peut  ajouter  encore  la  propriété  suivante  : 
Définissons  un  rayon  R  par  l'égalité 

PF  R 


PF'       R  -t-  A 

où  h  désigne  une  constante  quelconque.  Décrivons,  du  point  P 
comme  centre,  des  sphères  (S),  (S')  de  rayons  R  et  R-h/i.  La 
polaire  de  (d)  par  rapport  à  (S)  sera  la  corde  de  contact  de 
cette  sphère  avec  son  enveloppe:  et  de  même  la  polaire  de  {d') 
par  rapport  à  (S'). 

En  effet,  menons  par  la  droite  {d)  un  plan  (  P)  tangent  à  (S).  En 
vertu  de  la  relation  précédente,  le  plan  parallèle  (P')  mené  par  {d) 
sera  tangent  à  (S')  et  il  sera  à  la  distance  h  du  premier.  Comme  les 
deux  plans  ainsi  construits  ont  leur  distance  invariable,  ils  enve- 

DARBOCX.    —    IV.  9 
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lopperoiil  évidemment  deux  surftices  parallèles;  et,  pour  tout  dé- 
placement, leurs  caractéristiques,  nécessairement  parallèles,  seront 
perpendiculaires  à  la  normale  commune  des  deux  enveloppes.  En 
d'autres  termes,  toute  droite  rencontrant  ces  deux  caractéristiques 
rencontrera  aussi  la  normale  commune  aux  deux  surfaces  pa- 
rallèles. 

Or  quand  les  droites  {d)  et  {d')  décrivent  des  développables, 
celles  par  exemple  pour  lesquelles  les  arêtes  de  rebroussement  sont 
décrites  par  les  points  F  et  F',  la  caractéristique  du  plan  (P)  passera 
évidemment  en  F  et  celle  du  plan  (P')  en  F'.  Donc  la  droite  FF' 
rencontrera  la  normale  commune  aux  deux  enveloppes.  Comme 
on  peut  répéter  le  même  raisonnement  pour  la  droite  FiF'^,  on 
voit  que  la  normale  commune  ira  passer  en  P  au  point  de  ren- 
contre de  FF'  et  de  Y^  F', .  Par  suite,  les  points  de  contact  des  plans 
(P)  et  (P')  avec  leurs  enveloppes  sont  sur  la  perpendiculaire 
commune  abaissée  de  P  sur  ces  deux  plans;  ce  sont  précisément 
les  points  de  contact  des  sphères  (S),  (S')  avec  ces  plans;  de 
sorte  que  les  enveloppes  de  ces  deux  sphères  sont  identiques  aux 
enveloppes  des  plans.  Gela  établit  la  proposition  annoncée. 

iNous  avions  vu  au  n^  474  que  si,  des  différents  points  d'une 
surface  comme  centre,  on  décrit  une  sphère  de  rayon  variable  R, 
les  points  focaux  de  la  polaire  de  la  corde  de  contact  de  la  sphère 
avec  son  enveloppe  sont  sur  deux  tangentes  conjuguées  de  la  sur- 
face; et  il  résulte  de  l'analyse  développée  dans  ce  numéro  que 
deux  sphères  dont  les  rayons  diffèrent  d'une  constante  donnent 
dans  le  plan  tangent  deux  polaires  parallèles  appartenant  à  des 
congruences  dont  les  développables  se  correspondent.  Les  consi- 
dérations géométriques  que  nous  venons  d'exposer  prouvent  que 
Von  obtiendra  par  cette  construction  tous  les  systèmes  de  deux 
droites  parallèles  engendrant  des  congruences  dont  les  déve- 
loppables se  correspondent. 

943.  Pour  compléter  l'étude  de  ce  sujet,  nous  établirons  la 
réciproque  de  la  proposition  démontrée  au  n"  474,  en  prouvant 
que  si  une  droite  {d)  {Jig.  85),  située  dans  le  plan  tangent  d'une 
surface  (2)  et  définie  pour  chaque  position  de  ce  plan,  engendre, 
lorsqu'il  varie,  une  congruence  telle  que  ses  points  focaux  F,  ¥^ 
soient  toujours  situés  sur  deux  tangentes  conjuguées  PF,  PF4  de 


ROULEMENT    DE    DEUX    SURFACES    LUNE   SUR    LAUTRE.  l3l 

(i).  elle  peut  toujours  être  considérée  comme  la  polaire  de  la 
corde  de  contact  (pour  abréger  nous  dirons  polaire)  d'une  sphère 
variable  ayant  son  centre  sur  la  surface  (i).  Le  ravon  de  cette 
sphère  sera  déterminé  à  un  facteur  constant  prés. 

Supposons,  en  etfet,  que  la  droite  FF,  se  déplace  de  manière  à 
engendrer  la  développable  pour  laquelle  le  point  focal  est  F;  la 
caractéristique  du  plan  tangent  sera  évidemment  PF  et,  par  suite, 
le  point  P  se  déplacera  suivant  PF,  :  les  droites  PF,  PF,  engen- 
dreront des  éléments  de  surfaces  développables.  En  répétant  ce 
raisonnement  pour  le  second  point  F,  on  établira  que  les  déve- 
loppables de  la  congruence  engendrée  par  FF,  correspondent  sur 
(1)  auî  courbes  du  réseau  conjugué  admettant  en  P  les  tangentes 
PF,  PF,  ;  et,  par  conséquent,  que  la  surface  décrite  par  le  point 
F  sera  coupée  suivant  deux  familles  de  courbes  conjuguées  par 
les  développables  de  la  congruence  engendrée  par  PF.  Si  donc  x, 
y,  z  désignent  les  coordonnées  cartésiennes  du  point  P,  si  p,  p, 
sont  les  paramètres  des  deux  familles  conjuguées  tracées  sur  (i) 
(p  restant  constant  sur  les  courbes  qui  admettent  la  tangente  PF,), 
les  coordonnées  cartésiennes  du  point  F  seront  (n"  418) 
6_  ^  e_  <>!  _       e    àz 

ào  âô  àl 

G  étant  une  certaine  solution  de  l'équation  linéaire  du  second 
ordre  à  laquelle  satisfont  x.  y.  z  considérées  comme  fonctions 
de  p.  0, . 

En  faisant  varier  p,  et  ditTérentiant  les  expressions  précédentes 
des  coordonnées  de  F,  on  aura  les  paramètres  directeurs  de  FF,, 
qu'on  pourra  mettre  sous  la  forme 

àjr  ôx  f)y  à  y  àz  àz 

àz,  àpi  àp  àpi  àp  ^'pi  . 

àp  àpi  àp  «^pi  àp  àpi 

et  la  symétrie  parfaite  de  ces  expressions  conduit  à  adopter  pour 
les  coordonnées  du  point  F,  les  valeurs  suivantes 

6_  6>£  _6_  ^  _  0       àz 

^  ~  '^  àfi'  -^  ~  ~à¥'  àft'  "         àîT  àfi  ' 

àpi  àpi  àpi 

qui  sont  les  seules  satisfaisant  à  la  question. 
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Or  il  suffit  de  comparer  ces  expressions  des  coordonnées  des 
points  focaux  F,  F<  à  celles  que  nous  avons  données  au  n"  474 
pour  reconnaître  que  la  droite  {d)  sera  la  polaire  de  toutes  les 
sphères  dont  le  rayon  R  satisfait  à  la  condition 

^  _  ^9 

R    ~  T 

et  de  celles-là  seulement.  On  tire  de  là 

R=::a6, 

a  désignant  une  constante  quelconque,  et  notre  proposition  se 
trouve  ainsi  entièrement  établie. 

944.  Cette  proposition  nous  montre  que  les  difféi^entes  droites 
{d)  situées  dans  les  plans  tangents  d'une  surface  (i)  peuvent 
engendrer  deux  espèces  bien  distinctes  de  congruences  :  les  unes, 
pour  lesquelles  les  points  focaux  de  la  droite  ne  sont  pas  sur  deux 
tangentes  conjuguées  de  (i);  les  autres,  au  contraire,  pour  les- 
quelles les  tangentes  contenant  ces  points  focaux  sont  conjuguées. 
Pour  ces  dernières  seulement^  la  droite  de  là  congruence  peut 
être  définie  comme  la  polaire  d'une  sphère  variable  ayant  son 
centre  sur  la  surface  donnée.  Ces  congruences  sont  aussi  les  seules 
pour  lesquelles  il  existe  dans  le  plan  tangent  de  (i)  des  droites  {d) 
parallèles  à  (c?)  et  qui  engendrent  des  congruences  dont  les  déve- 
loppables  correspondent  à  leurs  développables.  Si  l'on  désigne 
par  d  et  d' les  distances  des  droites  i^d)  et  {d!)  au  point  P,  on  doit 
avoir,  d'après  une  propriété  établie  plus  haut, 

h 
c£  _  Pr  _  R-h  ],  _  ae-H/j,  _  rt 

^  ~  "PF   ~       R       ~       ^TF"  ~  '"^  T' 

On  voit  donc  que  la  droite  {d')  dépendra  de  la  seule  constante 
-;  par  suite,  dans  chaque  plan  tangent  de  (D),  il  y  aura  un  seul 
faisceau  de  droites  [d!)  parallèles  k  {d);  el  les  distances  mutuelles 
de  ces  droites  conserveront  un  rapport  invariable  lorsque  le  plan 
tangent  variera. 

Si  des  droites  {d)  sont  les  polaires  d'une  famille  de  sphères 
ayant  leur  centre  sur  (i),  cette  propriété  se  conserve,  d'après  le 
théorème  établi  au  n°  758  et  déjà  rappelé  au  n"  938,  lorsque  la 
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surface  se  déforme  en  entraînant  les  sphères.  les  plans  tangents  et 
les  droites  (d).  Par  conséquent,  la  distinction  que  nous  avons 
établie  entre  les  congruences  engendrées  par  les  droites  situées 
dans  les  plans  tangents  de  (2)  subsiste  après  une  déformation 
quelconque  de  cette  surface  :  si  les  droites  (d)  étaient  les  polaires 
d'une  famille  de  sphères,  elles  conserveront  cette  propriété  après 
la  déformation;  elles  ne  pourront  l'acquérir  si  elles  ne  la  possé- 
daient pas.  Nous  pouvons  conclure  de  là  que  : 

Si  deux  droites  parallèles  situées  dans  les  plans  tangents 
de  (i)  engendrent  des  congruences  pour  lesquelles  les  déve- 
loppables  se  correspondent,  elles  conserveront  cette  propriété 
lorsque  {^)  se  déformera  en  les  entraînant. 

Nous  ferons  usage  plus  loin  de  cette  proposition. 

9io.  Revenons  aux  systèmes  cvcliques  et  aux  deux  congruences 
engendrées  par  les  perpendiculaires  abaissées  de  deux  points  M,  M, 
sur  le  plan  tangent  commun  à  (8)  et  à  (Bi).  Le  plan  de  ces  deux  per- 
pendiculaires est  le  plan  projetant  de  la  droite  MM,.  Donc  (n" 936) 
il  touchera  son  enveloppe  au  point  m  où  cette  droite  prolongée  va 
rencontrer  le  plan  de  contact  {fig-  86). 

Donc,  d'après  la  proposition  du  n"  9il,  les  points  focaux  F,  F' 
et  F,,  ¥\{Jig.  ^6)  des  droites  MP  et  M|P,  sont  situés  deux  à 
deux  sur  des  droites  concourantes  en  m;  et  ces  deux  droites  inY , 
m  F'  sont  même  des  tangentes  conjuguées  de  la  surface  lieu  du 
point  m.  Soit  (C)  le  cercle  relatif  au  point  M,  (C|)  le  cercle  relatif 
au  point  M,.  Les  sphères  qui  contiennent  ces  deux  cercles  et  qui 
ont  pour  centre,  la  première  le  point  F,  la  seconde  le  point  F^, 
coupent  le  plan  de  contact  sous  des  angles  o,  ç),  déterminés  par 
les  formules 

MP  Mi  P. 

Les  deux  points  F,  F,  étant  en  ligne  droite  avec  m.  on  aura  évi- 
demment 

tangç  =  tang  =  i. 

Donc,  pour  tous  les  systèmes  cycliques  correspondant  à  la 
triple  infinité  de  points  que  Von  peut  rattacher  à  (8),  les  enve- 
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loppes  de  sphères  engendrées  par  les  différents  cercles  lorsque 
le  centre  instantané  décrit  une  des  courbes  du  système  con- 
jugué commun^  coupent  toutes  sous  le  même  angle  le  plan  de 
contact  de  (0)  et  de  (0|)- 

FiK.   SG. 


Ajoutons  la  remarque  suivante  :  les  rajons  des  deux  cercles (C), 
(Cl)  peuvent  être  pris  égaux  en  grandeur  et  en  signe  aux  or- 
données PM,  Pi  Ml,  multipliées  l'une  et  l'autres  par  i.  Avec  ce 
signe  donné  aux  rayons,  m  est  le  centre  de  similitude  des  deux 
cercles.  L'un  quelconque  des  deux  plans  isotropes  que  l'on  peut 
mener  par  la  droite  MMi  louchera  les  deux  points  sphères  M  et  M  h 
suivant  deux  droites  isotropes  invariablement  liées  au  système 
mobile  et  coupera  le  plan  de  contact  suivant  une  des  tangentes 
communes  menées  de  m  aux  deux  cercles.  Donc  les  deux  points 
de  contact  de  chacune  de  ces  tangentes  décriront  deux  surfaces 
normales  aux  deux  cercles,  et  ces  surfaces  seront  parallèles 
puisque  la  distance  des  deux  points  de  contact  sur  les  deux  cercles 
est  constante  et  égale,  comme  on  le  démontre  aisément,  à  la 
distance  des  deux  points  M,  M|. 


946.  On  peut  compléter  cette  étude  du  mouvement  de  (0) 
sur  (0|),  déterminer  par  exemple  les  points  où  une  surface  inva- 
riablement liée  à  (0)  touche  son  enveloppe,  points  qui  sont  les 
pieds  des  normales  abaissées  du  centre  instantané  sur  la  surface. 


ROULEMENT    DE    DEIX   SURFACES   LUNE   SUR    LAUTRE.  l35 

On  déterminera  de  même  les  points  focaux  de  la  congrnence 
engendrée  par  une  courbe  invariablement  liée  à  (B).  On  peut 
aussi  étudier  la  congruence  engendrée  par  les  courbes  (K)  qni 
sont  les  sections  d'une  surface  (S)  invariablement  liée  au  système 
mobile  par  le  plan  de  contact  de  (0)  et  de  (0|)-  On  reconnaîtra 
aisément  par  la  Géométrie  comment  on  peut  assembler  ces 
courbes  (K)  en  familles  admettant  une  enveloppe.  Nous  nous 
bornerons  à  considérer  avec  Ribaucour  le  cas  où  la  surface  (S)  se 
réduit  à  un  plan  (P)  qui  coupe  le  plan  de  contact  suivant  une 
droite  (d).  Nous  allons  montrer  que  les  développables  de  la  con- 
gruence engendrée  par  cette  droite  correspondent  aux  courbes 
du  système  conjugué  commun  et  que  leurs  points  focaux  sont 
sur  les  tangentes  menées  à  ces  courbes  au  centre  instantané. 

Le  lecteur  fera  aisément  la  démonstration  géométrique.  Nous 
nous  contenterons  d'eniplover  l'analyse. 

Si,  du  point  de  contact  de  (0)  et  de  (0i)  comme  centre,  on  dé- 
crit une  sphère  tangente  au  plan  (P),  la  droite  (rf)  sera  évidem- 
ment la  polaire  de  la  corde  de  contact  de  cette  sphère  avec  son  en- 
veloppe. Pour  retrouver  le  théorème  que  nous  vouions  établir,  il 
suffit  de  se  rappeler  la  proposition  du  n"  47i  et  de  remarquer 
(|u'ici  le  rayon  de  la  sphère  est  une  fonction  linéaire  à  coefficients 
constants  des  coordonnées  .r,  y,  z  définies  au  n"  938.  Par  suite, 
l'équation  ponctuelle  relative  au  système  conjugué  dont  il  est 
([uestion  au  n"  47i  est  bien  celle  à  laquelle  satisfont  a;,  y,  5,  Xx. 
r,,  ^,  et  qui  se  rapporte  au  svstème  conjugué  commun  à  (O) 
età(e,). 

Cette  démonstration  suppose  essentiellement  que  le  plan  (P) 
n'est  pas  isotrope.  Mais  la  proposition  subsiste  même  dans  ce  cas 
exceptionnel.  Il  suffit  de  remarquer  que.  dans  le  cas  général,  on  peut 
prendre  pour  le  rayon  de  la  sphère  non  plus  la  distance  au  plan(P), 
mais  une  quantité  proportionnelle  à  cette  dislance  (n°943),  c'est- 
à-dire  une  fonction  linéaire  à  coefficients  constants  des  coordon- 
nées X,  y,  z  qui,  égalée  à  zéro,  donne  l'équation  du  plan  (  P). 
Ainsi  énoncée,  la  proposition  subsiste  sans  modification  lorsque  le 
pian  (P)  devient  isotrope. 

947.  Si  nous  considérons  deux  pians  parallèles  (P),  (P)  inva- 
riablement liés  au  système  mobile,  nous  obtiendrons  deux  droites 
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(âf),  [d')  dont  les  plans  focaux  seront  nécessairement  parallèles 
et  dont  les  points  focanx  seront  sur  les  deux  tangentes  conjuguées 
de  (0)  et  de  (01  )  i*elatives  au  centre  instantané. 

En  particulier,  si  les  plans  (P),  (P)  sont  isotropes,  les  deux 
droites  (<i),  {d)  sont  normales  l'une  et  l'autre  à  une  surface  (n**  762) 
et  puisque  leurs  plans  focaux  sont  parallèles  ^  deux  des  surf  aces 
normales  à  ces  droites  admettent  la  même  représentation  spké- 
rique  pour  leurs  lignes  de  courbure.  Ces  deux  surfaces  seront 
décrites  par  les  points  d^ intersection  du  plan  de  contact  et  de 
deux  droites  isotropes  parallèles  invariablement  liées  à  (B), 
situées  respectivement  dans  les  plans  (P)  et  (P'). 

Ainsi  la  connaissance  d'un  couple  de  surfaces  applicables  l'une 
sur  l'autre  entraîne  celle  d'une  infinité  de  couples  de  surfaces  ad- 
mettant la  même  représentation  sphérique.  Dans  les  Chapitres  sui- 
vants, nous  établirons  la  réciproque  et  nous  mettrons  en  évidence 
les  relations  qui  existent  entre  le  problème  de  la  représentation 
sphérique  et  celui  de  la  déformation  infiniment  petite,  en  dévelop- 
pant les  résultais  qui  ont  été  indiqués  dès  1882  et  i883  dans  une 
série  de  Gominiinications  faites  à  l'Académie  des  Sciences. 


CHAPITRE  VII. 

LES    SYSTÈMES    CYCLIQLES    ET    LES    SURFACES    APPLICABLES. 


Rappel  des  formules  établies  au  Livre  IV,  Chap.  XV,  et  relatives  au  système  ortho- 
gonal formé  par  les  lignes  de  courbure.  —  Relation  entre  les  deux  équations, 
ponctuelle  et   tangentielle,  relatives  au  système  conjugué  formé  par  ces  lignes. 

—  Détermination  des  surfaces  admettant  la  même  représentation  sphérique 
qu'une  surface  donnée  {-).  —  Rappel  delà  première  solution.  —  Théorème  de 
Ribaucour  qui  montre  que  les  surfaces  cherchées  admettent  pour  normales  les 
cordes  de  contact  dune  famille  de  sphères  ayant  leur  centre  sur  la  surface  [Z). 

—  Déterminatinn  des  systèmes  cycliques  engendrés  par  des  cercles  normaux 
à  (il).  —  Propriétés  géométriques  relatives  aux  systèmes  cycliques.  —  Propo- 
sitions qui  rattachent  la  théorie  de  la  représentation  sphérique  à  celle  de  la  dé- 
formation des  surfaces. —  Détermination  des  systèmes  cycliques  déduite  d'un 
couple  de  surfaces  applicables.  —  Ce  que  deviennent  les  réseaux  I,  II,  III  du 
Chapitre  III  pour  un  couple  de  surfaces  applicables  (6),  (6,).  —  Définition 
nouvelle  de  la  méthode  de  transformation  introduite  au  n"  903  sous  le  nom 
d'inversion  composée.  —  Les  formules  qui  permettent  de  définir  le  roulement 
de  (0)  sur  (©i). —  Détermination  de  tous  les  systèmes  triples  orthogonaux 
pour  lesquels  une  des  familles  est  composée  de  surfaces  à  lignes  de  courbure 
planes  dans  un  système. 


9i8.  Rappelons  rapideiiient  les  résultats  établis  au  Livre  IV. 
Chap.  X\  [II,  p.  338  et  suiv.].  Nous  avons  désigné  par  x,.^■,  z 
les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  variable  d'une  surface 
quelconque  (2),  par  c,  c',  c"  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
en  ce  point  et  nous  nous  sommes  proposé  de  trouver  tous  les 
systèmes  cvcliques  formés  de  cercles  normaux  à  (iV  Pour  cela 
nous  avons  pris  comme  point  de  départ  les  équations  d'Olinde 
Rodrigues 

!ôx        „    de  àv       „   àc  r)z        ^    àc 

do  00  àz  âo  dp  do 

dx        „    «'c  dv        ^    de'  dz        _    de" 

Â »-Ri-^=o.  -^-hR,  ;^=o, hR,;r-=o, 

<7p  I  a^  i  ftz,  1  az  1  az  i  dz  x 

où  c  et  pi  désignent  les  paramètres  des  lignes  de  courbure,  R  et  Rf 
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les  rayons  de  courbure  principaux  de  (2).  Considérons  d'une  ma- 
nière générale  le  syslème 

à\         ,,  ()[J.  O'k         ,^     àfJ. 

(2)  :r  -^^^  )    =  ^^'        T~  -^  *"  T    =  ^■ 

Il  résulte   des  formules  précédentes  qu'il  admet  les  solutions 
particulières 

(     K   —  X.  K   —y,  A   =  S, 

(3) 

mais  nous  avons  aussi  -remarqué  (n"  481)  qu'il  admet  encore  la 
solution  particulière  définie  par  les  équations 

(4)  A  =:  -^ )  ;j.  =  C.K  -+-  c  y  -t-  c  z. 


Si  l'on  élimine  À  entre  les  deux  équations  (2),  on  sera  conduit  à 
l'équation  du  second  ordre 

qui,  devant  admettre  les  solutions  particulières 

c,     c' ,     c",     ex  -+-  c' y  -\-  c" z, 

sera  l'équation  tangentielle  relative  au  système  conjugué  formé 
par  les  lignes  de  courbure  de  (i).  De  même  si,  entre  les  deux 
équations  (2),  on  élimine  f/.,  on  trouvera  que  X  satisfait  à  l'équa- 
tion 

qui  n'est  autre  que  l'équation /)o«cfite//e  relative  au  même  système 
conjugué  puisqu'elle  admet  les  solutions  particulières 

X,    y,     z,     x"- -^  y- -^  z- . 

La  liaison  que  le  système  (2)  établit  entre  ces  deux  équations 
aux  dérivées  partielles  (5)  et  (6)  met  en  évidence  le  fait  suivant  : 
Vintégration  de  Vune  quelconque  des  deux  équations  entraî- 
nera celle  de  Vautre^  qui  s'obtiendra  par  une  simple 
quadrature  à  deux  variables  indépendantes .  Cela  résulte  des 
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formules 

■,.=-/(r^£.,.r.^.,.), 


tout  à  fait  équivaleates  à  ce  système  (2 


9^9.  D'après  cela,  si  l'oa  veut  déterminer  toutes  les  surfaces 
ayant  même  représentation  sphérique  que  (^  — ),  il  suffira  (n"  162) 
de  choisir  une  solution  quelconque  jjl'  de  l'équation  (5)  et  de 
prendre  l'enveloppe  du  plan  défini  par  l'équation 


cX  -i-  c'y  -4-  c'Z 


Mais,  pour  établir  les  relations  géométriques  qui  vont  suivre, 
nous  introduirons,  au  lieu  de  fi',  la  fonction 

•Jl  =  ;ji'  —  (ex  -!-  c  y  -+-  c' z>, 

qui  est  également  une  solution  de  l'équation  (5).  Le  plan  qui 
enveloppe  la  surface  cherchée  aura  donc  pour  équation 

(8)  c<\'  —  x)-i-  c'(Y  —  y)-H  c'(Z  —  z)=ii, 

de  sorte  que  toute  surface  (  i)  avant  même  représentation  sphé- 
rique que  (  — )  sera  définie  par  les  trois  équations 


'9) 

I    àc  .    ,  ,        àc'  ,    ,  Oc' ,    .  i)x 

.    </fil  «Si  O^y  <J?x 

OÙ  x  .  v',  z' désignent  les  coordonnées  du  point  de  (i')  pour  lequel 
le  plan  tangent  est  parallèle  au  plan  tangent  de  (  — )•  Prises  sépa- 
rément, les  trois  équations  précédentes  représentent.  Tune  le  plan 
tangent,  les  deux  autres  les  plans  principaux  de  (—  )• 

950.  Les  formules  que  nous  venons  de  rappeler  permettent  de 
démontrer  presque  immédiatement  un  théorème  de  Ribaucour. 
Associons  à  la  solution  sx  la  fonction  >.  vérifiant  les  deux  équa- 
tions (2)  et  définie  par  la  première  quadrature  (7).  En  multipliant 


c{x' — x)-k-.     c'('v' 

—  y)^     c\z' 

—  Z^^'X, 

<)c  ,    .         ,       àc        . 

,       àc-  .   , 
ào 
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par  Pi  et  R,  respeclivemenl  les  deux  dernières  équations  (9),  on 
pourra  leur  donner  la  forme 

l    àx  .    ,         .        ày  .    ,         .        ôz  .    ,         .        ô\ 

Si  l'on  j  regarde  pour  un  inslanl  x' ,  y',  z'  comme  des  coor- 
données courantes,  ces  deux  équations  représentent  évidemment 
la  normale  à  (— ')•  D'autre  part,  considérons  la  sphère  (S)  définie 
par  l'équation 

(II)  (x'—xy-h{y—yy-i-{z'  —  zy^  —  2i. 

Les  mêmes  équations  (10)  représentent  la  corde  qui  joint  les 
deux  points  de  contact  de  celte  sphère  avec  son  enveloppe.  Comme 
la  sphère  (S)  a  son  centre  au  point  (x,  y,  ^)  qui  appartient  à  (2), 
on  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Étant  données  deux  surfaces  (2),  (i)  ayant  même  repré- 
sentation sphérique,  chacune  peut  être  considérée  comme  nor- 
male aux  cordes  de  contact  d^une  jamille  de  sphères  avant 
leur  centre  sur  Vautre  surface  (^  ). 

Les  deux  familles  de  sphères  dont  il  est  question  dans  l'énoncé 
précédent  ne  sont  même  pas  entièrement  déterminées  quand  on 
connaît  seulement  les  deux  surfaces  (2),  (i').  Considérons,  par 
exemple,  la  sphère  (S)  définie  par  l'équation  (1 1);  son  rayon  ^/ — aX 
dépend  de  X  qui,  lorsque  (2')  est  connue,  c'est-à-dire  lorsque  [t. 
est  donnée,  est  défini  par  la  première  des  quadratures  (■y).  On 
peut  donc  toujours  ajouter  une  constante  à  A,  c'est-à-dire  aug- 
menter d'une  quantité  déterminée  quelconque  les  carrés  des 
rayons  de  toutes  les  sphères  qui  composent  les  familles  dont  il  est 
question  dans  l'énoncé  précédent. 

Le  théorème  de  Ribaucour  conduit  à  une  nouvelle  solution  du 
problème  de  la  représentation  sphérique.  Comme  )-  est  une  solu- 
tion de  l'équation  (6),  c'est-à-dire  de  l'équation  ponctuelle  rela- 


(')   RiBAUoouR,    S«/'    une   propriété    des    surfaces    enveloppes    de    sphères 
{Comptes  rendus,  t.  lAVII,  p.  i33^;  1868). 
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live  au  système  conjugué  formé  par  lesligiies  de  courbure  de  (2). 
on  voit  que  toute  solution  À  de  cette  équation  donnera  les 
normales  à  l'une  des  surfaces  cherchées  ( '-)  par  les  équa- 
tions (lo),  c'est-à-dire  comme  cordes  de  contact  de  la  sphère 
définie  par  Véquation  (n).  Mais  remarquons  que,  pour  avoir 
effectivement  la  surface  cherchée,  et  non  plus  seulement  ses  nor- 
males, il  restera  à  déterminer  p.  parla  seconde  des  quadratures  (7). 
La  constante  introduite  par  cette  quadrature  fournira  toutes  les 
surfaces  admettant  les  mêmes  normales. 

951.  Nous  avons  vu  au  n"  482  qu'à  chaque  système  cyclique 
formé  de  cercles  normaux  à  (2)  on  peut  associer  un  système  X,  fx 
de  solutions  du  svstéme  (2)  et  vice  versa.  Etudions  les  relations 
géométriques  entre  ce  système  cyclique  et  le  couple  des  surfaces 
(2),  (2^,  admettant  la  même  représentation  sphérique  et  corres- 
pondant à  la  solution  [x. 

Soient  ifig.  87)  M  et  M'  deux  points  correspondants  quel- 
conques des  surfaces  (  i),  (i');  MR.  M  Ries  deux  normales  en  ces 
points  aux  deux  surfaces,  normales  nécessairement  parallèles. 
Reprenons  les  équations  (69)  et  (6o^  données  aux  n^'^-iSl,  i82 
[II,  p.  34.]       . 

/  (?'-»-  ui) [(X  —  a:)»  -H(Y  — ^)s-j-(Z  —  zY-' 

-i-2X[     c(X  — a:)-H     c'(Y — .k)h-     c'(Z  — -)]=o. 

^  (X  -  x)î  +  (Y  -yy.^(^L-zY] 


^[(X-xV~(Y-v)î-h(Z-=)^: 

[âc  ._.         ,        àc    -.         ,        àc'  1 

-T—  (X  —  XI  -H  -r—  <  \  —  r j  -(-  -T—  (  Z  —  ::  I    =  o. 
à?i  '       dpi  '         -  c^pi  J 


équations  qui  font  connaître  les  coordonnées  X,  \ ,  Z  d'un  point 
variable  en  fonction  des  trois  variables  p,  pj,  oj.  Nous  avons  vu 
que  les  valeurs  de  p,  pi,  pa  tirées  de  ces  trois  équations  sont  les 
paramètres  des  trois  familles  qui  composent  le  système  ortho£;onal. 
Si  nous  considérons  seulement  les  deux  dernières  équations  <  i2\ 
elles  représentent,  pour  chaque  svstème  de  valeurs  de  0  et  de  o,. 
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un  cercle  (C)  normal  en  M  à  (i),  cercle  qui  engendre  le  système 
cyclique  considéré.  La  sphère  représentée  par  la  première  des 
équations  (12)  admet,  lorsque  p  et  p^  varient,  une  enveloppe  à 
deux  nappes  qui  se  compose  de  la  surface  (li)  et  d'une  des  sur- 
faces normales  à  toutes  les  positions  du  cercle  (C).  L'ensemble 

Fis;.  S-. 


de  ces  enveloppes  forme  la  famille  des  surfaces  de  paramètre  po. 
Prises  séparément,  la  deuxième  et  la  troisième  équation  repré- 
sentent deux  sphères  orthogonales  se  coupant  suivant  le  cercle  (C) 
et  tangentes  e/i  tous  les  points  de  ce  cercle  aux  enveloppes  de 
sphères  (E),  (E,  )  qui  constituent  la  deuxième  et  la  troisième 
famille  de  notre  système  orthogonal.  Par  exemple,  pour  obtenir 
toutes  les  enveloppes  (E)  de  paramètre  p,  on  peut  éliminer  p^ 
entre  les  deux  dernières  équations  (12)  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose  quant  au  résultat,  prendre  l'enveloppe  de  la  sphère  définie 
par  la  seconde  équation  en  faisant  varier  pi  seulement.  Tous 
ces  résultats  sont  acquis  et  ont  été  démontrés  au  Livre  IV, 
Ghap.   XV.   Comme  d'ailleurs  on  peut  toujours  se  donner  arbi- 
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trairement  la  surface  (  — ),  il  est  clair  que  les  équations  précédentes 
définissent  le  système  cyclique  le  plus  général  rapporté  à  l'une 
quelconque  des  trajectoires  orthogonales  de  tous  les  cercles, 
pourvu  que  l'on  choisisse  pour  X  et  ft  les  solutions  les  plus  géné- 
rales du  système  (2)  relatif  à  la  surface  (i). 

952.  Tous  ces  points  étant  rappelés,  reprenons  les  deux  der- 
nières équations  (9)  qui  définissent  la  normale  à  la  surface  (i') 
et  comparons-les  aux  deux  dernières  (12)  qui  représentent  le 
cercle  (C).  On  passe  des  unes  aux  autres  par  la  substitution 


\  — X       ^  — .»        /.  —  ;       (  X  — X.-  — .  \  —  vv--^,  Z  —  -  ,-- 

Ces  formules  considérées  comme  établissant  une  relation  entre 
les  deux  points  (X,  Y,  Z)  et  (j/,^"^,  5')  définissent  évidemment  une 
inversion  dont  le  pôle  est  le  point  M  et  dont  le  module  est  y  —  2/.. 
cest-à-dire  dont  la  sphère  principale  est  la  sphère  (S).  Cette 
même  substitution,  appliquée  à  la  première  des  équations  (12),  la 
transforme  de  même  dans  la  suivante 

(i3)  c(x' —  x)-i-  c'{y' — v) —  c'{z' —  -)=  [J-  —  ?î; 

c'est  Féqualion  d'un  plan  qui  envelopppe  une  surface  (i")  parallèle 
à  (2')  et  menée  à  la  distance  oo  de  (2').  On  peut  donc  énoncer  le 
♦héorème  suivant  : 

Étant  données  deux  surfaces  {!>),  (2')  qui  ont  la  même 
représentation  sphérique,  soient  M,  M'  deux  points  correspon- 
dants pris  respectivement  sur  ces  deux  sur/aces.  La  normale 
en  ^M  peut  toujours  être  considérée  comme  la  corde  de  contact 
d'une  sphère  (S)  ayant  son  centre  en  M  et  dont  le  rayon  y/ — 2/. 
dépend  de  la  quadrature  qui  détermine  À.  La  figure  inverse 
de  cette  normale  par  rapport  à  la  sphère  (S)  est  un  cercle  (G) 
dont  les  différentes  positions  engendrent  un  système  cyclique.' 
Ce  cercle,  évidemment  normal  en  M  à  (2),  passe  par  les  points 
d'intersection  P  et  Q  de  la  sphère  (S)  et  de  la  normale  en  M'. 
Les  différents  points  m',  m"  de  ce  cercle  qui  sont  les  inverses 
de  M  ou  de  tout  autre  point  M"  de  la  normale  situé  à  une 


l44  LIVRE   VIII.    —    CHAPITRE   VII. 

distance  invariable  de  M'  engendrent  les  différentes  surfaces 
normales  à  toutes  les  positions  du  cercle  (G).  Enfin  les  deux 
sphères  qui  sont  les  inverses  des  plans  principaux  de  {1!)  sont 
celles  qui  touclient  les  deux  enveloppes  de  sphères  (E),  (Ei) 
auxquelles  appartient  le  cercle  (C),  enveloppes  qui  sont 
engendrées  par  ce  cercle  lorsqu'il  se  déplace  de  telle  manière 
que  le  point  M  décrive  une  des  lignes  de  courbure  de  (2).  Les 
centres  de  ces  deux  sphères  sont  évidemment  au  point  de  ren- 
contre des  tangentes  principales  de  {^)  en  M  et  de  Vaxe  du 
cercle  (C). 

953.  Il  résulte  de  cette  première  proposition  qu'à  tout  couple 
de  surfaces  (i),  (i')  admettant  la  même  représentation  sphérique 
on  peut  faire  correspondre  une  infinité  de  systèmes  cycliques 
formés  de  cercles  normaux  à  (2);  car  on  peut  toujours  ajouter 
une  constante  arbitraire  à  la  fonction  X. 

Cette  proposition  peut  d'ailleurs  revêtir  une  autre  forme  si  l'on 
considère  comme  connu  un  système  cyclique,  engendré,  par 
exemple,  par  le  cercle  (C),  et  si  l'on  envisage  trois  trajectoires 
orthogonales  quelconques  (D),  (2|),  (I^a)  de  ce  cercle. 

Soient  {fig.  8^)  M,  m\  m"  les  points  où  ces  trois  surfaces 
coupent  le  cercle  (C).  La  première  (2)  pourra  toujours  jouer  le 
rôle  de  la  surface  de  même  nom  dans  l'énoncé  précédent;  la 
connaissance  des  deux  points  m',  m"  nous  permettra  de  reconsti- 
tuer toute  la  figure  et  de  retrouver,  en  particulier,  les  points 
M',  M". 

En  effet,  dans  le  plan  du  cercle  (C),  la  droite  M'M"  sera 
évidemment  déterminée  par  la  condition  d'être  parallèle  à  la  tan- 
gente en  M  au  cercle  (C)  et  d'avoir  le  segment  M'M"  intercepté 
entre  les  droites  concourantes  Mtu',  Mm"  égal  à  une  longueur 
constante  quelconque  pa-  Cette  droite  sera  normale  aux  sur- 
faces (i'),  (2")  décrites  par  les  points  M',  M",  et  ces  deux  surfaces 
parallèles  admettront  pour  leurs  lignes  de  courbure  la  même 
représentation  sphérique  que  (D).  Leur  normale  commune  M'M" 
sera  la  corde  de  contact  de  la  sphère  variable  de  centre  M  qui 
passe  par  l'intersection  de  cette  normale  même  et  du  cercle  (C). 

Quand  on  fei-a  varier  la  constante  p2,  toutes  les  surfaces  décrites 
par  le  point  M'  seront  celles  que  l'on  obtiendrait  en  multipliant  la 
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fonction  fx  par  uae  constante  quelconque,   dans  l'équation  (8), 
ce  qui  est  évidemment  permis. 

954.  Ces  propositions  préliminaires  une  fois  établies,  revenons 
à  l'élude  que  nous  avons  interrompue  à  la  fin  du  Chapitre  précé- 
dent. Etant  données  deux  surfaces  (i).  (i')  de  même  représenta- 
tion sphérique.  soient  (d),  {d')  leurs  normales,  nécessairement 
parallèles,  en  deux  points  correspondants.  Le  plan  (P)  de  ces 
deux  droites  enveloppe  une  surface  que  nous  désignerons  par  (0<). 
Quand  la  surface  (6,  )  se  déformera  en  entraînant  les  deux  droites, 
elles  ne  cesseront  pas,  dans  leurs  nouvelles  positions,  d'être  nor- 
males à  des  surfaces  (n"  760)  et,  de  plus,  les  développables 
qu'on  peut  former  avec  elles  ne  cesseront  pas  de  se  correspondre 
in"  944).  Nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante, 
due  à  Ribaucour ( ' )  : 

Quand  deux  sur/aces  (2),  (i')  admettent  la  même  repré- 
sentation sphérique,  le  plan  des  normales  correspondantes 
emeloppe  une  surface  (©i)-  *^*  ^^  surface  <  B^)  se  déforme  en 
entraînant  les  deux  normales  dans  ses  différents  plans  tan- 
gents, celles-ci  ne  cessent  pas  d'être  normales  à  des  surfaces 
admettant  la  même  représentation  sphérique. 

Mais  il  importe  d'examiner  surtout  un  cas  particulier  de  celte 
déformation.  Construisons  le  cercle  (C)  défini  plus  haut,  normal 
en  M  à  (i)  et  déformons  la  surface  (0,)  de  telle  manière  que 
l'une  des  sphères  de  rayon  nul  passant  par  le  cercle  (C)  se 
réduise  à  un  point  fixe  A  invariablement  lié  à  la  forme  nouvelle 
(B)  de  ('©,).  Si  l'on  fait  rouler  la  surface  (8)  sur  (Qi)*  ^^  point 
M  sera  toujours  sur  une  droite  isotrope  passant  par  A  et  invaria- 
blement liée  à  (0)  (n°'  936  et  947);  la  normale  en  M  à  la  sur- 
face (1)  sera  l'intersection  du  plan  de  contact  de  (0)  et  de  (0,) 
par  un  plan  isotrope  déterminé  (I)  du  système  mobile,  plan 
qui  sera  tangent  au  point-sphère  A  suivant  la  génératrice  iso- 
trope AM  (n"  936).  Enfin,  les  seules  droites  parallèles  à  (d) 
situées  dans  le  plan  de  contact,   et  qui  pourront  engendrer  des 

(')  Ribaucour,  Xote  déjà  citée  plus  haut  ^p.  127]. 
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congruences  donl  les  développables  correspondent  à  celles  de  la 
congrnence  des  normales  à  (2i),  seront  les  intersections  du  plan 
de  contact  par  des  plans  isotropes  détermines,  parallèles  au  plan  (I) 
de  la  ligure  mobile  (n"*  936  et  94i).  Comme  l'on  connaît  une  de 
ces  droites,  qui  est  la  normale  à  {!')  en  M',  on  voit  que  cette 
droite  {d')  sera  elle  aussi  dans  un  plan  isotrope  déterminé  (I')  du 
système  mobile,  plan  qui  sera  parallèle  au  premier  (I).  Ainsi,  nous 
obtenons  le  résultat  suivant,  également  remarqué  par  Ribaucour  : 

Etant  données  deux  surfaces  qui  ont  la  même  représenta- 
tion sphérique ^  si  la  surface  (0|)  enveloppe  du  plan  qui  con- 
tient leurs  normales  en  des  points  correspondants  se  déforme 
en  entraînant  ces  droites,  elles  ne  cessent  pas  d^être  normales 
à  des  surfaces  ayant  la  même  représentation  sphérique;  et  il 
existe  une  déformation  (0)  de  (0i)  dans  laquelle  les  droites 
sont  amenées  à  décrire  deux  plans  isotropes  parallèles. 

953.  Il  résulte  de  ces  propositions  que,  si  tout  couple  de  sur- 
faces applicables  conduit  (n"  947)  à  une  infinité  de  couples  de 
surfaces  admettant  la  même  représentation  sphérique,  inverse- 
ment tout  couple  de  surfaces  admettant  la  même  représentation 
sphérique  fournit  une  infinité  de  couples  de  surfaces  applicables. 
Il  ne  sera  pas  inutile  d'insister  sur  la  nature  et  l'étendue  des  opé- 
rations par  lesquelles  on  déduit  l'un  de  l'autre  le  couple  de  sur- 
faces applicables  et  le  couple  de  surfaces  admettant  la  même 
représentation  sphérique. 

Si  l'on  part  d'abord  du  couple  de  surfaces  applicables  (0), 
(0i),  nous  avons  vu  (n"  947)  que,  pour  obtenir  deux  surfaces 
admettant  la  même  représentation  sphérique,  il  faut  faire  rouler 
(0)  sur  (0|)  et  prendre  les  points  d'intersection  avec  le  plan  de 
contact  de  deux  droites  isotropes  parallèles,  invariablement  liées 
à  (0).  Ces  deux  points  d'intersection  décrivent  les  surfaces  cher- 
chées (2),  (i').  Toutes  les  opérations  par  lesquelles  on  les  obtient 
n'exigent  donc  aucune  intégration  et  introduisent  les  cinq  con- 
stantes arbitraires  dont  dépend  la  position  des  deux  droites  iso- 
tropes parallèles. 

936.  Supposons,  au  contraire,  qu'on  se  donne  les  surfaces  (i), 


i 
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(i')  admettant  la  même  représentation  sphérique,  el  conservons 
toutes  les  notations  employées  au  début  de  ce  Chapitre.  Il  faudra 
d'abord  construire  les  cercles  (C)  normaux  à  (i)  et,  par  consé- 
quent, effectuer  la  quadrature  qui  détermine  À  ;  mais,  cette  quadra- 
ture une  fois  obtenue,  il  ne  restera  plus  à  faire  que  des  différen- 
tiations    et    des   éliminations.    En   effet,   lorsqu'on  a  un  système 
cyclique  et  les  trajectoires  orthogonales  des  cercles  qui  le  com- 
posent, la  surface  (8<)  est  l'enveloppe  des  plans  des  cercles.  Quant 
au  système  mobile  formé  de  la  surface  (0)  qui  roule  sur  (0,)  et 
des   points   qui    lui  sont  invariablement  liés,   on  le  déterminera 
comme  il  suit.  Nous  en  connaissons  un  premier  point  O  qui  est 
l'un  des  points-sphères  passant  par  le  cercle  (  C  ).   Si  m    et   m 
désignent  les  points  où  ce  cercle  est  coupé  par  deux  de  ses  trajec- 
toires orthogonales,  les  plans  isotropes  touchant  le  point-sphère  O 
suivant  les  droites  O  m.  Om  sont  des  plans  déterminés  du  svstéme 
mobile   se   coupant  suivant  une  droite  invariablement  liée  à  ce 
système.  On  pourra  ainsi  obtenir,  en  nombre  aussi  grand  qu'on 
le  voudra,  des  droites  passant  par  le  point  O  du  svstème  mobile. 
Trois   de   ces   droites   forment   un   trièdre   invariable  auquel  on 
pourra  rattacher  un  trièdre  trirectangle:  et  les  dislances  du  point 
où  (0,)  touche  le  plan  du  cercle  (C)  aux  trois  faces  de  ce  trièdre 
trirectangle  ne  seront  autres  que  les  coordonnées  du  point  corres- 
pondant de  la  surface  cherchée  1^0),  rapportée  à  des  axes  inva- 
riablement liés  à  cette  surface.  Cette  surface  sera  ainsi  déterminée 
sans  aucune  quadrature  nouvelle. 

Si  l'on  substitue  aux  surfaces  (i),  (i'")  celles  que  l'on  obtien- 
drait en  remplaçant  successivement,  dans  l'équation  (8)  du  plan 
tangent,  [j.  par  une  fonction  linéaire  quelconque  des  solutions  c, 
c',  c" ,  IX,  ex  -f-  c'y  -r  c'-z.  on  verra  facilement  qu'ici  encore  on 
peut  introduire  cinq  constantes  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  faire 
une  nouvelle  intégration. 

937.  D'après  les  remarques  précédentes,  ce  sont  les  svstémes 
cycliques  qui  établissent  le  lien  entre  les  deux  théories,  au  premier 
abord  si  éloignées,  de  la  déformation  des  surfaces  et  de  la  repré- 
sentation sphérique.  On  peut  obtenir  de  tels  svstémes.  soit  en 
partant  d'un  couple  de  surfaces  applicables  (0),  i0|),  soit  en 
prenant  comme  point  de  départ  un  couple  de  surfaces  admettant 
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la  même  représentation  sphérique  pour  leurs  lignes  de  courbure. 
En  développant  les  calculs  qui  permettent  de  les  faire  dériver  d'un 
couple  de  surfaces  applicables,  nous  allons  rencontrer  quelques 
relations  qui  viendront  s'ajouter  utilement  aux  propositions  déjà 
trouvées  ou  qui  permettront  l'application  des  méthodes  indiquées 
dans  les  Chapitres  précédents. 

A  cet  effet,  envisageons  d'abord  deux  surfaces  (S),  (Si),  se 
correspondant  avec  orthogonalité  des  éléments  linéaires;  et  con- 
servons toutes  les  notations  du  Chapitre  III.  Si  l'on  pose 


(i4) 


X    =^    X'  -+-    X';-, 

y  =  Y'  -4-  \\  , 


(i4') 


^1  =  X'i 

-X', 

j'i=y; 

-Y', 

;3 1  =  Z  j 

—  Z'; 

ce  qui  donne 

X',  = 
(i5)  /Y;=. 

'   Z'  — 


.T 

-+- 

.r, 

2 

Y 

-4- 

.l'i 

2 

■^ 

X  = 


(,ô')      yY-=-i-n 


Z'  = 


les  deux  surfaces  (0),  lieu  du  point  (X',  Y',  Z'),  et  (0i),  lieu 
du  point  (X'j,  \'j,  Z'j),  seront  applicables  l'une  sur  l'autre.  Cela 
résulte  immédiatement  de  l'identité 

dx  clxi  -f-  dy  df]  -\-  dz  dzi  —  d\\-  -+-  d\'f  -+-  d7.'f  —  dX'-  —  dY'^  —  dZ'-. 

La  surface  (0,)  est  décrite  par  le  milieu  du  segment  MM,  qui 
réunit  les  points  homologues  M,  M,  de  (S)  et  de  (S,);  la  sur- 
face (0)  est  le  lieu  de  l'extrémité  du  segment  égal  à  la  moitié  de 
M|M,  partant  de  l'origine  des  coordonnées.  Les  deux  surfaces 
s'échangent  l'une  dans  l'autre  lorsque  l'on  change  le  signe  de  Xt, 
y.\,  ^1,  c'est-à-dire  lorsque  l'on  remplace  la  surface  (Si)  par  sa 
symétrique  relative  à  l'origine  des  coordonnées. 

Considérons  la  sphère  (U)  passant  par  l'origine  des  coor- 
données et  décrite  du  point  (X',  Y',  Z')  comme  centre.  Lorsque 
l'on  fera  rouler  la  surface  (0)  sur  la  surface  (0i),  cette  sphère 
entraînée  avec  la  surface  (0)  aura  son  centre  au  point  (X'^,  Y'j,  Z'^); 
et  nous  avons  vu  (n'*  938)  que  les  points  où  elle  touchera  son 
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enveloppe  seront  les  centres  de  sphères  de  rayon  nul  coupant  le 
plan  tangent  à  i  6  »  suivant  un  même  cercle  (C)  qui  engendrera  un 
système  cyclique.  L'équation  de  la  nouvelle  position  (Ui)  de  la 
sphère  (U)  est  évidemment 

c6)  (X  —  \\ )s ^  ( Y  —  Y'i )î ^  (^ Z  —  Z\  y-  =\--r-  Y'i ^  Z'î : 

ou.  en  remplaçant  X',  X'j,  ...  par  leurs  valeurs  (iS), 

(^17)     (\  —  x)  (\  —  Xi)  -h  {\'  —  y }  {\  —  Vi  >  -h  {Z  —  z)  (Z  —  zi)  =  o. 

Cette  équation  réprésente  évidemment  la  sphère  décrite  sur  le 
segment  MM|  comme  diamètre.  Les  points  où  elle  touche  sou 
enveloppe  s'obtiendront  en  joignant  à  l'équation  précédente  sa 
différentielle  totale 

(X  —  -r)  dxi  -+-  (Y  — ^)t/>'i  -H  I  Z  —  z)dzi 
-h  (X  —  .ri  »  dx  -^  I  Y  —  Vi )  dy  -^  tZ  —  Zi)  dz  —  o. 

En  tenant  compte  des  relations  (5)  [p.  49]  entre  les  différen- 
tielles dx,  dx^..  ...  on  peut  donner  à  cette  dernière  équation  la 
forme  suivante 

[X  —  X  —  c(Y — yi)-^b(Z  —  Zi)\dxx 
-+-[Y  —  y  —  a{Z  —  Zi)  -)-c(X  —  Xi)\dyi 
-h[Z  —  :;  —  bi\  — Xi)  -t-  a(Y  — jki)]  dzy  —  o. 

et  comme  dx^^  dy^,  dz^  sont  reliés  uniquement  par  l'équattOD 

ai  d/xi -f- 61  â^»'i -î- Cl  </i;i  =  o, 

on  aura  nécessairement 

(18)  X-.r-..Y-r,,-/..Z-.,, 
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Ces  deux  équations  représentent  la  corde  de  contact  de  la  sphère 
avec  son  enveloppe.  On  pourra  les  remplacer  par  les  deux  sui- 
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vantes 

(19) 


X  — ^, 

-c,(Y 

-j)  +  è,(Z- 

-^) 

v-.r, 

—  «ifZ  - 

a 

-z)-hCiiX- 

-  x') 

z  -  3, 

-h,{X- 

b 

—  ic  )  -f-  ai  (  Y  - 

-y) 

qui   s'en   déduisent   immédiatement  si  l'on  échange,   ce  qui  est 
permis,  les  points  M  et  Mi  ou  bien  les  surfaces  (S)  et  (S)). 

938.  Avant  de  poursuivre  le  calcul  et  de  déterminer  les  points 
d'intersection  de  la  droite  précédente  avec  la  sphère  (U,),  remar- 
quons que  cette  droite  est  nécessairement  perpendiculaire  au 
plan  tangent  de  la  surface  (0|)-  Cette  remarque  nous  fournit  un 
moyen  d'obtenir  la  direction  de  ce  plan  tangent  et  un  calcul  facile 
donne,  pour  les  cosinus  directeurs  Ci,  C'i,  C"  de  la  normale  à  la 
surface  (0|)  les  expressions  suivantes 

/  y'^^i  Cl  =  a  —  CTi  -f-  ftci  —  chx 
('■Ao)  <   ^'KKiC,  =  6  — Al -f-cai — aci, 

(   V  KKi  Cj  =  c  —  Ci  H-  ah^  —  6«i, 


où  l'on  a  posé,  pour  abréger, 

(21) 


K  —  I  -f-  a2  -+-  62  -t-  c"- 

K]  =  I  -H  a\  -I-  ^î  -h  c\. 


Gomme  on  passe  de  la  surface  (0i)  à  la  surface  (0)  en  chan- 
geant le  signe  X\^  ri,  ;,,  a,  «<,...,  un  calcul  analogue  donnera, 
pour  les  cosinus  directeurs  C,  C,  G"  de  la  normale  à  cette  surface, 
les  expressions  suivantes 

[   ^'KK 1  C  =  r<  —  (Il  —  hci  H-  c^i, 

(22)  J  ^kk]C'=  6— 61  — crti-H  «Cl, 

[   ^  KKi  (7'=  c  —  Cl  —  (th\  -f-  A«i, 

où  le  signe  des  radicaux  a  été  choisi  de  telle  manière  que  les 
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portions  positives  des  deux  normales  soient  du  même  côté  par 
rapport  aux  surfaces  (O),  (8^)  ('). 

959.  Ces  expressions  des  cosinus  directeurs  des  normales  aux 
deux  surfaces  (8),  (^i)  nous  conduisent  à  la  proposition  sui- 
vante : 

En  calculant  les  différentielles  <fC,.  d\\  et  tenant  compte  de 

la  relation 

C, dX\  -+-  Cj  <A",  -4-  C'  ^Z',  =o, 

on  formera  l'identité 

=  V  f/(ji  rLr  —  <ix\\  —  V  da\ ydjc  -f-  dx\  i 


(23) 


a  dni  f/jr  -+-  dxi 
b  dbi  dy  ■+-  dvi 
c     dc\      dz  -i-  dzi 


«I  da  dur  -^  djc\ 
bi  db  dv  —  dy\ 
Cl      dr      dz  H-  dzi 


Si  l'on  remarque  que  les  relations  différentielles  (5)  et  (45)  du 
Chapitre  III  conduisent  à  des  identités  telles  que  les  suivantes 


a  dai  dxi 

b  dbi  dvi 

c  dcx  dzi 

a  dui  dx 

b  dbi  dy 

c  dci  dz 


=  ^doidx, 

=  —  I  o-  —  b-  -r-  c-}  V  dai  dxi 


on  donnera  à  la  relation  (aS)  la  forme  suivante 

(24)  ay  KKi  V  dCidSJi  =  Ki^da  dx  —  ï^  \  daidxi. 


Cl  Les  relations  différentielles  entre  x,y.  :,  J"i.  if  -...  ne  changent  pas  si  l'on 
remplace  t.,  y^.  ^i  par  Ax,,  fiy^.  hz^;  a.,  b^.  c,.  par  /ja,.  fib^.  hc^  et  a,  b.  c  par 

1,'  T'  h'  ^  désignant  une  constante  quelconque.  Si  cette  constante  devient  très 

petite,  X,,  ^-,,  ^i  deviennent  très  petites  et  les  deux  surfaces  (O),  (6,)  viennent 
se  confondre.  Il  faut  donc  que  les  expressions  (21)  et  (22)  des  cosinus  se  rap- 
prochent, ce  qui  entraine  la  détermination  du  signe  pour  les  secondes  (22). 
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conduit  aux  trois  équations 

[    \— .{■— c{Y —yi)-h  bri  —  zi)  =  o, 

(■27)  (  Y  —  ■}■  —  rt(Z  —  ^i)  -4-  c{\  —-  xi)  =  o, 

(  L  —  z  —  b{X  —  a-i)  -+-  a{\  —  Vt)  —  o, 

qui  déterminent  l'un  des  deux  points  de  contact  cherché.  Le 
second  sera  défini  par  les  équations  analogues 

.    \—Xi  —  Ci  {Y  —y)-hbi{Z  —  z)  —  o, 
(28)  .  .y  _,j_,,j(Z  _;)_,_  Cj(X  —  aO  =  o, 

(   Z  —  -1—  61  (X  —  x)-h(ii{Y  —y)  =  o, 

de  sorte  que  l'un  et  l'autre,  comme  il  était  aisé  de  le  prévoir,  se 
déterminent  rationnellement.  Remarquons  que  le  premier  est 
dans  le  plan  tangent  de  (S),  comme  il  résulte  de  l'équation 

a(X  —  x)  -¥-  b{Y  —  y)  -+-  c(Z  —  ;)  =  o, 

conséquence  des  formules  (27);  et  que  le  second  est.  de  même., 
dans  le  plan  tangent  de  (Si).  Nous  expliquerons  plus  loin  ce 
lait  si  curieux. 

962.  La  sphère  (Ui),  que  nous  avons  été  conduit  à  introduire 
dans  la  théorie  précédente,  donne  naissance  à  quelques  propriétés 
parmi  lesquelles  nous  signalerons  la  suivante  : 

Les  points  où  elle  coupe  la  droite  d'intersection  des  plans  tan- 
gents à  (S)  et  à  (Si  )  sont  dans  les  plans  focaux  de  la  droite  MM, 
qui  réunit  les  points  correspondants  de  (S)  et  de  (S^). 

Mais  nous  préférons  insister  sur  le  rôle  qu'elle  joue  dans  l'in- 
version composée. 

Reprenons  les  formules  données  au  n"  903  et  qui  définissent 
celte  transformation.  Étant  donnés  deux  points  M,  M,  dont  les 
homologues  soient  M'.  M'j  ;  considérons  les  deux  sphères  (V)  et  (  V) 
décrites  respectivement  sur  MM,  et  sur  M'M'j  comme  diamètres. 
Ces  deux  sphères  sont  les  inverses  l'une  de  l'autre  relativement  à 
l'inversion  simple  que  l'on  obtiendrait  en  supposant,  dans  les 
formules  (16)  [p.  80  J,  que  les  deux  points  distincts  (a?,  r,  z) 
et  {x^.,  y^,  5,)  soient  amenés  à  coïncider.  Admettons  ce  résultat 
dont  la  vérification  est  aisée  :  nous  voyons  qu'on  peut  en  déduire 
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uae  réduction  de  l'iaversion  composée  à  l'iaversion  ordinaire.  En 
effet,  pour  définir  linversion  composée  par  laquelle  on  transforme 
un  système  de  deux  points  M.  M,,  on  décrira  sur  MM,  comme 
diamètre  une  sphère  (V)  et  l'on  prendra  la  transformée  (V)  de 
cette  sphère  dans  une  inversion  ordinaire.  Cette  sphère  (V')  aura 
un  diamètre  unique  dont  les  extrémités  M',  M,  seront  sur  les 
droites  OM,,  OM  qui  joignent  les  points  M,,  M  au  pôle  de  l'in- 
version; et  le  segment  M'  M',  sera  celui  qui  doit  correspondre 
à  MM,,  dans  l'inversion  composée  telle  qu'elle  a  été  définie 
au  n»  903. 

Il  résulte  de  cette  nouvelle  définition  que,  lorsque  Ion  appli- 
quera Vinversion  composée  aux  deux  surfaces  (Su  (Si),  on 
soumettra  en  réalité  les  sphères  (Lj)  à  une  inversion  simple. 
11  en  sera  donc  de  même  pour  les  points  de  contact  de  ces  sphères 
avec  leurs  enveloppes,  pour  les  sphères  de  rayon  nul  qui  ont  leurs 
centres  en  ces  points  et,  par  suite  aussi,  pour  les  cercles  qui 
composent  le  système  cyclique  dérivé  de  iS)  et  de  (S,). 

963.  11  sera  évidemment  très  utile  pour  les  applications  de 
pouvoir  représenter  d'une  manière  simple  le  roulement  de  deux 
surfaces  applicables  l'une  sur  l'autre.  Or  les  résultats  que  nous 
avons  donnés  au  Chapitre  lïl  nous  conduisent,  pour  définir  ce 
déplacement,  à  des  formules  de  la  plus  grande  simplicité. 

Reprenons,  par  exemple,  les  équations  (|6)  [p.  66]  qui  défi- 
nissent la  surface  (2<).  Si  nous  y  remplaçons  -c,  x,,  ...  par  leurs 
expressions  {  i4^  en  X'.  X',,  ....  leurs  seconds  membres  prennent 
la  forme 


A,  :  =  \',  —  \—  r,.  Y',  -+-  Y')  -+-  6,(Z',  -+■  Z'\ 
(29)    <  y^  —  ai  z  ~  Cij-  =  Y.  —  Y  —  o<jZ.\  -*-  Z' )  -i-  Ci  (X',  -+-  X'). 


l  x,  —  c,  r  ^  A,  :  =  \',  —  X 

<  y  \  —  a^z  —  cxx  —  Y .  —  Y 

f  ^1  —  bix  -r-a\Y  =  Z'i  —  Z  —  ^ii'X'i  -+-X')  -+-  ai(Y.  —  Y 


Or  écrivons  ces  formules  comme  il  suit 

<  X -i-c,Y  — 6,Z  =^  X', —.r,  —c,i  Y, —  >-)-»- 6i(Z',— ::), 

(Bo'ï    i  — CiX'-r-     Y'-t-f/iZ'=      ciiX',  —  jTi-i-        Y',  —  r, — «i(Z',  —  z^, 

'  H-AiX'  —  «■T.Y—      Z  =  —  6i(X',  —  j-i-i-«|iY'. — .«"-^       Z'i — -1. 

et  considérons- y  pour  un  instant  X',  \\  1!  et  X',,  \\y  Z',  comme 
des  coordonnées  variables,  tandis  que  nous  attribuerons  des  valeurs 
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conduit  aux  trois  équations 

(   X— X— c(Y— Vi)-hè(Z— ^i)  =  o. 

(•^7)  <  Y  —  j-  —  rt(Z  —  Zi)  -h  c(X  —  a^i  j  =  o, 

(  Z  —  z  —  b{X  —  .ri)  -4-  a(Y  —  Vj)  —  o. 

fjui  déterminent  l'un  des  deux  points  de  contact  cherché.  Le 
second  sera  défini  par  les  équations  analogues 

.    X— .ri  — cj  (Y  —  >-)-+- 6,  (Z  —  z)  =  o, 

(28)  .  .Y__,i_,,j(Z  — ;)-+- ej(X  — X-)  =  o, 

(   Z  —  ;i— 61  (X  —  .z-)-h«i(Y— j)  =1  o, 

de  sorte  que  l'un  et  l'autre,  comme  il  était  aisé  de  le  prévoir,  se 
délerininenl  ratio7inellement.  Remarquons  que  le  premier  est 
dans  le  plan  tangent  de  (S),  comme  il  résulte  de  l'équation 

a(X  —  a;)H-6(Y— j-)-i-c(Z  —  ;)  =  o, 

conséquence  des  formules  (27);  et  que  le  second  est.  de  même, 
dans  le  plan  tangent  de  ip^).  Nous  expliquerons  plus  loin  ce 
fait  si  curieux. 

962.  La  sphère  (Ui),  que  nous  avons  été  conduit  à  introduire 
dans  la  théorie  précédente,  donne  naissance  à  quelques  propriétés 
parmi  lesquelles  nous  signalerons  la  suivante  : 

Les  points  où  elle  coupe  la  droite  d'intersection  des  plans  tan- 
gents à  (S)  et  à  (Si)  sont  dans  les  plans  focaux  de  la  droite  MM, 
qui  réunit  les  points  correspondants  de  (S)  et  de  (S^  ). 

Mais  nous  préférons  insister  sur  le  rôle  qu'elle  joue  dans  l'in- 
version composée. 

Reprenons  les  formules  données  au  n"  903  et  qui  définissent 
celte  transformation.  Etant  donnés  deux  points  M,  M,  dont  les 
homologues  soient  M'.  M'j  ;  considérons  les  deux  sphères  (V)  et  (  V) 
décrites  respectivement  sur  MM,  et  sur  M'M'^  comme  diamètres. 
Ces  deux  sphères  sont  les  inverses  l'une  de  l'autre  relativement  à 
l'inversion  simple  que  l'on  obtiendrait  en  supposant,  dans  les 
formules  (16)  [p.  80],  que  les  deux  points  distincts  [x^  r,  z) 
et  {x^,  jK,,  z-n)  soient  amenés  à  coïncider.  Admettons  ce  résultat 
dont  la  vérification  est  aisée  :  nous  voyons  qu'on  peut  en  déduire 


LES  SYSTÈMES  CYCLIQUES.  l55 

uae  réductioa  de  l'inversion  composée  à  l'inversion  ordinaire.  En 
efl'et,  ponr  définir  l'inversion  composée  par  laquelle  on  transforme 
un  système  de  deux  points  M,  M,,  on  décrira  sur  MM,  comme 
diamètre  une  sphère  (V)  et  l'on  prendra  la  transformée  (V)  de 
cette  sphère  dans  une  inversion  ordinaire.  Cette  sphère  (  V)  aura 
un  diamètre  unique  dont  les  extrémités  M',  M,  seront  sur  les 
droites  OMi,  OM  qui  joignent  les  points  M^,  M  au  pôle  de  l'in- 
version; et  le  segment  M'  M',  sera  celui  qui  doit  correspondre 
à  MM,,  dans  l'inversion  composée  telle  qu'elle  a  été  définie 
au  n»  903. 

Il  résulte  de  cette  nouvelle  définition  que,  lorsque  l  on  appli- 
quera r inversion  composée  aux  deux  sur/aces  (S  ).  (S,),  on 
soumettra  en  réalité  les  sphères  (t-i)  à  une  inversion  simple. 
11  en  sera  donc  de  même  pour  les  points  de  contact  de  ces  sphères 
avec  leurs  enveloppes,  pour  les  sphères  de  rayon  nul  qui  ont  leurs 
centres  en  ces  points  et,  par  suite  aussi,  pour  les  cercles  qui 
composent  le  système  cyclique  dérivé  de  (  S  )  et  de  (Si  ). 

963.  Il  sera  évidemment  très  utile  pour  les  applications  de 
pouvoir  représenter  dune  manière  simple  le  roulement  de  deux 
surfaces  applicables  l'une  sur  l'autre.  Or  les  résultats  que  nous 
avons  donnés  au  Chapitre  III  nous  conduisent,  pour  définir  ce 
déplacement,  à  des  formules  de  la  plus  grande  simplicité. 

Reprenons,  par  exemple,  les  équations  (46)  [p.  66]  qui  défi- 
nissent la  surface  (2,).  Si  nous  y  remplaçons  x,  x,,  ...  par  leurs 
expressions  {  i4)  en  X',  X',,  ....  leurs  seconds  membres  prennent 
la  forme 

l   Xi  —  r,\   ~  f,^  z  =  \\  —  \  —  rit\\  -+-  Y')  H-  bi('L\  -+-  Z">. 

(29)    <  Vi  —  ai  z  -I-  CiJ-  =  y,  —  Y  —  «i(Z',  -i-  Z')  -+-  Cl  (X'i  -h  X'), 

\   Zi—  ùiJT  -t-aiv  =  'L\  —  Z  —  6i(X'i-hX')  -h  ai(Y';  —  Y'  1. 

Or  écrivons  ces  formules  comme  il  suit 

1  X-)-c,Y— ^,Z=  X,  —  j-,  —  c,(  Y,  —  r)-i-6i(.Z',  —  3), 

(3o^       /     —  CiX'-^        Y-^Gi'L—  CilX'i  X)-ir-  Y',  _»-!  CTl(Z',  3>, 

f   -^6iX  — 'TjY' —       Z  =  — //iiX'j  —  .r  1 -i- ^r  j  *  Y'i — .'t-r-        Z',  —  ::i. 

et  considérons-y  pour  un  instant  X  ,  \',  Z'  et  X'j,  \\,  Z',  comme 
des  coordonnées  variables,  tandis  que  nous  attribuerons  des  valeurs 
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déterminées  aux  deux  paramètres  dont  dépendent  a:,  a;,,  a,,  .... 
Elles  définissent  évidemment  une  substitution  linéaire  :  cette  sub- 
stitution représente  un  déplacement.  Si  on  les  résolvait,  par 
exemple,  par  rapport  à  X',  Y',  Z',  on  retrouverait  les  formules 
célèbres  qu'Euler  a  données,  le  premier,  dans  les  Nouveaux 
Commentaires  de  Pétershourg  et  qui  sont  rationnelles  par  rap- 
port à  trois  arbitraires  (ici  a<,  6),  c,).  Admettons  ce  premier 
point  que  reconnaîtront  sans  peine  tous  les  lecteurs  au  courant  de 
la  théorie  des  substitutions  orthogonales.  Il  est  clair  dès  lors  que, 
si  l'on  fait  varier  les  paramètres  qui  entrent  dans  a,,  6,,  c,,  ar, 
a7|,  .  .  . ,  on  aura  une  suite  continue  de  déplacements,  ou  mieux 
un  déplacement  à  deux  variables  indépendantes.  Ce  déplacement 
est  précisément  le  roulement  des  deux  surfaces  (0),  (B,  )  Vune 
sur  Vautre.  C'est  le  roulement  de  (0)  sur  (0^)  si  l'on  considère 
les  points  (X',  Y',  Z')  comme  appartenant  à  la  figure  mobile; 
c'est  le  mouvement'inverse,  si  l'on  considère  au  contraire  conmme 
mobile  la  figure  qui  est  lieu  des  points  (Xj,  Y'j,  Z'^  ). 

Pour  établir  ce  résultat  essentiel,  considérons  X',  Y',  Z'  comme 
appartenant  à  la  figure  mobile.  Si  nous  remplaçons,  dans  les  for- 
mules (3o),  X',  Y',  Z'  par  les  valeurs  (i5)  qui  correspondent  à  un 
point  de  la  surface  (0),  elles  nous  donneront  lès  valeurs  (i5)'de 
Xj,  Y'j,  Z'j.  Donc  déjà  le  déplacement  se  produit  de  telle  manière 
qu'à  chaque  instant  le  point  de  la  surface  (0),  considérée  comme 
appartenant  à  la  figure  mobile,  coïncide  avec  le  point  correspon- 
dant de  (0i).  Pour  compléter  la  démonstration,  difTérentions 
totalement,  avant  toute  hypothèse,  les  formules  (3o).  La  première, 
par  exemple,  nous' donnera 

f/X'-f-  Ci  d\' —  hi  cW  ~  dX\  —  Cl  f/Y'i  -f-  6i  dZ\ 

—  dci(Y'-+-  Y\  —y)  -+-  r/6i(Z'-t-  7.\  —  z), 

pourvu  que  nous  remplacions  dxt  par  sa  valeur  déduite  des  rela- 
tions (46)  [p.  66].  Or,  si  nous  substituons,  dans  cette  relation 
générale,  à  Y',  Y\,  Z',  Z\  les  valeurs  qu'elles  acquièrent  pour  le 
pointcommunà(0)età  (0i),  les  coefficients  de  db^,  dc\  deviennent 
nuls,  et  il  reste  la  première  des  trois  relations  suivantes 

d\' -+■  Cl  dX'  —  bi  dZ'  =  d\\  —  Ci  dY\  -+-  bi  dZ\, 

—  CirfX'-f-      dY'-+-aidZ'=      Ci  dX\  -h      dY\—aidZ\, 

bi  dX'  —  ciidY' -\-      dT.' =  —  bi  dX\  -i-aidY\  -+-       dZ\^ 
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les  deux  dernières  se  déduisant  de  la  première  par  de  simples 
permutations  circulaires.  Or  ces  trois  équations,  qui  sont  celles 
que  l'on  obtiendrait  en  différentiant  les  formules  de  transforma- 
tion (3o)  où  les  coejficients  seraient  traités  comme  des  con- 
stantes, expriment  évidemment  que  le  point  commun  à  (9)  et 
à  (Oi)  a  le  même  déplacement  en  grandeur  et  en  direction  quand 
on  le  considère,  soit  comme  appartenant  à  la  figure  mobile,  c'est- 
à-dire  à  (B),  soit  comme  appartenant  à  la  figure  fixe,  c'est-à-dire 
à  (0|).  Ces  deux  surfaces  sont  donc  applicables  lune  sur  l'autre, 
ce  que  nous  savions  déjà  ;  et  le  mouvement  considéré  est  le  roule- 
ment de  l'une  sur  l'autre. 

1)64.  Les  raisonnements  qui  précédent  s'appliquent  sans  modi- 
fication si,  au  lieu  de  prendre,  comme  point  de  départ,  les  for- 
mules (45^  [p-  66]  on  emploie  les  formules  i  5  1  [p.  49]-  Or»  ^st 
alors  conduit  à  la  substitution  linéaire  définie  par  les  équations 

j  X'-(-cY' — 6Z'=—    I  X',  —  -Jc)   -t- c(  Y'i  —  v'i  I  —  bCL'y — ^i), 

t  3i  I      ,   — tX—     \' ^  nZ  — — ^1  X',  —  xi) —     (Y',  —  y)    -t-a(Z',  —  Si), 
I        b\' — «Y'-r-     Z  =       6(X'i  —  Xi)  —  «'.Y', —  »!  I —    (Z',  —  ;\ 

toutes  pareilles  aux-  formules  (^3o).  Seulement,  par  suite  du 
changement  de  signe  de  \' .  \',  Z'.  elle  ne  représentent  plus  un 
déplacement,  mais  une  transformation  par  svmétrie  relative  à  l'ori- 
gine des  coordonnées,  suivie  d'un  déplacement.  On  démontrera 
comme  précédemment  que,  lorsque  varient  les  paramètres  dont 
dépendent  a.  x.  x^.  ....  ces  formules  définissent  le  roulement 
sur  (9|),  non  plus  de  (9),  mais  de  la  surface  symétrique  (9). 

965.  Les  formules  précédentes  permettent  de  vérifier  quelques- 
uns  des  résultats  que  nous  a  fournis  la  Géométrie  dans  l'étude 
qui  a  fait  l'objet  du  Chapitre  précédent.  Appliquons-les,  par 
exemple,  à  la  détermination  des  systèmes  cycliques  que  l'on  peut 
faire  dériver  du  couple  de  surfaces  applicables  (^0),  (B,  ).  Si,  dans 
les  formules  (3o),  on  attribue  à  X',  Y',  Z'  des  valeurs  constantes 
quelconques,  elles  fourniront  les  coordonnées  X.\,  \\,  7j\  du  point- 
sphère  qui  coupe  le  plan  de  contact  de  (B)  et  de  (B,)  suivant  le 
cercle  (C),  dont  les  différentes  positions  engendrent  le  système 
cyclique  cherché.  Soit  A  le  point  invariablement  lié  à  la  figure 
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mobile  :  si,  par  ce  point,  on  mène  une  droite  isotrope  délerminée, 
c'est-à-dire  invariablement  liée  au  système  mobile,  les  for- 
mules (3o)  permettront  évidemment  d'écrire  les  équations  de  celte 
droite  rapportée  au  système  fixe;  et  le  point  où  elle  coupera  le 
plan  de  contact  décrira  une  des  trajectoires  orthogonales  du 
cercle  (C).  Ces  trajectoires  orthogonales  se  détermineront  ainsi 
sans  aucune  intégration;  mais,  pour  déterminer  aussi  en  termes 
finis  les  deux  autres  familles  qui  composent  le  système  triple,  il 
faudra  pouvoir  intégrer  l'équation  du  système  conjugué  commun 

à  (0)  et  à  (©,)(')• 

On  obtiendra  des  résultats  identiques  en  appliquant  la  méthode 

précédente,  non  plus  aux  équations  (3o),  mais  aux  formules  (3i). 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  veuille  déterminer  le  système 

cyclique  obtenu  en  choisissant  l'origine  des  coordonnées  comme 

point   fixe  du  système  mobile.   Il  faudra,   dans    les  formules   de 

transformation  (3o)  ou  (3i),  introduire  l'hypothèse 

X'=Y'=Z'=.o. 

Les  premières  (3o)  deviendront  alors  identiques  aux  équa- 
tions (28)  et  fourniront  par  suite  un  premier  point  de  contact  de 
la  sphère  (Ui  )  (n*"*  957,  961)  avec  son  enveloppe.  Les  secondes  (3i  ) 
deviendront  de  même  identiques  aux  formules  (2^)  et  fourniront 
le  second  point  où  la  même  sphère  (Ui)  touche  son  enveloppe.  Ce 
sera  le  point  de  contact  défini  par  les  formules  (28)  ou  (3o)  qui 
deviendra  fixe  dans  l'espace  lorsque  la  surface  (0|)  se  déformera 
de  manière  à  venir  coïncider  avec  (0)-  Ce  sera  au  contraire  le 
second,  défini  par  les   formules  (27)  ou  (3i),  qui  deviendra  fixe 


(')  De  là  résulte  qu'à  toute  équation  linéaire  du  second  ordre  dont  les  inva- 
riants sont  égaux  on  peut  faire  correspondre  une  infinité  de  systèmes  cycliques 
dont  les  trois  familles  se  détermineront  par  de  simples  quadratures.  Car  on  peut, 
à  l'aide  d'une  équation,  déterminer  une  infinité  de  couples  de  surfaces  (S), 
S|)  et,  par  suite,  (A,),  (S,),  se  correspondant  avec  orthogonalité  des  éléments 
inéaires.  Le  couple  de  surfaces  applicables  déduit  de  (A,),  (SJ  admettra,  pour 
réseau  conjugué  commun,  le  réseau  conjugué  commun  à  (A,),  (Si),  c'est-à-dire, 
d'après  le  Tableau  de  la  page  72,  le  réseau  des  lignes  asymptotiques  de  (S).  Or  ce 
réseau  est  entièrement  connu;  les  paramètres  des  lignes  qui  le  composent  sont  les 
variables  indépendantes  qui  figurent  dans  l'équation  linéaire  à  invariants  égaux 
prise  comme  point  de  départ. 
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si  (S,)  se  déforme  de  manière  à  venir  coïncider  non  plus  avec  (6), 
mais  avec  la  surface  symélrique  (®'). 

966.  Nous'  pouvons  maintenant  expliquer  de  la  manière  la  plus 
satisfaisante  pourquoi  ces  deux  points  se  trouvent  respectivement 
dans  les  plans  tangents  de  (S)  et  de  (S,).  D'après  les  théories 
connues,  le  déplacement  défini  par  les  formules  (3o)  peut  être 
remplacé,  d'une  infinité  de  manières,  par  une  translation  finie  et 
par  une  rotation,  toujours  la  même,  dont  l'axe  et  la  valeur  absolue 
dépendent  uniquement  des  coefficients  a,,  bf.  C(.  Si  Q.  désigne  la 
grandeur  de  cette  rotation  et  À,  tx.  v  les  angles  que  fait  avec  les 
axes  coordonnés  la  direction  positive  de  Taxe  de  la  rotation,  on  a. 
comme  on  sait, 

I  32  »  r  =  = =  —  tang  -• 

CO*A  COSU  COSV  2 

On  voit  ainsi  que  Taxe  de  la  rotation  est  perpendiculaire  au  plan 
tangent  de  (S,\  D'après  cela,  soient  M.  M,  les  points  correspon- 
dants de  (S)  et  de  {S^),  P,  le  milieu  du  segment  MM,.  Si  Ton 
mène,  par  l'origine  des  coordonnées,  une  droite  OP  égale,  parallèle 
au  segment  M,P(  et  de  même  sens,  il  résulte  des  formules  (i4) 
et  (i5)  que  les  deux  points  P  et  P<  décriront,  l'un  la  surface  (0), 
l'autre  la  surface  [St  ).  Pour  amener  les  deux  surfaces  en  contact 
on  pourra,  par  une  translation,  amener  P  en  P,.  ce  qui  fera 
coïncider  O  a^ec  M,  ;  puis  effectuer  la  rotation  définie  par  les 
formules  (32):  et.  comme  l'axe  de  celte  rotation  est  évidemment 
perpendiculaire  au  plan  tangent  en  M,  à  (Si),  elle  laissera  le 
point  O  dans  ce  plan  tangent. 

Une  démonstration  identique  s'appliquera  au  second  point 
défini  par  les  formules  (27),  pourvu  que  l'on  substitue  à  la  sur- 
face (0)  sa  symélrique  relative  à  l'origine  des  coordonnées. 

967.  D'autres  formules,  qu'il  ne  sera  pas  inutile  d'indiquer 
rapidement,  permettent  encore  de  définir  le  roulement  de  deux 
surfaces  l'une  sur  l'autre. 

Si  l'on  connaît,  par  exemple,  pour  chacune  des  deux  surfaces 
(6 1,  (0,  ),  les  cosinus  qui  définissent,  par  rapport  à  des  axes 
fixes,  la  position  d'un  trièdre  (T),  rattaché  de  la  même  manière 
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à  ces  surfaces,  il  est  clair  que  les  formules 

1    X' =  X -^- a.r'  -h  ùy'    -i^  cz', 
( 33  )  }  Y'  —  y-\-  a'  x'  -+-  b' y'  -+-  c  z  , 

\   Z'  =  ^  H-  a" x'  -V-  b"y'-+-  c" z\ 

où  x^  y,  z  désignant  maintenant  les  coordonnées  du  point  M 
de  (0)  qui  est  le  sommet  du  trièdre  (T),  et  où  nous  conservons, 
pour  les  cosinus,  toutes  les  notations  du  Livre  V,  Chapitre  1  et  II, 
définiront  le  changement  de  coordonnées  par  lequel  on  passe  des 
axes  fixes  OK',  OY',  OZ'  aux  axes  Wx',  Mj',  Mz'  formés  par  les 
arêtes  du  trièdre  (T).  Si  l'on  écrit  les  formules  analogues  rela- 
tives à  la  surface  (0i  ) 

I  X'i  =  iCi  -t-  ai  x'  -(-  bi  y'  -h  C\  z', 

(34)  }   Y\=  yi-h  a\x'-\-  b\y'-{-  c[  z', 
\  'L'y  =  ^1  H-  a'[  x' -h  b'[y' -h  c\  g', 

l'élimination  de  x\  y',  z'  entre  les  deux  systèmes  précédents 
donnera  les  formules  cherchées  qui  définissent  le  roulement  de 
(0)  sur  (0|).  Cette  élimination  ne  présente  aucune  difficulté, 
l'un  et  l'autre  système  pouvant  être  résolus  par  rapport  à  x'^ 
r',  z'  :  on  obtient  ainsi  les  formules 

(35)  I  g6(X'-.r)==gè,(X;-.rO, 
^c(X'— .r)  =  ^c,(X'i  — .ri), 

qui  peuvent  elles-mêmes  être  résolues,  soit  par  rapport  à  X', 
Y',  Z',  soit  par  rapport  à  X'^ ,  Y\ ,  Z'j . 

Si  l'on  veut,  par  exemple,  trouver  les  systèmes  cycliques  qui 
correspondent  au  roulement  de  (0)  sur  (0^  ),  il  suffira  d'écrire  les 
deux  équations  suivantes  : 

l     (X'—hy-^     (Y'_/,)2+      (Z'_/,i=o, 

(36)  \     ^  ^  ^  ^  ' 
1  c(X' — x)  -h  c'{\'  —  y)  H- c"(Z' — z)  =  o, 

OÙ  /i,  k,  l  désignent  trois  constantes,  et  qui  représentent,  la  pre- 
mière   un    point-sphère    invariablement  lié  à  (0),   la  seconde  le 
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plan  de  contact  de  (9)  et  de  <B|).  puis  de  substituer  les  expres- 
sions de  X',  \'.  Z'  en  fonction  de  X',,  \\,  Z, . 

î)68.  Une  autre  méthode  très  simple  peut  encore  être  suivie. 
Nous  avons  vu  au  Chapitre  \  I  de  ce  Livre  quelle  importance  ont. 
en  Géométrie,  les  sections  de  courbes  on  de  surfaces,  rattachées 
à  la  surface  mobile  (0).  par  le  plan  de  contact  de  (0)  et  de  (0|). 
On  pourra  les  •déterminer  comme  il  suit. 

Soil,  par  exemple. 
(37)  F(X',  Y'.  Z')  =  o 

l'équation  d'une  surface  rattachée  aux  axes  invariablement  liés 
à  (0  1.  Cherchons  sa  section  par  le  plan  de  contact.  11  est  clair 
qu'un  point  de  ce  plan  est  défini  par  des  formules  telles  que  les 
suivantes 

f).r  ôx 


l  lUl  '     fJv 


au 

^i 

-^  u. 

âî- 

(38)  s  \'=.)  ^ 

V- 

où  >.  et  ;jL  désignent  des  arbitraires  convenablement  choisies;  x. 
y,  z  sont  toujours  les  coordonnées  du  point  de  (0).  exprimées 
en  fonction  des  variables  u  et  i .  Or,  par  la  nature  même  des 
arbitraires  À  et  ix.,  on  reconnaît  immédiatement  que  le  point  défini 
par  les  formules  précédentes  sera  rattaché  aux  axes  invariable- 
ment liés  à  (0,  )  par  les  formules  semblables 

àx\ 

(39)  {  Y',  ^n-À-f'^u^, 

où  '/.  et  [x  conservent  les  mêmes  valeurs.  Pour  obtenir  la  section 
cherchée,  il  suffira  donc  d'éliminer  À  et  y.  entre  les  équations  pré- 
cédentes et  la  suivante 

, ,    .      c-  ,  .   àx  àx  ,   àv  dv  ,    dz  àz^^ 

\  au       '    fh-  du       '    dv  du       '^  dv  J 

La  méthode  s'appliquerait  évidemment  à  une  courbe. 


DARBOVX. 
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969.  Jusqu'ici,  dans  l'étude  des  relations  entre  les  systèmes 
cycliques  et  la  déformation  des  surfaces,  nous  ne  nous  sommes 
pas  préoccupé  de  la  distinction  à  faire  entre  les  éléments  réels  et 
les  éléments  imaginaires.  Par  exemple,  si  deux  surfaces  réelles 
roulent  l'une  sur  l'autre,  les  systèmes  cycliques  déduits  des  points 
reliés  à  l'une  d'elles  (0)  sont  toujours  imaginaires;  les  centres 
des  cercles  correspondant  à  un  point  réel  seront  bien  réels,  mais 
les  rayons  des  cercles  seront  des  imaginaires  à  carré  négatif.  Le 
moment  est  venu  d'indiquer,  en  vue  des  applications,  comment  il 
faudra  choisir  les  surfaces  (0),  (0|)  pour  obtenir  des  systèmes 
cycliques  entièrement  réels. 

Les  plans  des  cercles  étant  alors  réels,  la  surface  (0i  )  est  néces- 
sairement réelle.  Voyons  ce  que  doit  être  (0),  et,  pour  cela, 
reprenons  les  méthodes  et  les  notations  du  Livre  V. 

Soient/),  ^,  r, /?i,  ^/i,  /%  les  rotations  du  trièdre  (T)  relié  à  (0); 
/*  et  r,  seront  réelles  et  exprimées  en  fonction  de  l'élément 
linéaire,  comme  les  translations  ^,  yî,  ?^,  rji.  D'ailleurs,  si  l'on  con- 
sidère le  cercle  situé  dans  le  plan  tangent  de  (0),  les  coordonnées 
X,  y  de  son  centre  sont  réelles  ainsi  que  son  rayon  p  ;  et  si  l'on 
élève  en  ce  centre  une  perpendiculaire  égale  à  ip,  le  point 
{x,  y,  f'p)  doit  rester  fixe  dans  l'espace  quand  le  trièdre  (T)  se 
déplace  de  manière  que  son  sommet  décrive  la  surface  (0).  Cela 
nous  donne  les  relations  suivantes 

^  +  ^  -4-  f<7  p  —  ry  =  o,  i     .Â^  ^  ^'  ^  ^'^^  '°  ~  '''•^'  ""  ^' 


àv  ,     ^     ày 

(4i)      \     j-  -hr,^  rx  —ipp  —  o,         (4i)      /      —-  -h-r^i-h  ri.c  —ipip=  o, 


.àp  I    .do 

par  lesquelles  on  .exprime  que  la  vitesse  de  ce  point  est  nulle  pour 
tout  déplacement  du  trièdre  (T).  Ces  relations  prouvent  en  pre- 
mier lieu  que  les  quatre  rotations  yo,  q,  p^.  q^  sont  des  imagi- 
naires pures.  Mais  alors  les  formules  qui  donnent  les  dérivées 
des  neuf  cosinus  exprimées  en  fontion  des  rotations  montrent 
immédiatement  que  l'on  peut  rapporter  la  surface  (0)  à  des  axes 
tels  que  tous  les  cosinus  soient  réels,  sauf  a",  b"  c,  c'  qui  seront 
purement   imaginaires.    Donc   les   coordonnées   X',    Y'  du  point 


I 
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de  (S)  définies  par  les  formules 

d\'  =  a (^  du  -r-  ^1  dv )  -r-    è(T,  du  ■+-  t,i  dv), 
d\'  =  a\zdu  -+-  \x  dv)  -i-  b' {\  du  -r-  t,i  dv) 

seront  réelles  tandis  que  Z',  définie  par  la  quadrature 
c/Z'  =  a'{  ;  du  -+-  z\  dv)  ■+■  b'ir^  du  ■+-  t,i  dv), 

sera  une  imaginaire  pure  iZ!' .  L'élément  linéaire  de  la  surface  sera 

de  la  forme 

d\'-^-^d\'^-—dL"-, 

X'.  Y'.  Z"  étant  réels. 

C'est  ici  le  lieu  de  présenter  la  remarque  suivante  :  lorsque 
nous  avons  formé  (n"  704)  l'équation  à  laquelle  satisfait  lune  des 
coordonnées  X'.  ^  ',  Z',  nous  avons  indiqué  que  la  forme  quadra- 
tique 

ds^-—d\"'- 

n'était  pas  nécessairement  une  somme  de  carrés.  On  voit  que, 
lorsqu'elle  se  réduira  à  une  différence  de  carrés,  on  n'aura  plus  de 
surface  réelle  correspondant  à  la  solution  X',  mais  on  pourra,  si 
l'on  connaît  déjà  une  surface  réelle  admettant  l'élément  linéaire 
donné,  déduire  de  la  nouvelle  solution  des  systèmes  cycliques 
réels  ('). 

970.  Au  reste,  lorsque  l'on  aura  constitué  un  système  cyclique 
réel,  on  pourra  passer  à  tous  ceux  qui  se  rattachent  au  même 
roulement  par  la  construction  réelle  suivante,  que  le  lecteur 
déduira  facilement  des  remarques  présentées  au  n°  943. 

Associons  à  chaque  cercle  (C)  du  système  donné  un  autre 
cercle  (C)  de  son  plan,  défini  par  la  construction  que  voici.  Aux 
points  où  le  cercle  (C)  rencontre  deux  surfaces  déterminées  à 
l'avance   parmi  toutes  celles  qui  le  coupent  à  angle  droit,  con- 


(')  Les  formules  (40)  (4'/  peuvent  servir  de  base  à  une  étude  analytique  très 
simple  de  la  congruence  engendrée  par  les  axes  des  cercles  dans  un  système 
cyclique. 
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struisons  les  tangentes,  qui  seront  les  normales  à  ces  surfaces  tra- 
jectoires; puis  menons  un  cercle  (C)  tangent  à  ces  deux  droites 
en  des  points  qui  soient  toujours  à  la  même  distance  de  ceux  où 
ces  droites  louchent  le  cercle  (C).  En  d'autres  termes,  déterminons 
le  cercle  (C)  par  la  condition  que  deux  des  tangentes  communes 
à  (C)  et  à  (C)  aient  une  longueur  donnée  et  que  leurs  points  de 
contact  avec  (G)  soient  sur  deux  surfaces  trajectoires  données  du 
même  cercle.  Les  différentes  positions  du  cercle  (C)  engendre- 
ront l'un  quelconque  des  systèmes  cycliques  cherchés. 

Les  cercles  (C)  dépendent  de  trois  paramètres;  les  tangentes 
communes  à  deux  cercles  (C)  différents,  situés  dans  le  même  plan, 
les  touchent  évidemment,  d'après  ce  qui  précède,  en  des  points 
qui  décrivent  une  de  leurs  surfaces  trajectoires. 

Dans  toute  cette  théorie,  il  faut  considérer  les  cercles  comme 
ayant  des  rayons  de  signes  déterminés ^  n'admettant  qu'un  seul 
centre  de  similitude  et  deux  tangentes  communes  qui  vont  passer 
par  ce  centre.  Par  exemple,  si  les  cercles  sont  réels,  ce  sera  le 
centre  de  similitude  directe  quand  les  rayons  auront  le  même 
signe,  et  le  centre  de  similitude  inverse  quand  ils  seront  de  signes 
contraires.  Cette  théorie  du  signe  du  rayon  est  connue  depuis 
longtemps  ;  elle  a  servi  de  base  à  la  théorie  des  cycles  de  Laguerre. 
Le  lecteur  pourra  aussi  consulter  un  Mémoire  Sur  les  relations 
entre  les  groupes  de  points,  de  cercles  et  de  sphères  dans  le 
plan  et  dans  l'espace,  inséré  par  l'auteur  en  1872  dans  le 
Tome  I,  2*^  série,  des  Annales  de  V Ecole  Normale. 

971.  Lorsque  la  surface  (0)  roule  sur  la  surface  (©i),  une 
développable  isotrope  (A),  invariablement  liée  à(0),  coupe  le  plan 
de  contact  de  (0)  et  de  (©i)  suivant  une  courbe  (K)  dont  les 
positions  successives  engendrent  une  congruence.  Nous  avons 
vu  (n"  762)  que  ces  positions  successives  sont  normales  à  une 
famille  de  surfaces.  Dans  la  Note  déjà  citée  [p.  i!20]  Ribaucour 
indique  comme  une  propriété  nouvelle  que  cette  famille  de  sur- 
faces est  une  fam^dle  de  Lamé,  c'est-à-dire  qu'elle  fait  partie 
d'un  système  triple  orthogonal.  Mais  cette  remarque  avait  été 
déjà  donnée  depuis  longtemps  dans  mon  enseignement,  et  l'on  y 
est  conduit  d  ailleurs  avec  la  plus  grande  facilité.  Considérons  en 
effet  les  points-sphères  ayant  leur  centre  sur  la  développable  (A)  : 
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ils  coupent  le  plan  de  contact  de  (©)  et  de  (®i)  suivant  des 
cercles  (G)  tous  tangents  à  (R):  et  si  l'on  considère  un  point- 
sphére  déterminé  A,  la  trajectoire  du  point  de  contact  de  (K) 
et  du  cercle  (  G')  qui  correspond  à  A  est  précisément  une  sur- 
face (i)  normale  à  (G')  et.  par  suite,  à  (K).  Supposons  main- 
tenant que  le  point  de  contact  de  (8  )  et  de  (Bi  )  se  déplace  suivant 
une  des  courbes  du  système  conjugué  commun.  Le  point  de 
contact  du  cercle  (G'i  et  de  (K)  décrira  une  ligne  de  courbure 
de  (i  ).  Ainsi  il  existe  deux  séries  de  déplacements  dans  lesquels 
chaque  point  de  (K)  décrit  une  ligne  de  courbure  de  la  trajec- 
toire orthogonale.  En  d'autres  termes,  on  peut  associer  les  courbes 
(K)  en  deux  familles  diflerentes.  de  manière  à  constituer  un 
système  triple  orthogonal. 

Î)7î2.  On  peut  compléter  encore  ces  résultats  en  remarquant 
que  l'on  obtient  ainsi  tous  les  systèmes  triples  orthogonaux  dans 
lesquels  les  surfaces  de  l'une  des  deux  familles  (et,  par  suite,  de 
deux  familles)  aient  leurs  lignes  de  courbure  planes  dans  un 
système.  \  oici  comment  nous  démontrons  celte  réciproque. 

On  doit  à  Ribaucour  la  proposition  générale  suivante,  relative 
aux  systèmes  triples  orthogonaux  : 

Lorsque  l  on  connaît  un  système  triple  orthogonal,  les 
cercles  osculateurs  aux  courbes  d'intersection  des  surfaces 
appartenant  à  deux  des  familles  du  système,  aux  points  où 
ces  courbes  rencontrent  une  sur/ace  quelconque  de  la  troisième 
famille,  forment  un  système  cyclique  (M. 


(')  On  peut  démontrer  cette  proposition  par  la  Géométrie  de  la  manière  sui- 
vante :  Soit  (S)  une  surface  quelconque  appartenant  à  la  première  famille  et 
soit  (K)  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces  (S,).  (S,)  appartenant  respec- 
tivement à  la  deuxième  et  à  la  troisième  famille.  Si  Ton  construit  les  deux 
splières  tangentes  à  (S.)  et  à  (S^)  respectivement,  et  contenant  le  cercle  oscu- 
latenr  (C)  de  (K)  an  point  M  où  cette  courbe  rencontre  la  surfa»  e  (S),  ces  deux 
splières  auront  pour  centres  respectivement  les  centres  de  courbure  principaux 
de  (Sj)  et  de  (Sj)  relatifs  à  la  ligne  (K).  Par  suite,  lorsque  le  point  M  décrira  la 
ligne  de  courbure  de  ^S)  qui  se  trouve  sur  (S.),  la  première  sphère  enveloppera 
une  surface  qu'elle  touchera  suivant  les  positions  successives  du  cercle  (C)  (n*  752). 
Il  en  sera  de  même  pour  la  seconde  sphère  quand  le  point  M  décrira  l'intersec- 
tion de  (S)  et  de  (S.i.  On  voit  donc  que  les  cercles  (C)  peuvent  ètreasso'  iés  en 
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On  peut  compléter  cette  proposition  par  la  suivante,  qui  n'est 
pas  moins  utile,  et  dont  la  démonstration  sera  mieux  à  sa  place 
dans  une  théorie  des  systèmes  orthogonaux. 

Réciproquement,  étant  donnée  une  famille  de  surfaces^ 
construisons  les  cercles  osculateurs  aux  courbes  trajectoires 
orthogonales  de  ces  surfaces^  aux  points  où  ces  courbes  ren- 
contrent une  surface  quelconque  de  la  famille  ;  la  détermina- 
tion de  ces  cercles  est  toujours  possible  et  n'exige  nullement 
V intégration  des  équations  différentielles  des  trajectoires 
orthogonales.  Cela  posé.,  si  les  cercles  osculateurs  ainsi  définis 
forment  toujours  un  système  cyclique,  la  famille  de  surfaces 
considérée  est  une  famille  de  Lamé. 

Ces  propositions  étant  admises,  donnons-nous  a  priori  un 
système  orthogonal  dans  lequel  les  surfaces  (S^),  (S:î)  de  la 
deuxième  et  de  la  troisième  famille  se  coupent  suivant  des  courbes 
planes  (K).  Soit  (A)  l'une  des  deux  développables  isotropes 
passant  par  (K)  :  si  M  est  un  point  de  (K)  et  M'  le  point  corres- 
pondant de  l'arête  de  rebroussement  de  (A),  la  sphère  de  rayon 
nul  ayant  son  centre  en  M'  coupera  le  plan  de  (K)  suivant  le 
cercle  (G),  osculateur  en  M.  Toutes  les  positions  de  (C),  relatives 
aux  points  M  où  les  courbes  (K)  rencontrent  une  des  surfaces  (S) 
de  la  première  famille,  constituent  un  système  cyclique,  d'après  le 
théorème  de  Ribaucour.  Pour  tous  ces  systèmes  cycliques,  les 
enveloppes  de  sphères  (Ej),  (E:, ),  qui  forment  la  deuxième  et  la 
troisième  famille,  coupent  sous  le  même  angle  le  plan  de  l'une 
quelconque  des  courbes  (K),  cet  angle  étant  celui  sous  lequel  ce 
plan  est  coupé  par  l'une  ou  l'autre  des  surfaces  (So)  ou  (S,.)  qui 
contiennent  cette  courbe.  Or,  considérons  la  surface  (0i),  enve- 
loppe des  plans  des  courbes  (K)  :  si  elle  se  déforme  en  entraînant 
dans  ses  plans  tangents  les  courbes  (K)  et  leurs  cercles  oscula- 


deux  familles  d'enveloppes  de  sphères  (E,j,  (E3)  qui  se  coupent  à  angle  droit 
puisque,-  étant  orthogonales  à  (S),  elles  coupent  cette  surface  suivant  ses  dif- 
férentes lignes  de  courbure.  Les  surfaces  (Ej),  (Ej)  se  <-oupant  de  plus  suivant 
une  des  positions  du  cercle  (C),  c'est-à-dire  suivant  une  ligne  de  courbure,  il 
existera  une  troisième  famille  de  surfaces,  dont  (S)'fera  partie,  qui  seront  nor- 
males aux  positions  .successives  du  cercle  (C)  et  qui  compléteront  le  système 
triple  orthogonal. 
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leurs,  les  surfaces  trajectoires  (i)  des  courbes  (K)  se  transforment 
dans  les  trajectoires  orthogonales  (1')  des  nouvelles  positions  de 
ces  courbes  (n"  760);  les  cercles  osculaleurs  à  ces  courbes,  aux 
différents  points  de  chaque  surface  (i),  deviennent  les  cercles  oscu- 
lateurs  en  tous  les  points  de  la  surface  correspondante  (i);  et, 
comme  ils  ne  cessent  pas  de  form.er  des  systèmes  cycliques,  il 
résulte  de  la  réciproque  énoncée  plus  haut  que  les  nouvelles  tra- 
jectoires (i')  form,ent  toujours  une  famille  de  Lamé.  Ainsi 
toutes  les  propriétés  précédentes  subsisteront  sans  modification. 
Or  il  existe  une  déformation  (6)  de  (^6,)  dans  laquelle  tous  les 
cercles  (G)  de  l'un  des  svstèmes  cycliques  précédents  viennent  se 
placer  sur  une  même  sphère  de  ravon  nul  ayant  son  centre  en  un 
point  déterminé  de  l'arête  de  rebroussement  de  la  dévelop- 
pable  (A).  Les  enveloppes  de  sphères  (Es),  (Er,)  relatives  à  ce 
svsléme  se  réduiront  toulos  à  cette  sphère  de  rayon  nul  et  coupe- 
ront, par  suite,  le  plan  de  la  courbe  (  K  )  sous  un  angle  dont  la 
tangente  sera  /.  Cet  angle  étant  le  même  pour  tous  les  autres 
svstèmes  cycliques  formés  de  cercles  osculateurs  à  la  courbe  (K\ 
il  résultera  de  là  que.  pour  chacun  de  ces  systèmes,  les  cercles 
viendront  se  placer  sur  une  même  sphère  de  rayon  nul  et  que. 
par  suite,  toutes  les  dcveloppables  isotropes  circonscrites  aux 
courbes  (K)  auront  la  même  arête  de  rebroussement  et  viendront 
se  confondre  avec  lune  quelconque  d'entre  elles.  C'est  la  propo- 
sition qu'il  s'agissait  d'établir  ('  ). 

U73.  Les  relations  géométriques  qui  résultent  de  l'étude  pré- 
cédente nous  permettent  de  constituer  sans  aucune  intégration 
les  svstèmes  orthogonaux  dont  l'existence  vient  d'être  établie  dès 


(')  Les  systèmes  ortliogoiiauv  dans  lesquels  une  des  trois  séries  de  trajectoires 
ortliogonales  est  composée  de  courbes  planes  ont  été  considérés  pour  la  première 
lois  par  M.  O.  Boxxet  dans  un  Mémoire  sur  tes  sur/aces  orthogonales,  inséré 
par  extrait  en  1862  aux  Comptes  rendus,  t.  LIV,  p.  554  p'  65o.  La  métliode 
suivie  par  Téminent  géomètre  exigeait  encore  certaines  intégrations;  mais  il  Ta 
complétée  depuis  en  la  faisant  connaître  dans  son  enseignement,  bien  qu'il  n'ait 
rien  écrit  depuis  1862  sur  ce  sujet.  En  i89o-i8.]|i,  M.  Bianchi  a  fait  paraître  au 
t.  XIX  des  Annali  di  Matematica,  p.  177,  un  Mémoire  intitulé  :  Sui  sistemi 
tripli  ortogonali  che  contengono  una  série  di  superficie  con  un  sistema  di 
linee  di  rurvatura  piane,  où  la  détermination  de  ces  systèmes  orthogonaux  est 
faite  de   la  manière   la  plus  complète.  A  la  même  époque,  dans  notre  Coui-s  sur 
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que  l'on  connaît  un  système  cyclique  quelconque.  Étant  donné, 
en  effet,  un  tel  système,  engendré  par  les  différentes  positions  d'un 
cercle  (C),  choisissons  une  position  de  ce  cercle,  arbitraire  mais 
fixe;  et,  dans  le  plan  de  cette  position  particulière,  construisons, 
d'après  les  règles  données  au  n"  970,  une  famille  quelconque  de 
cercles  (G  ).  Construisons,  par  exemple,  une  série  de  cercles  (C) 
tangents  à  une  courbe  quelconque  de  ce  plan.  Les  cercles  (C) 
engendreront  une  suite  simplement  infinie^  une  famille  de  systèmes 
cycliques.  Le  système  cherché  sera,  en  quelque  sorte,  l'enveloppe 
de  tous  ces  systèmes;  c'est-à-dire  que  toutes  les  positions  des 
cercles  (C)  qui  seront  dans  un  même  plan  envelopperont  la 
courbe  (K)  relative  à  ce  plan  et  que  la  surface  décrite  par  le  point 
de  contact  de  l'un  des  cercles  (C)  et  de  cette  courbe  (K)  sera 
une  trajectoire  orthogonale  de  la  courbe.  Les  deux  autres  familles 
du  système  orthogonal  correspondront  aux  deux  autres  familles 
du  système  cyclique  donné. 

Il  est  clair  que  cette  génération  dispense  de  tout  calcul.  Il 
résultera  des  remarques  faites  plus  loin  que  les  formes  les  plus 
simples  des  courbes  (K)  sont,  après  les  cercles,  les  sections  planes 
de  la  dévcloppable  isotrope  du  quatrième  ordre. 

les  systèmes  ti'iples  ortliogonaux,  nous  donnions,  en  même  t<;mi)s  que  les  résultats 
indiqués  dans  le  texte,  une  autre  méthode  qui  repose  sur  la  remarque,  évidente 
d'après  les  déveloj)pements  donnés  plus  liant,  que  les  systèmes  clierchés  ont 
même  représentation  sphérique  qu'une  infinité  de  systèmes  cycliques.  Cette 
remarque  permet  de  les  déduire  des  systèmes  cycliques  par  l'application  d'un 
théorème  de  Combescure,  qui  rattache  à  tout  système  orthogonal  une  infinité  de 
systèmes  analogues  admettant  la  même  représentation  spliérique.  Nous  revien- 
drons sur  ce  sujet  plus  loin,  au  Chapitre  XII. 
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Emploi  des  coordonnées  tangentielles  a.  ,3,  J.  —  Réduction  du  problème  de  la 
représentation  sphérique  à  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre  dont  les  invariants  sont  égaux.  —  Les  caractéristiques  de 
cette  équation  sont  les  lignes  de  courbure  de  la  surface,  —  Rapproche- 
ment entre  les  deux  surfaces  qui  conduisent  à  la  même  équation  du  second 
ordre,  lune  pour  le  problème  de  la  déformation  infiniment  petite,  l'autre 
pour  le  problème  de  la  représentation  sphérique.  —  Ou  retrouve  la  transfor- 
mation de  contact  de  M.  Lie.  —  Notions  générales  sur  une  classe  étendue  de 
transformations  de  contact.  —  Application  à  celle  de  M.  Lie.  —  Recherche  des 
surfaces  pour  lesquelles  on  sait  résoudre  le  problème  de  la  représentation 
spliérique.  —  On  démontre  que,  lorsqu'on  sait  résoudre  ce  problème  pour  une 
surface  (2),  on  peut  le  résoudre,  à  l'aide  d'une  simple  quadrature,  pour  tontes 
les  surfaces  inverses  des  surfaces  (£')  admettant  même  représentation  sphé- 
rique que  (£).  —  Ce  procédé,  appliqué  aux  surfaces  qui  correspondent  à  l'équa- 

tion  - — —  =  o,  fournit    toutes   les  surfaces  réelles    pour  lesquelles   on    peut 

obtenir  la  solution  complète  du  problème.  —  Démonstration  analytique  de  ce 
résultat.  —  Compléments  donnés  aux  développements  du  Livre  IV.  Chap.  VIL 


074.  Pour  approfondir  les  relations  que  nous  avons  signalées 
entre  les  deux  problèmes  de  la  représentation  sphérique  et  de  la 
déformation  infiniment  petite,  nous  ferons  connaître  ici  une 
méthode  analytique,  dillérente  de  celle  qui  a  été  développée  dans 
le  Chapitre  précédent,  et  par  laquelle  on  ramène  la  détermination 
de  toutes  les  surfaces  admettant  une  représentation  sphérique 
donnée  à  l'intégration  d'une  équation  linéaire  du  second  ordre 
dont  les  invariants  sont  égaux. 

Xous  avons  vu  (  n"  163  i  que.  si  l'on  prend  l'équation  du  plan 
tangent  à  une  surface  (i  i  sous  la  forme 

(i)  (2-i-3)X-Htf3  — a)YH-(a3—  I  ,Z^;  =  o. 

;  étant  une  fonction  des  variables  y.  et  3>,  les  lignes  de  courbure 


ija 
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suivante 

(13) 

t)l(         ,      i)v 

')tl                ,  ,    ih' 

c'est-à-dire  à  rinlt'igration  de  l'équation  linéaire 


('4) 


')'^<)yy  A   >);.Jç.i 


{)7G.  Il  ne  sera  pas  inutile  d'indiquer  ici  les  formules  qui  per- 
mettent de  passer  de  la  surface  (S)  à  la  surface  (1).  Soient  X,  Y,  Z 
les  coordonnées  rectangulaires  du  point  de  (2);  elles  sont  définies 
par  les  équations  (n"  165) 
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Si  l'on  y  remplace  a,  [3,  £,  p\  q'  par  leurs  expressions  tirées 
des  formules  (-)  et  (9),  on  trouvera  le  système 


(ifi) 


d'où  l'on  tirerait  X,  Y,  Z  en  fonction  de  x,  y,  z,  />,  q.  Ces  for- 
mules caractérisent  précisément  la  transformation  de  M.  Lie,  et  les 
deux  premières,  qui  ne  contiennent  pas  les  dérivées  p  él  q  àa  z^ 
contiennent  implicitement  la  troisième,  d'après  la  théorie  des 
transformations  de  contact.  Nous  allons  rappeler  rapidement  sur 
quels  principes  repose  la  théorie  de  la  transformation  précédente; 
et  pour  cela  nous  considérerons  d'une  manière  générale  toutes  les 
transformations  de  contact  que  l'on  peut  rattacher  à  la  considé- 
ration de  deux  équations  de  la  forme  suivante 

(  ?(-^>.ri  =,  >^,  ^",  z)  =  <>. 

(17)  i     ,  ,.  ,,  .,, 

(   çi(.r,   )-,  z,X,\,  Z)  =  o. 

Ces  relations  établissent  une  liaison  entre  les  coordonnées  :r, 
j",  z  et  X,  Y,  Z  de  deux  points  m  et  M  de  l'espace.  Si  le  point  m 
est  donné,  le  point  M  est  assujetti  à  se  trouver  sur  une  courbe  (G); 
et  si  l'on  a  donné  le  point  M,  le  point  m  est  assujetti  à  se  trouver 
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sur  une  courbe  (c).  Suivant  que  l'on  y  considère  x,  r,  -z  ou 
X,  Y,  Z,  comme  des  constantes,  les  deux  équations  précédentes 
représentent  la  courbe  (  C  )  ou  la  courbe  [c). 

D'après  cela,  si  le  point  m  est  assujetti  à  décrire  une  surface  (*), 
les  courbes  (C^  qui  lui  correspondent  dépendront  de  deux  para- 
mètres et  engendreront  une  congruence  qui  admettra  une  surface 
focale  (S).  Faisons  correspondre  (  S  )  à  [s)  de  telle  manière  qu'au 
point  m  de  (s)  corresponde  l'un  quelconque  des  points  M  où  la 
courbe  (C)  correspondante  touche  la  surface  focale  (^S),  c'est- 
à-dire  en  définitive  un  des  points  focaux  de  iGV  Nous  aurons  ainsi 
défini  la  transformation  de  contact  que  l'on  peut  rattacher  aux 
deux  équations  (  17  K  et  il  est  aisé  de  voir  que  cette  définition  sub- 
siste lorsqu'on  échange  les  deux  points  M  et  m.  Pour  abréger. 
nous  nous  contenterons  de  donner  la  démonstration  analytique. 

977.   Supposons  que  le  point  m  décrive  une  surface  (s)  et  soient 

alors  p  el  q  les  dérivées  de  z  considérée  comme  une  fonction  de  x 

et  de  y.  A  chaque  point  de  [s)  correspond  une  courbe  (  C  »  définie 

par   les   équations   (17);    et,    pour    avoir    les    points    focaux    de 

cette   courbe,  il  faut  joindre  à  ces  deux  équations  les  suivantes 

(n^Slo) 

\  -^  cLr  -H  —^  av  -t-    — -  a;  =  o, 
1  ax  à  y  f)z 

f  --^  djc  -\ — ;^  av  H ^  dz  =  o, 

V  fJx  oy    •  ifz 


qui  nous  donneront,  en  remplaçant  dz  par  sa  valeur  p  dx  -h  q  dy 
et  éliminant  le  rapport  de  dy  à  dx^ 


(19^ 


-y   .-77 


fi\ 


liz 


0^ 


P  àz         ây  ~^^    '- 


àz 


Cette  équation,  que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme  plus  symé- 
trique 


(20) 


,H      àz. 


d.r 

du 

—  P 

,)z 

àz, 

i)y 

à  y 

—  1 

àz 

àz. 

àz 

àz 

I 
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doit  être  jointe  aux  deux  précédentes  (17)  et  permettra  de  déter- 
miner X,  Y,  Z,  en  fonction  de  jc,  y,  z,  />,  q.  Le  point  M  qui  cor- 
respond à  m  sera  ainsi  défini. 

Mais  alors  difiérentions  totalement  les  équations  (17  )  et  formons 
la  combinaison  do  —  Idof  où  1  désigne  la  valeur  commune  des 
rapports  (19)-  En  tenant  compte  des  équations 


P 


àx       '   àz 

i)y        '  ()z  \  <)y         "    ()z  I 

qui  définissent  cette  variable  auxiliaire  À,  on  aura  identiquement 

ou,  en  désignant  par  P  et  Q  les  dérivées  de  Z  considérée  comme 
fonction  de  X  et  Y  et  en  remplaçant  <iZ  par  P  c?X  +  Q  dS. 


d\. 


X  et  Y  étant  des  variables  indépendantes  comme  x.  r,  on  aura 
donc 

ào         \->  'l±  __•  ('hl  —X>'hl 


ô^ 

<h 

.,    ' 

-t- 

Q 

L 

à\ 

,ÏL 

ÔL 


Ces  équations,  jointes  aux  précédentes  (17)  et  (21),  permettront 
de  déterminer  l'un  des  deux  groupes  de  variables  x^  y,  z,  p,  q 
ou  X,  Y",  Z,  P,  Q  en  fonction  de  l'autre.  Comme  elles  se  com- 
posent de  la  même  manière  avec  ces  deux  groupes  de  variables, 
la  réciprocité  que  nous  avions  signalée  se  trouve  ainsi  établie. 

978.  Appliquons  ces  notions  générales,  que  nous  nous  conten- 
tons de  signaler  à  grands  traits,  au  cas  particulier  des  deux 
équations 
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Ici  la  ligne  (C)  est  toujours  une  droite  isotrope.  La  ligne  (c) 
qui  correspond  au  point  M(X,  Y,  Z)  est  une  certaine  droite 
appartenant  à  un  complexe  linéaire  H  que  l'on  définit  comme  il 
suit  :  • 

Si  l'on  adopte  les  définitions  du  n"  139,  la  droite  lieu  du  point 
(x.  y,  z),  définie  par  les  formules  précédentes,  aura  ses  six  coor- 
données définies  à  un  facteur  près  par  les  relations 


^24) 


et,  par  suite,  elle  appartient  nécessairement  au  complexe  H  défini 
par  l'équation 

(^25)  a-i-a'=o. 

Il  faudra  joindre  aux  deux  équations  (aS)  les  suivantes 

^^"^   I  ey_0^>.(/-vO)  =  o. 


\  <t  =     z, 

b  =  u 

c  =  — X  — 

/Y 

1  a'  =  -7.. 

//=  X2— Y^— Zî. 

c'=       X- 

i\' 

(26) 

s                          P"=o. 

\  X  — n  -9  —  >.z  =  o. 

d'où 

l'on  déduit  les  deux  systèmes 

1-/>V 

I  -^ py 

<28)   ( 

^.         .^.        x-^yip.r~qy  —  z) 

1-/M 

i  —  py 

Q_nv_;,^ 

—  i  =  V  i^F^-+-Q^ 

•^                    1'  ^  /Q 

x=.vZ-+-X  — /Y, 

'29) 

^  =  Z-.v.X-4-iY), 

P  —  V 


V-P  , 

z  —  X  —  11, 


i—py  ^        I-+-P» 

qui  sont  résolus  respectivement  par  rapport  aux  deux  groupes  de 
variables. 

On  voit  que,  si  à  un  point  m  correspond  un  seul  point  M,  au 
contraire  à  un  point  M  correspondent  deux  points  m.  Cela  était 
évident  a  priori  par  la  Géométrie.  En  effet,  lorsque  le  point  m 
décrit  une  surface  (S),  la  droite  qui  lui  correspond  engendre  une 
congruence;  mais,  comme  cette  droite  est  isotrope,  elle  a  un  seul 
point  focal  à  distance  finie.  C'est  cet  unique  point  focal  qui  corres- 
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pond  au  point  m.  Au  contraire,  si  M  décrit  une  surface  (S),  la 
droite  qui  lui  correspond  engendre  une  congruence  dans  laquelle 
elle  admet  deux  points  focaux.  Les  deux  nappes  focales  ainsi 
obtenues,  qui,  l'une  et  l'autre,  correspondent  à  (S),  sont  polaires 
r(''ciproques  par  rapport  au  complexe  linéaire  auquel  appartiennent 
toutes  les  droites  (c). 

\n\).  Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  d'étudier,  avec  tout  le  soin  qu'elle 
mérite,  l'importante  transformation  de  M.  Lie.  Nous  nous  con- 
tenterons d'en  indiquer  seulement  certaines  propriétés,  dont  nous 
aurons  à  faire  usage;  et,  en  premier  lieu,  nous  démontrerons  la 
plus  importante  de  toutes  pour  les  applications  :  A  une  droite 
de  V espace  (m)  la  transformation  fait  correspondre  une 
sphère  de  V espace  (M). 

On  peut  établir  cette  proposition  par  les  considérations  géomé- 
triques suivantes,  qui  en  font  bien  comprendre  l'origine. 

Soit  (c?)  la  droite  donnée  dans  l'espace  (m)  et  soit  (t/i)  sa 
polaire  réciproque  par  rapport  au  complexe  H.  Toutes  les  droites 
qui  rencontrent  (c?)  et  (g?i)  appartiennent,  comme  on  sait,  à  ce 
complexe.  Aux  dififérenls  points  de  {d)  et  de  id^)  correspondent  des 
droites  isotropes  dans  l'espace  (M);  de  plus,  les  droites  isotropes 
qui  correspondent  à  un  point  m  de  (<i)  et  à  un  point  m^  de  («?,) 
se  coupent  nécessairement  au  point  de  l'espace  (M)  qui  corres- 
pond à  la  droite  nim^  du  complexe  H.  Il  est  ainsi  établi  que  les 
droites  isotropes  correspondantes,  soit  aux  points  de  (<i),  soit  aux 
points  de  (<ii),  engendrent  une  même  surface  qui,  étant  double- 
ment réglée,  ne  pourra  être  qu'une  sphère. 

Si  la  droite  {d)  appartient  au  complexe  H,  elle  se  confond 
avec  {d^)  et,  par  suite,  les  deux  systèmes  de  génératrices  recti- 
lignes  de  la  sphère  se  confondent.  La  sphère  précédente  se  réduit 
à  un  point.  Ce  point  est  celui  qui,  dans  l'espace  (M),  correspond 
à  la  droite  (^/). 

Le  lecteur  vérifiera  tous  ces  résultats  par  le  calcul,  en  employant 
les  formules  (28)  à  (29). 

980.  D'après  cela,  si  nous  connaissons  dans  l'espace  (m)  une 
congruence  rectiligne,  il  lui  correspondra,  dans  l'espace  (M),  un 
système    doublement    infini   de    sphères.    Aux    points   focaux   de 
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chaque  droite  de  la  congruence  correspondront  les  deiii  points  où 
chaque  sphère  touche  son  enveloppe.  De  sorte  que,  des  con- 
gruences  rectilignes  pour  lesquelles  les  lignes  asymptotiques  se 
correspondent  sur  les  deux  nappes  de  la  surface  focale,  la  trans- 
formation de  M.  Lie  permet  de  déduire  des  familles  de  sphères 
ailmettanl  une  enveloppe  à  deux  nappes  sur  lesquelles  les  lignes 
de  courbure  sont  aussi  des  lignes  correspondantes.  Au  Livre  IV, 
Chapitre  XV,  nous  avons  étudié  un  grand  nombre  de  propriétés 
de  ces  enveloppes  de  sphères;  et,  en  particulier,  au  n"  483,  nous 
avons  déjà  indiqué  comment  la  transformation  de  M.  Lie  permet 
den  déduire  des  congruences  rectilignes  pour  lesquelles  les  lignes 
asvmplotiques  se  correspondent  sur  les  deux  nappes  focales. 

Nous  avons  vu  au  n"  481,  Livre  I\  ,  Chapitre  X\  ,  que.  pour 
obtenir  des  enveloppes  de  sphères  à  lignes  de  courbure  correspon- 
dantes, il  faut  résoudre  le  problème  de  la  représentation  sphérique 
pour  une  surface  donnée.  Nous  avons  vu  d'autre  part  (^n"  888) 
que.  pour  trouver  les  congruences  à  lignes  asjmptotiques  corres- 
pondantes sur  les  deux  nappes  focales,  il  faut  résoudre,  pour  une 
surface,  le  problème  de  la  déformation  infiniment  petite.  La  trans- 
formation de  M.  Lie  nous  permet  d'établir  un  parallélisme,  un 
lien  étroit  et  direct,  entre  tous  ces  résultats. 

981 .  Puisque  cette  transformation  fait  correspondre  aux  sphères 
de  l'espace  (M)  des  droites  de  l'espace  (wi),  toute  transformation 
de  l'espace  (M)  qui  conservera  les  sphères  donnera,  dans  l'es- 
pace (ni),  une  transformation  conservant  les  lignes  droites.  Con- 
sidérons, en  particulier,  dans  l'espace  (M),  une  inversion  accom- 
pagnée de  déplacement,  il  lui  correspondra  dans  l'espace  (m)  une 
transformation  homographique  conservant  le  complexe  H;  car  les 
droites  de  ce  complexe,  qui  correspondent  à  des  points  de  l'es- 
pace (M),  doivent  nécessairement  rester  correspondantes  à  des 
points  et,  par  conséquent,  ne  cesseront  pas  d'appartenir  au  com- 
plexe H.  Or,  nous  avons  établi  (Chap.  IV  de  ce  livre)  que, 
lorsqu'on  sait  résoudre  le  problème  de  la  déformation  infiniment 
^petite  pour  une  certaine  surface,  on  sait  le  résoudre  aussi  pour  les 
rsurfaces  homographiques.  Transportant  ce  résultat  à  l'espace  (M), 
nous  voyons  que  : 

Si  l'on  sait  résoudre  le  problème  de  la  représentation  splié- 
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rique  pour  une  surface  (i),  on  sait  le  résoudre  aussi  pour 
toutes  les  surfaces  qui  dérivent  de  (i)  par  une  inversion. 

Cette  propositioQ,  qui  a  de  nombreuses  applications,  s'établit 
d'ailleurs  directement  de  la  manière  la  plus  simple.  Il  suffit  de 
remarquer  que,  pour  une  surface  (i),  le  problème  de  la  représen- 
tation sphèrique  équivaut  à  la  détermination  des  systèmes  cycliques 
dont  les  cercles  sont  normaux  à  (2).  Enoncé  sous  cette  dernière 
forme,  il  devient  évident  que  le  problème,  résolu  pour  une  sur- 
face donnée,  l'est  par  cela  même  pour  toutes  les  surfaces  inverses 
à  l'aide  d'une  simple  quadrature  (n"9o0). 

982.  Puisque  la  solution  du  problème  de  la  représentation 
sphérique  pour  une  surface  (i)  se  ramène  à  l'intégration  d'une 
équation  linéaire  à  invariants  égaux,  il  semble  que  toute  recherche 
soit  terminée;  car  nous  connaissons  toutes  les  équations  de  ce 
genre  dont  l'intégration  peut  être  effectuée.  Mais  si  l'on  veut  dis- 
tinguer, comme  cela  est  nécessaire  pour  les  applications,  entre  les 
surfaces  réelles  et  celles  qui  sont  imaginaires,  il  se  présente  une 
difficulté  que  nous  allons  examiner,  d'une  manière  complète,  en 
terminant  ce  Chapitre. 

Reprenons  la  méthode  développée  au  n"  974.  L'équation  qu'il 
faudra  intégrer  sera  la  suivante 

oo  opi         A  ap  api 

où  1  est  défini  par  lune  ou  l'autre  des  formules  (4).  Or,  pour  un 
point  réel  d'une  surface  réelle,  a  et  (3  sont  des  variables  imaginaires 
conjuguées.  Et,  par  suite,  X  sera  une  imaginaire  de  module 
égal  à  I.  Nous  sommes  donc  conduits  au  problème  d'Analyse 
suivant  : 

Parmi  les  équations  de  la  forme 

(30  1^  =  ^"«' 

^  op  àpi 

déterminer  celles  qui  admettent  une  solution  de  module  i  et 
qui  peuvent.,  en  outre.,  être  intégrées. 

Considérons,  par  exemple,  l'équation  la  plus  simple  de  la  forme 
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précédente 

(32) 

,P9 

Si  l'on  V  substitue 

6  =  e'w, 

179 


elle  se  décomposera  dans  les  deux  suivantes 

qui  donnent  l'une  ou  l'autre  des  trois  solutions  suivantes 

a  désignant  une  constante,  /  et  ft  des  fonctions  réelles.  Le 
résultat  est  très  simple;  mais,  pour  les  autres  équations  intégrables 
de  la  forme  (3i).  il  ne  paraît  pas  se  présenter  aussi  rapidement. 

983.  Avant  de  continuer,  voyons  quelles  sont  les  surfaces  qui 
correspondent  aux  valeurs  précédentes  de  a.  Soit  d'abord 

(33)  >.  =  e'<^. 

Les  équations  (4),  qui   définissent  la  représentation  sphérique. 

deviennent  ici 

0°.  .     àoi 

-f    =         *"""  7;  ' 


lia 


')?l  ')?l 


En  faisant  tourner  autour  de  Taxe  des  z,  on  pourra  réduire  à  zéro 
la  constante  a;  ce  qui  donnera 


On  a  donc 


Si  X,  y.  z  désignent  les  coordonnées  du  point  de  la  représentation 
sphérique.  on  a 

(34) -=<^r 7-  =  ^- 


àCi  —  u.) 

3  -+-  a  =  9  (  s  ~), 

3  X  z=  'ii{p]\. 
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de  sorte  que  les  équations  précédentes  deviennent 

(35)  _i^:=ç(p),  _^.=   ^^(p^). 

La  représentation  sphérique  se  compose  de  deux  familles  de 
cercles  orthogonaux.  Tous  les  cercles  d'une  nif-me  famille  se 
touchent  mutuellement  au  point 

X  =  y  =  o,         ;:;  =  I. 
On  a  ici 


()ç>  àpi 


et  l'on  retrouve  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  dans  les 
deux  systèmes,  considérées  au  n"  104  et  définies  par  les  équa- 
tions (  12)  [  I,  p.  i3i  ]. 

Si  l'on  prend  maintenant  l'une  des  autres  solutions 

on  pourra  toujours,  en  échangeant,  s'il  est  nécessaire,  p  et  pi,  et 
choisissant  convenablement  le  paramètre  p,  la  réduire  à 

À  =:  e'p. 

La  seconde  équation  (4)  nous  donne  alors  par  l'intégration 

ou 

a  e'9 -+-  8  e—'T"  =  29(0). 

Remplaçant  a  et  (3  par  leurs  valeurs  (34),  nous  trouvons 

(36)  .X-  cosp  — ,>'  siiip  =  y(p)(  I  —  z). 

Les  courbes  de  paramétres  p  sont  donc  des  cercles  qui  passent 
par  le  point  fixe 

.r  =  y  =:  o,  ;;  =  I. 

On  obtient  sur  la  sphère  le  système  orthogonal  qui  est  l'inverse 
d'un  système  plan  formé  par  des  courbes  parallèles  et  par  leurs 
normales  communes.  Les  surfaces  qui  l'admettent  pour  représen- 
tation sphérique  ont  évidemment  leurs  lignes  de  courbure  planes 
dans  un  système  ;  mais  elles  ne  sont  pas  les  plus  générales  de  cette 
définition. 
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984.  Après  avoir  examiné,  parmi  les  équations  delà  forme (3 1), 
la  plus  simple  de  celles  que  l'on  sait  intégrer,  il  nous  reste  à 
résoudre  le  problème  proposé  pour  toutes  les  autres.  Nous  allons 
indiquer  comment  on  peut  y  parvenir.  \  oici  d'abord  la  traduction 
géométrique  des  opérations  analytiques  que  nous  aurons  à  exé- 
cuter. 

Soit  une  surface  (2)  pour  laquelle  on  sait  résoudre  le  problème 
de  la  représentation  sphérique  et  désignons  par  (— ')  la  surface  la 
plus  générale,  dépendante  de  deux  fonctions  arbitraires,  admettant 
même  représentation  sphérique  que  {^)-  I^e  problème  de  la  repré- 
sentation sphérique  est  le  même  pour  (i')  et  pour  (^).  Donc  on 
saura  le  résoudre  pour  (2)  et.  par  suite  aussi,  d'après  une  propo- 
sition indiquée  plus  haut,  pour  la  surface  (i)  qui  est  l'inverse 
de  (2').  Répétant  sur  celte  nouvelle  surface  (2")  les  mêmes  opéra- 
tions que  sur  (  — ).  on  pourra  introduire  deux  nouvelles  fonctions 
arbitraires  et  poursuivre  indéfiniment  l'application  de  la  méthode. 
Toutes  les  opérations  indiquées  pourront  être  effectuées  dans 
l'espace  réel  et  donneront  alors  des  surfaces  réelles  si  la  première 
est  réelle.  Il  reste  seulement  à  établir  que  cette  suite  d'opérations, 
appliquée,  par  exemple,  aux  surfaces  qui  correspondent  à  l'équa- 
tion (Sa),  nous  fournira  toutes  les  solutions  réelles  du  problème 
de  la  représentation  sphérique.  En  tenant  compte  des  formules 
qui  définissent  l'inversion  dans  le  système  de  coordonnées  tan- 
gentielles  (a,  p,  ^)('),  le  lecteur  reconnaîtra  aisément  que  les 
considérations  analytiques  développées  dans  les  numéros  suivants 
se  rattachent  directement  aux  constructions  géométriques  que 
nous  venons  d  indiquer. 

985.  Soit 

(37)  -^^  =  kz 

une  équation  linéaire  du  second  ordre  donnée;  nous  supposerons 
que   les   variables    indépendantes   x   et  y   soient   réelles    et   que 


(')  Ces  formules  se   dL-duisent  très   sinipleiuent  de  celles  qui  ont  été  données 
au  n»  174  et   se  rapportent   à  un  système  de  coordonnées  légèrement  différent. 
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l'équation  admette  une  solution  particulière 

(38)  oj  =  e'0, 

de  module  égal  à  l'unité.  Nous  allons  montrer  d'abord  comment 
on  peut  déduire  de  cette  équation  un  nombre  illimité  d'équations 
de  même  forme,  admettant  comme  elle  une  solution  imaginaire  de 
module  égal  à  l'unité. 

Au  n°  390,  où  nous  avons  établi  le  théorème  de  M.  Moutard, 
nous  avons  vu  que,  si  z  désigne  une  solution  de  l'équation  (3'j) 
la  fonction  ct,  définie  par  la  quadrature 

(39)  ^-=J   (cof^.-.^)«?..-(co|-.^'^)rfj, 

satisfait  à  l'équation 

(40)  £(a)=^£(i.y 

OÙ  J'  désigne  le  symbole  défini  au  même  n°  390.  Comme  l'équa- 
tion proposée  (3-)  peut  s'écrire 

(4i)  £(.z)  =  £{to), 

on  voit  que  les  deux  équations  (3^)  et  (4o)  se  déduisent  l'une  de 
l'autre  par  le  changement  de  i  en  —  i;  par  suite,  elles  admettront 
la  première  la  solution  ao,  la  seconde  la  solution  ^o,  ^o  ^t  cto 
désignant  les  imaginaires  conjuguées  de  z  et  de  <7.  Mais  nous  allons 
établir  un  résultat  plus  précis  et  montrer  que  l'on  peut,  d'une 
infinité  de  manières,  choisir  la  solution  :;  de  telle  manière  que  cr 
soit  égale  à  Zq- 

En  effet,  la  quadrature  qui  définit  cr  peut  être  remplacée  par  les 
deux  relations  suivantes 

,,    .  d(oia)  „     \<o/  ^(toj")  „      \(jù/ 

(42)  — - — -=a)2_^ ,  _1^ — .=  —  m"-—- , 

âx  ax  ay  oy 

qui  nous  donnent 


(43) 


'(S')      ••    •      -'- 


(ix  to2       ()x  ây  co-       ây 
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oar  le  chansrenient  de  /  en  — i,  entraînant  celui  de  oj  en  —  Nous 
aurons  donc 

de  sorte  que  la  formule  (Sg),  qui  subsistait  quand  on  y  rem- 
plaçait ^,  ff,  0)  par  0^,  z,  —,  demeurera  encore  valable  lorsque,  sans 
changer  co,  on  y  remplacera  ^,  (7  respectivement  par  cxo,  5,,.  En 
ajoutant  et  en  retranchant  successivement  les  deux  équations  (Sg) 
et  (44)  oii  peut  donc  conclure  que,  si  l'on  emploie  au  lieu  àe  z 
l'une  ou  l'autre  des  deux  solutions  suivantes 

de  l'équation  (3-),  la  quadrature  (Sg)  nous  fournira  au  lieu  de  cr 
les  deux  solutions  correspondantes 

de  l'équation  (4o),  solutions  qui  sont,  dans  les  deux  cas.  imagi- 
naires conjuguées  de  celles  d'où  on  les  a  déduites.  Comme  on  ne 
peut  pas  avoir  en  mênie  temps 

:;  -4-  C7„  =  o.  3  —  7o  =  o, 

on  voit  que,  dans  l'un  au  moins  des  deux  systèmes  de  solutions 
ainsi  obtenus,  les  valeurs  de  -  et  de  a  ne  seront  pas  nulles,  ce  qui 
démontre  la  proposition  énoncée. 

986.  Cela  posé,  employons  non  plus  la  solution  oj,  mais  la 
solution  ^,  pour  passer,  suivant  la  méthode  de  M.  Moutard,  de 
l'équation  proposée  (Sj)  à  une  autre  équation 

(47)  f(Z)  =  i(i), 

que  l'on  saura  intégrer  en  même  temps  que  la  première.  D'après 
les  relations  (42),  on  verra  facilement  que  l'on  a 

(48)  i(^f)=i(i), 

et  par  conséquent  l'équation  précédente  (4/)  admettra  la  solution 
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l'équation  admette  une  solution  particulière 

(38)  (o  =  e'0, 

de  module  égal  à  l'unité.  Nous  allons  montrer  d'abord  comment 
on  peut  déduire  de  cette  équation  un  nombre  illimité  d'équations 
de  même  forme,  admettant  comme  elle  une  solution  imaginaire  de 
module  égal  à  l'unité. 

Au  n°  390,  où  nous  avons  établi  le  théorème  de  M.  Moutard, 
nous  avons  vu  que,  si  z  désigne  une  solution  de  l'équation  (S'-) 
la  fonction  a,  définie  par  la  quadrature 

(39)  ^-=J  (-^.---S)«^--(-|:^---'^)^7' 


satisfait  à  l'équation 

(4o) 


i(.)  =  i(i) 


où  J"  désigne  le  symbole  défini  au  même  n°  390.  Comme  l'équa- 
tion proposée  (3^)  peut  s'écrire 

(4i)  I(.z)  =  £(io), 

on  voit  que  les  deux  équations  {^~)  et  (4o)  se  déduisent  l'une  de 
l'autre  par  le  changement  de  i  en  —  i;  par  suite,  elles  admettront 
la  première  la  solution  Oq.  la  seconde  la  solution  ^o,  ^o  ^l  CTo 
désignant  les  imaginaires  conjuguées  de  z  et  de  a.  Mais  nous  allons 
établir  un  résultat  plus  précis  et  montrer  que  l'on  peut,  d'une 
infinité  de  manières,  choisir  la  solution  :;  de  telle  manière  que  a 
soit  égale  à  Zq. 

En  effet,  la  quadrature  qui  définit  a  peut  être  remplacée  par  les 
deux  relations  suivantes 


'(S) 


(42)  —3 =^-—3 '  -h —        "  > 

âx  ox  ay  ôy 

qui  nous  donnent 


'(S) 


(  4^  ) =   — „  ; 1  ; = ,   ; ) 

ijx  to-       <)x  f/y  to-       ay 
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par  le  changement  de  /  en  —  i,  entraînant  celui  de  di  en  —  Nous 
aurons  donc 

de  sorte  que  la  formule  (Sq),  qui  subsistait  quand  on  y  rem- 
plaçait ^,  (T,  eu  par  7,  z,  — »  demeurera  encore  valable  lorsque,  sans 
chane^er  oj,  on  y  remplacera  z,  i  respectivement  par  t,,,  z^^.  En 
ajoutant  et  en  retranchant  successivement  les  deux  équations  (39) 
et  (44)  on  peut  donc  conclure  que,  si  l'on  emploie  au  lieu  de  z 
l'une  ou  l'autre  des  deux  solutions  suivantes 

(  !5)  s  -H  î,.,       /■(-  —  7rt) 

de  l'équation  (3y),  la  quadrature  (Sg)  nous  fournira  au  lieu  de  a 
les  deux  solutions  correspondantes 

(4<J"l  T-HSp,      {■('—-") 

de  l'équation  (4o).  solutions  qui  sont,  dans  les  deux  cas.  imagi- 
naires conjuguées  de  celles  d  où  on  les  a  déduites.  Comme  on  ne 
peut  pas  avoir  en  même  temps 

r   -+-  7„  =0.  ;  "0=0, 

on  voit  que,  dans  l'un  au  uioins  des  deux  systèmes  de  solutions 
ainsi  obtenus,  les  valeurs  de  ^  et  de  (t  ne  seront  pas  nulles,  ce  qui 
démontre  la  proposition  énoncée. 

986.  Gela  posé,  employons  non  plus  la  solution  w,  mais  la 
solution  -,  pour  passer,  suivant  la  méthode  de  M.  Moutard,  de 
l'équation  proposée  iZ-^  k  une  autre  équation 

(47)  i.Z:)  =  i(i), 

que  l'on  saura  intégrer  en  même  temps  que  la  première.  D'après 
les  relations  (42).  on  verra  facilement  que  l'on  a 

et  par  conséquent  l'équation  précédente  (47)  admettra  la  solution 
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particulière 

(49)  Z  =  (0  ^, 

qui,   elle  aussi,   est  de  module  égal  à  l'unité  toutes  les  fois  que 
a  est  l'imaginaire  conjuguée  de  z. 

987.  Ainsi,  il  j  a  une  infinité  de  solutions  de  l'équation  (3-) 
dont  l'emploi  permet  de  passera  de  nouvelles  équations  conservant 
la  propriété  d'admettre  des  solutions  imaginaires  de  module  égal 
à  l'unité.  Il  nous  reste  à  démontrer  que  la  méthode  précédente 
pourra  fournir  effectivement  et  complètement  l'ensemble  des 
équations  qui  admettent  de  telles  solutions.  Pour  établir  ce 
résultat,  nous  remarquerons  tout  d'abord  que,  appliquée  à  une 
équation  pour  laquelle  la  suite  de  Laplace  est  limitée,  la  méthode 
employée  donnera  généralement  des  équations  pour  lesquelles  le 
rang  de  la  solution  (n"  335)  s'élèvera  de  plus  en  plus. 

Prenons,  en  effet,  comme  solution  de  passage  la  combinaison 
suivante 

(50)  s'—  ; -+■  ao-H  atï;  —  C7„) 

des  deux  solutions  (45)?  ci  désignant  une  constante.  Pour 


et  comme  z  est. la  solution  la  plus  générale  de  l'équation  (3-) 
l'emploi  de  la  solution  iz  permettra  certainement  de  passer  à  une 
équation  de  rang  supérieur.  Puisque  le  rang  s'élève  par  l'emploi 
de  la  solution  de  passage  z\  pour  la  valeur  particulière  —  tdea,  il 
ne  pourra  rester  le  même,  ou  s'abaisser,  que  pour  certaines  valeurs 
particulières  de  a;  et,  par  suite,  la  solution  définie  par  l'équation 

(50)  fournira,  pou7'  une  infinité  de  valeurs  réelles  de  a,  une 
équation  nouvelle 

/(Z)  =  i(^), 

ayant  une  solution  générale  du  rang  supérieur.  Si  l'on  pose 

(51)  7'=  ,So-l- :i  — ««(-u— ^), 
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cette   équation   admettra   évidemment  la  solution   imaginaire  -A- 
de  module  égal  à  l'unité. 

Si  nous  pouvons  établir  maintenant  que  l'on  peut  toujours,  en 
choisissant  convenablement  z,  non  plus  élever,  mais  abaisser  le 
rang  de  la  solution,  nous  aurons  montré  par  cela  même  que  toutes 
les  équation^  cherchées  dérivent,  par  voie  de  récurrence,  de  celle 
que  nous  avons  étudiée  au  n"  982.  Mais,  pour  mettre  hors  de 
doute  ce  point  essentiel,  nous  avons  à  rappeler  et  à  compléter 
diverses  notions  données  au  Livre  W  et  plus  particulièrement  au 
Chapitre  VII  de  ce  Livre. 


î)88.   Nous  commencerons  par  la  remarque  suivante  : 

Soit  (E)  une  équation  linéaire  du  second  ordre  pour  laquelle  la 

suite  de  Laplace  se  termine  dans  les  deux  sens,  du  côté  positif  à 

l'équation  (  EjV  du  côté  négatif  à  l'équation  (E-yV  Nous  avons  vu 

<jue  son  intégrale  générale  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante 


'  32>  I 


=    =  \ 


X 

X      .. 

.      X(' 

\ 

Y'     . 

.     Yi/» 

J-l 

x\ 

•    -^T 

.Vl 

r\ 

■  yf 

r,n 

■r'm      ■ 

-*  ni 

Ym 

y'm    • 

■■   rj^ 

où  l'on  a  m:=i-'rj-^  i  ,*  où  X,  Y  désignent  des  fonctions  arbi- 
traires, dépendant  respectivement  de  x  et  de  y  seulement.  N  est 
une  fonction  déterminée  quelconque,  les  x/,  dépendent  de  Jc  et 
les  Vi  de  y  seulement;  de  plus  l€s  Xh  sont  des  fonctions  linéaire- 
ment indépendantes,  ainsi  que  les  yn-  Aux  n"^  34L  342.  nous 
avons  indiqué  quelques  propriétés  des  expressions  de  la  forme 
générale  (32)  qui  s'annulent  quand  on  remplace  le  couple  (X,  \  ) 
par  le  couple  ( x/,-,  yh).  Nous  ajouterons  ici  la  remarque  suivante. 
Supposons  que  l'on  ait  trouvé  pour  la  même  équation  (  E)  deux 
formes  distinctes  de  l'intégrale,  la  première 


-.3 


MX^  M,X^...-  M,X  '  —  \Y  — X,\ 


.+  X,-Y7), 


la  seconde 

(^4'     3  =.  |'X„-  l',X;,-^...+  l>,X'^'^QY,-HQ,Y;^...^OyY;/'; 
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on  passera  de  l'une  à  l'autre  par  une  substitution  de  la  forme 

\  X  =  AXft -1- Ài.ri -(-.  .  .-i- A,„,f,„, 
(5;"))  <  . 

(    Y  —  in„H-  Aiji-f-.  .  .-I-  AmVm, 

où  A  est  une  fonction  de  x,  B  une  fonction  de  j'  et  /.|,  >.2,  .  .  . ,  l,n 
des  constantes  quelconques. 

Pour  le  démontrer  nous  remarquerons  que,  si  l'on  passe  de 
l'équation  (E)  à  celle  (E^),  qui  termine  la  suite  de  Laplace  du  côté 
positif,  la  première  forme  de  l'intégrale  donnera  pour  l'équa- 
tion (E,)  une  intégrale - 

Zi^  HX  -h  KY  -h  Kl  Y'-4-.  . .-+-  K,„_,  Y('«-') 

et  la  seconde  forme  de  l'intégrale  donnera  de  même 
Zi=  LXn-^  RY  +  R,\'-+-. . .+  R„,_i  Y("'-U. 

Egalant  ces  expressions  dilïérentes  de  zi  et  remplaçant  y  par  une 
valeur  constante  quelconque,  on  aura 

X  =  AXo+ Al, 

A  et  A|  dépendant  de  x  seulement. 

En  considérant  de  même  l'équation  (E_y),  on  démontrera  que 
l'on  a 

Y  =  iîYo+ni, 

B  et  Bj  étant  des  fonctions  de  y. 

Si  donc,  pour  abréger,  on  pose  conformément  à  une  notation 
déjà  employée  (n  "  368  et  39i) 

ç=    /(X)+9(V), 


\   ..  =/o(X„)-^?„(V„), 

on  devra  avoir,  en  substituant  les  valeurs  de  X,  Y  et  égalant  les 
deuï  expressions  de  z 

/(AXo)-H?(BY,0+/(A,)+r(Bi)=/o(X„)+--fo(Yo), 

et  cela  pour  toutes  les  expressions  possibles  des  fonctions  arbi- 
traires Xo,  Yq.  Si  l'on  donne  successivement  des  valeurs  nulles  à 
ces  deux  fonctions  l'équation  précédente  se  décomposera  dans  les 
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trois  suivantes 


!/(Ai)-H9(B.)  =  o. 
9(BY,)  =  ?o(^".). 

Les  deux  dernières  détermineronl  les  symboles  y"„,  90-  Quand  à  la 
première,  d'après  le  résultat  démontré  au  n"  31:2.  elle  montre 
que  A,.  B,  sont  des  combinaisons  linéaires  à  coefficients  constants 

Al  =  Al  J"i  -î-  .  .  .  -r-  An»  •*.■„,, 
Bi  =  Ài_^'i-»-.  .  .-t-  'f-m.ym 

des  fonctions  X/,,  Vh-  La  proposition  énoncée  se  trouve  ainsi 
démontrée. 

Si  l'on  effectue,  dans  l'expression  (62)  de  ^,  la  substitution 
définie  par  les  formules  (55%  elle  conservera  sa  forme  générale, 
nous  l'avons  déjà  démontré  (n"34l):  et  il  est  clair  que  les  nou- 
veaux couples  avec  lesquels  elle  est  formée  {sel^  yl)  se  déduiront 
des  anciens  [xh,  y/i)  par  la  substitution 

de  telle  sorte  que.  si  l'on  a,  dans  les  deux  formes  de  l'intégrale 
Xh  =  -r'l,  la  fonction  A  se  réduira  nécessairement  à  une  constante 
et  l'on  aura 

(59)  /o(Xo)  =  A/(X«). 
Nous  ferons  plus  loin  usage  de  cette  remarque. 

989.  Pievenons  maintenant  aux  équations  à  invariants  égaux  et 
rappelons  la  méthode  donnée  au  Livre  IV.  Chapitre  VII  (n"  394). 
Nous  avons  vu  que.  si  l'intégrale  générale  de  l'équation  {^~)  est 
donnée  par  la  formule 

(60)  :.  =  f\i\)-^fi{\K 

OÙ  nous  conserverons  toutes  les  notations  adoptées  au  n"  394,  et 
si  l'on  emploie  la  solution  u  avant  pour  expression 

(611  w  =  /,  (  X,  I  —  /s (  Y,  ), 
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la  fonction  o"  définie  par  la  quadrature  (89)  est  déterminée  par  la 
formule 


(O2) 


,/,x)-.MY«-,.,(x,:;^).,B,(v,e;») 

-2  /  X  91  (  Xi  )  dx  -H  ').  /  Y  92  (  Vi  )  dy. 


Aux  propriétés  que  nous  avons  établies,  nous  allons  ajouter 
quelques  relations  nouvelles.  D'après  la  formule  (.^9),  wo-  doit  se 
réduire  à  une  constante  lorsqu'on  fait  ^^  ùj,  c'est-à-dire 

'  Xi=X,         Yi=  Y. 

Le  second  membre  de  l'équation  (62)  devra  donc  se  réduire  à 
zéro  pour  une  détermination  convenable  des  deux  intégrales  tant 
que  ces  intégrales  ne  disparaîlront  pas  toutes  les  deux.  En  égalant 
à  zéro  les  parties  qui  subsistent  lorsqu'on  annule  séparément  Y 
ou  X,  on  obtient  les  deux  formules  déjà  connues  (n°  396) 

i  2   rX,,(X)^=^/f(X)-2Bjx,  ^^*^1, 
(63)  '     ^  L  .  J 

Il  reste  alors  la  suivante  qui  est  nouvelle 

Si,  dans  la  première  des  formules  (63),  on  remplace  X  par 
X-|-àX|.  \  désignant  une  constante,  on  trouvera,  en  égalant  les 
coefficients  de  \  dans  les  deux  membres,  la  relation  suivante 


(65) 


Tx  çi  ( Xi  )  dx  -4-   1^X1  9,  (X)  dx 

=  ./i(Xj/i(XO-Bi|  X,      ,/,;    J-'>>[x,.    ■  ^^  .    J 


Remplaçons  X,  par  a:,,  en  nous  rappelant  que  Ton  a  (n"  396) 

( 66 )  (f  1  ( .r , )  =  o,        j\(Xi)-+-  ft {yi )  =  o . 
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Il  viendra 

(6:)    J.,,.(X../.=/.(X)/..,--B.[x,^^']-B.[.-,,i^]. 

En  tenant  compte  des  identités  (64)  et  (66).  on  peut  écrire 

Nous  prendrons,  par  suite, 
(69)  J  ^i-'^  '  '''■  =/..  X)/i(.r,)-  B,  [^.,-,.:!A_^' j  -^  B,[^., ,,  '-^^^^j  ' 
et  de  même 

de  sorte  que  ces  deux  dernières  formules,  jointes  aux  deux  pré- 
cédentes (63  ),  détermineront  la  valeur  précise  que  nous  attri- 
buerons toujours  aux  intégrales 

JxiZ,{\)dx,     Jyiz.Ci)(ly,     y*Xçi(X)</x,     J\:^.{\)dy, 

lorsque  nous  les  rencontrerons  dans  la  suite  du  raisonnement. 

ÎXK).  Gela  posé,  restons  encore  dans  les  généralités  et  suppo- 
sons que  les  fonctions  Oi  (X,  ),  02(  Y|  )  soient  diflerentes  de  zéro. 
L'expression  de  a  s'annulera  quand  on  remplacera 

yX=,(X,)cù:  =  Xo         et  f\ç.{Yi)dy  =  \^, 

respectivement  par  le  couple  (i ,  i)  et  par  les  suivants 

r    /"x,  ç,  (X,  )  djc,j\\  ç.  (  Y,  1  dA  .         r  f.rrr^{  Xi  )  dj;fyi  ç-,(  Y,  1  dy]  • 

L'intégrale  a  sera  de  rang  supérieur  à  -  et  nous  retrouvons  le 
résultat  déjà  indiqué  au  n"  390.  en  indiquant  seulement  ici  d'une 
manière  plus  précise  comment  il  faut  déterminer  les  quadratures 
précédentes. 

Supposons  maintenant  que  la  solution  co  soit  telle  que  Ton  ait. 


par  exemple 
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çi(\0  =  o,  ?o(Y0  5^0. 


Alors  il  viendra  pour  X,  une  combinaison  linéaire  à  coefficients 
constants 

X|  =  Ài  a-i  H-  .  .  .  -I-  À,„  Xni 

Ae  Xi,  x-i,  .  .  . ,  Xnii  et  comme  on  peut,  sans  changer  (o,  retrancher 
de  X,  cette  combinaison  linéaire,  à  la  condition  de  retrancher 
^1  J'i  H- .  •  .  H-  X,„y„i  de  Y, ,  on  pourra  supposer 


Xi  ==  o. 


Alors,  si  l'on  pose 


/v.( 


Yi)  <'(»'=. Vo, 


l'expression  de   o-   s'annulera  quand  on  }'  remplacera   le  couple 
(X,  Yo)  des  fonctions  arbitraires  par  les  suivants 

Mais  comme  le  premier  élément  du  dernier  couple  est  nul, 
l'analyse  développée  au  n"  341  permettra,  en  substituant  à  Y„  la 
fonction 


y'v.?,(v.) 


r/y 


de  réduire  cette  expression  de  a-  à  une  forme  nouvelle  admettant 
seulement  les  couples  suivants 


ffi9. 


(YiXr 


J\,ç,{\0'by  _ 


qui  sont  en  même  nombre  que  ceux  de  z  et,  en  outre,  composés 
du  même  premier  élément.  Donc,  si  l'on  détermine  le  rang 
d'une  équation  d'après  celui  de  sa  solution  générale,  l'équation  à 
laquelle  satisfait  a  est  de  même  rang  que  la  proposée  (3-). 


î)9l.   Supposons  enfin  que  la  solution  o)  soit  telle  que  l'on  ail  à 
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la  fois 

on  pourra  encore  supposer  que  l'on  ail 

(71)  X,  =  o. 

Mais,  de  plus.  Y,  sera  une  solution  de  la  seconde  équation  (-i  ^ 
que  1  on  pourra  prendre  pour  représenter  le  second  élément  j',  du 
premier  couple.  Faisons  donc 

(72)  Y,=  »-,. 

L'expression  de  a  sera  débarrassée  de  tout  signe  de  quadrature. 
Si  l'on  pose 

I  75 )    ft Ui )/i (Vk }  —  Bî  .V,-,  -^-j^ —  I         M -^'^^  ~^ —  J  =  «"t, 

a-ih  sera  une  constante  en  vertu  de  la  formule  (70). 
Pour  X  ^  Xi.  \  =.''/i  01^  trouve 

Pour  X  =  o,  ^  =J>'i?  on  a 

c  s'annulera  donc  quand  on  y  remplacera  le  couple  (X,  Y)  parles 
suivants 

qui  sont  en  même  nombre  que  ceux  de  -  et.  ici  encore,  composés 
du  même  premier  élément. 

Si  a,,  était  nul.  le  résultat  précédent  n'aurait  aucun  sens,  mais 
nous  avons  vu  (n°  396)  que,  dans  ce  cas.  3^  est  l'intégrale  générale 
d'une  équation  de  rang  inférieur. 

9U2.  Nous  venons  de  compléter  noire  théorie  du  Livre  IV, 
Chapitre  VII,  relative  au  passage  d'une  équation  à  une  autre  par 
l'emploi  du  théorème  de  M.  Moutard.  Appliquons  les  résultats 
obtenus  au  cas  spécial  où  co  est  une  solution  imaginaire  de  module 
égal  à  l'unité.  Alors,  comme  7  satisfait  à  l'équation  imaginaire  con- 
juguée de  la  proposée,  il  faudra  que  s-  soit  de  même  rang  que  ^, 
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et,  par  suite,  que  oj  satisfasse  au  moins  à  l'une  des  conditions 

?.(Xi)  =  o,         ï.,(YO  =  o. 
Supposons  donc 

Xi  =  o. 
Si  l'on  a  de  j^lus 

ço(Yi)  =  o, 

on  peut  affirmer  que  la  constante  a^  ne  sera  pas  nulle,  sans  quoi  a 
serait  de  rang  inférieur  à  ^,  ce  qui  est  impossible.  Donc,  dans  tous 
les  cas,  les  couples  de  «r  auront  les  mêmes  premiers  élém^enls  Xi, 
que  les  couples  de  z. 

Dans  la  solution  ainsi  trouvée  pour  a  changeons  i  en  —  t;  nous 
trouverons  évidemment  la  solution  générale  de  l'équation  en  z;  et, 
d'autre  part,  les  premiers  éléments  x/,  de  chaque  couple  seront 
remplacés  par  leurs  conjugués  x^,^.  Donc  la  solution  générale  de 
l'équation  en  z  peut  être  mise  sous  une  forme  dans  laquelle  les 
premiers  éléments  des  différents  couples  sont  les  xl. 

Considérons  les  deux  équations  différentielles  auquelles  satis- 
font, d'une  part,  les  fonctions  Xk  et,  d'autre  part,  les  fonctions  jî/^. 
Il  suit  de  la  remarque  que  nous  venons  de  faire  et  de  la  théorie 
développée  plus  haut  (n°  988)  que  l'on  obtiendra  les  différentes 
solutions  de  la  seconde  en  multipliant  celles  de  la  première  par 
une  certaine  fonction  '^{x).  Donc,  si  Xi,  est  une  solution  de  la  pre- 
mière, Xi,M){x)  sera  une  solution  de  la  seconde.  D'autre  part,  les 
solutions  particulières  des  deux  équations  étant  deux  à  deux  ima- 
ginaires conjuguées,  la  conjuguée  x\(ifii{x)  de  a:/, cp(^)  [9,, (.3?) 
étant  la  fonction  conjuguée  de  9(^)]  sera  une  nouvelle  solution 
de  la  première  et  enfin  xloo{x)  ^{x)  sera  une  nouvelle  solution 
de  la  seconde.  On  peut  conclure  de  là  que,  étant  donnée  une  solu- 
tion quelconque  de  l'une  des  deux  équations  linéaires,  on  en 
trouvera  une  nouvelle  en  la  multipliant  par  la  fonction,  réelle  et 

positive, 

0(x)  =  zi^x)  zç^{x). 

Cela  exige  évidemment  que  Q{x)  soit  une  constante.  Il  sera 
permis  de  la  prendre  égale  à  l'unité,  et  l'on  aura,  par  conséquent, 

f{x)  étant  une  fonction  réelle  de  x. 
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La  première  équation  linéaire  admet  donc,  en  même  temps  que 
la  solution  Xu-,  la  suivante 

Or  si,  dans  l'expression  générale  de  z.  on  remplace  la  fonction 
arbitraire  X  de  a*  par  Xe-'^  *"  ,  toutes  les  solutions  Xh  de  la  pre- 
mière équation  linéaire  seront  multipliées  par  &f  ^'  ;  de  sorte  que 
celle  première  équation  admettra  maintenant,  en  même  temps,  les 

deux  solutions 

Xh  e'/  •*^',     x%  e-'/  «^'j 

qui  sont  imaginaires  conjuguées  lune  de  Vautre.  On  peut 
évidemment  remplacer  ces  deux  solutions  imaginaires  par  les 
deux  solutions  réelles  formées  de  la  partie  réelle  et  de  la  partie 
imaginaire  de  l'une  d'elles.  Et  l'on  voit  ainsi  que  Ion  peut  ramener 
la  solution  générale  ^  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  à  une 
forme  pour  laquelle  les  premiers  éléments  Xh  de  chaque  couple 
sont  tous  réels. 

993.  Ce  résultat  essentiel  étant  établi,  adoptons  pour  :?  la  forme 
dont  nous  venons  de  démontrer  l'existence  et  bornons-nous  à 
considérer  les  solutions  z'  pour  lesquelles  on  a 

( "4  •  Y  =  o,  z'  —  f\  ( X  I, 

X  étant  une  fonction  arbitraire  réelle.  Alors,  comme  on  a 

X,  =  o, 

pour  la  solution  co,  la  formule  (62)  est  débarrassée  de  tout  signe 
de  quadrature  et  nous  donne  pour  c  une  expression  de  forme 

3"  =  çi<;x;), 

qui  renferme,  jusqu'au  même  ordre  que  dans  z-'.  les  dérivées  de  la 
fonction  arbitraire  X.  Si  l'on  y  change  i  en  —  ;',  on  aura 

et,  d'après  la  proposition  établie  plus  haut,  à  la  fin  du  n  '  98S.  on 

pourra  écrire 

çî(X)  =  a/,^X), 

DARBOVX.    —    IV.  13 
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a  étant  une  conslante.  De  là,  on  déduit 

j'  =  ?.i(X)  =  ao/î(X)  =  «0=0, 

a,)  étant  la  constante  conjuguée  de  a. 
Cela  posé,  l'équation 

admettra,  d'après  ce  que  nous  avons  vu,  la  solution  '-^  ou,  en  sup- 
primant le  facteur  constant  «„,  la  solution  —^  qui  est  encore  de 
module  égal  à  i,  comme  o). 

D'autre  part,  en  prenant  pour  X,  dans  la  formule  (74),  une  solu- 
tion particulière  réelle  de  l'équation  linéaire 

9i(X)  =  o, 

qui  annule  l'intégrale  quadratique  de  cette  équation  linéaire,  ce 
qui  est  toujours  possible  (n""  374  et  396),  puisque  toutes  les  solu- 
tions particulières  Xk  de  cette  équation  sont  réelles  et  linéairement 
indépendantes,  on  sera  assuré  de  passer,  par  l'intermédiaire  de  z' , 
à  une  équation  aux  dérivées  partielles  de  rang  inférieur  à  la  pro- 
posée. Ainsi  se  trouve  complétée  notre  démonstration  :  toutes  les 
équations  admettant  des  solutions  de  module  égal  à  l'unité  peuvent 
se  déduire  par  récurrence  de  celle  que  nous  avons  considérée 
au  n"  982. 

994.   Il  ne  sera  pas   inutile  d'indiquer  au  moins  une  applica- 
tion de  la  méthode  de  récurrence  que  nous  venons  d'étudier. 
Prenons,  comme  point  de  départ,  l'équation 

et  la  solution,  de  module  égal  à  i , 

(76)  io'  =  e'"-^, 

de  cette  équation.  Soit  z'  une  autre  solution  quelconque  et  <j'  la 
fonction  définie  par  la  quadrature 

(77)  -  .  ^J   (^co   ^-z    ^  j  d.r-  (^co   ^  -.    -^-j  dy. 
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Dans  le  cas  spécial  que  nous  considérons,  g  satisfera  encore  à 
1  équation  (jà).  Il  faut  tout  d'abord  mettre  z'  sous  une  forme 
telle  que  7  soit  sa  conjuguée.  Pour  cela,  il  n'y  a  qu'à  appliquer  la 
méthode  générale  donnée  plus  haut  (n"  985)  et  Ion  reconnaît  ainsi 
qu'il  faut  prendre  -:;  sous  la  forme 

178)  ;'  =  X'^/'X^A. 

où   X,   \    désignent  des  fonctions  réelles  de  x  et  >   respective- 
ment. On  peut  prendre  alors 

(-9)  z'  =  X'  —  iX  —  i\ . 

et  l'on  peut  passer  à  une  équation  de  rang  supérieur. 

L'emploi  de  la  solution  z'  conduit  à  l'équation  de  second  rang 

...  ,,    .       ^/ I  \  •     <  X' -i- iX'~)  Y' 

'^^«'  '^^-'-n-')=''^-v3:7xT7Y7' 

qui  admet  la  solution  particulière  de  module  égal  à  l'unité 

.7'  X  —  iX  —  A 

:;  X  —  ?  X  -t-  i  1 

et  dont  l'intégrale  générale  sera  définie  (n"  395)  par  la  formule 

2  Xo  -f-  2  Yo  Xo  .  Y'o 


82. 


X'-^iX^A         X   -iX  Y 


où  Xo,  Yo  désignent  deux  nouvelles  fonctions  arbitraires  de  x  et 
de  v.  La  solution  co  correspond  aux  déterminations  suivantes  de 
ces  fonctions 

(83)  X„  =  X'e''-,         Yo  =  o. 

Pour  pouvoir  continuer,   il  faut  mettre  ces  fonctions  X^,   Yo 
sous  une  forme  telle  que  la  fonction  (7,  définie  par  la  quadrature 

soit  la  conjuguée  de  z.  Pour  cela,  il  faut  calculer  d'abord  cr.  En 
vue  des  applications  ultérieures,  nous  indiquerons  même  com- 
ment on  calculerait  la  fonction  0  définie  par  la  quadrature 


(85) 


-=/Mi-=È;)--(^if"^f)<^. 
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^'  étant,  comme  z,  une  solution  de  l'équation  (80)  correspondante 
aux  déterminations  X,,  Y,  de  X„  et  de  Yy, 


(86) 


2  X-i  -f-  2  Y] 


x; 


X'  H-  iX  -+-  i\        X"  -+■  iX' 


Y' 
Y^ 


Il  n'}   a  ici  qu'à  appliquer  sans  modification  la  méthode  indi- 
quée au  n"  394.  Posons 


/l(«)=    VT 


2  11 


II 


X'-+-tX-HiY        X" -+- iX' 


/=(«>=  x^+,:x  +  A 


.   Il 


.•?l('') 


(87) 


s-^X^-) 


r        2 x"-^tX"  1 

[X'  +  iX  -^  i\       (X"  -+-  iX'y\  ^ 

r      2         .  Y"]     w 

-[v  +  .X-^A  -^'y^J  '^-T' 


\>vilh    f')=—  T^T rrr-i 

A    -)-  t  X   . 


X"4-ïX' 


on  aura 

(88)' 


/i  (  Xe,  )  -4-  /,  ( Yo  ),  s'  =  /,  (  X 0  +  /,  (  Y ,  ), 


<)z.' 


et  l'on  trouvera 

X  -\-  iX       ôx  \  <)y 

6  sera  la  solution  générale  de  l'équation 

(9'^  i(6)  =  /('i'), 

et  l'on  y  fera  disparaître  les  quadratures  par  les  changements  de 
notation  si  souvent  indiqués. 

Supposons  que  z'  se  réduise  à  co  et,  pour  cela,  remplaçons  X,, 
\,,  par  les  déterminations  (83)  données  plus  haut.  Nous  aurons 
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alors 

h  sera  alors  égal  à  5^,  ce  qui  donnera 


2/Y0  t'iogto  'il 


V        à  y 


^/^"(x^^)^-"- 


Il  faut  maintenant  choisir  Xo,  Yo  de  telle  manière  que  7  soit  la 
conjuguée  de  z;  c  est  le  résultat  que  l'on  obtiendra  en  prenant  pour 
\o  une  /onction  réelle  de  y.  el  en  substituant  à  la  place  de  Xo 
leipression 

où  Xi  est  une  fonction  arbitraire  réelle  de  x. 

Alors  l'emploi  de  la  solution  -  permettra  de  passer  à  l'équation 
de  troisième  rans; 


^^■-G) 


qui  admettra  encore  une  solution  -^  de  module  égal  à  l'unité. 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que,  conformément  à  la  proposi- 
tion du  n*'  394.  on  peut  faire  disparaître,  par  un  choix  convenable 
des  fonctions  arbitraires,  tout  signe  de  quadrature  dans  la  suite 
des  calculs. 

Pour  obtenir  toutes  les  équations  de  second  et  de  troisième 
rang,  admettant  des  solutions  de  module  égal  à  l'unité,  il  faudrait 
encore  employer  les  solutions 


de  l'équation  (75).  Mais  ces  solutions  se  déduisent  de  celle  que 
nous  avons  choisie,  soit  par  un  changement  de  notation,  soit  par 
le  passage  à  la  limite. 


CHAPITRE  IX. 

SURFACES    A    LIGNES    OK    COURBUaE    PLANES. 


Première  application  des  méthodes  précédentes.  —  Rappel  des  formules  propres  à 
déterminer  les  surfaces  admettant  une  représentation  sphérique  donnée.  — 
Recherche  des  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  dans  un  système.  —  l''lles 
correspondent  toutes  à  des  équations  à  invariants  égaux  pour  lesquelles  la 
solution  est  de  premier  ou  de  second  rang.  —  Méthode  de  recherche  dii'ecte  : 
théorème  général  qui  permet  de  les  déterminer  très  simplement  au  moyen  de 
trois  développables  dont  l'une  (A)  est  isotrope  et  les  deux  autres  (D),  (D,) 
applicables  l'une  sur  l'autre  avec  correspondance  des  génératrices  rectilignes. 
—  On  déduit  de  cette  propostion  que,  si  une  ligne  de  courbure  plane  est  un 
cercle,  toutes  les  autres  sont  des  cercles,  que  si  une  d'elles  est  algélirique,  toutes 
les  autres  le  sont  aussi,  etc.  —  Mise  en  (i;uvr(;  de  la  génération  précédente.  — 
Calculs  et  constructions  géométriques  j)i"oj)res  à  détciiniiici'  la  surface  réelle 
la  plus  générale  à  lignes  de  courbure  planes,  sans  aucun  signe  de  quadrature. 


995.  Avant  de  passer  aux  applications  des  résultats  analytiques 
obtenus  au  Chapitre  précédent,  rappelons  en  quelques  mots  les 
résultats  obtenus.  Pour  ne  pas  multiplier  les  changements  de 
notation,  supposons  que  x,  y  soient  les  paramèti^es  des  lignes  de 
courbure  et  jouent  le  rôle  des  variables  p,  p,  du  n"  974.  Les  sur- 
faces qu'on  peut  rattacher  à  une  même  équation 

o.v  ày 

pour  laquelle  on  a  résolu  les  problèmes  analytiques  précédents, 
pourront  être  définies  de  la  manière  suivante.  Si  l'on  désigne 
par  s,  z'  deux  solutions  quelconques  de  l'équation,  mises  sous  la 
forme  pour  laquelle  les  fonctions  imaginaires  conjuguées  cr,  a' 
sont  définies  par  les  quadratures 


(2) 
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o  étant  toujours  la  solution  de  module  égal  à  l'unité,  on  pourra 
prendre,  en  rapportant  la  surface  au  ï>ystéme  de  coordonnées  tan- 
gentielles  a,  ,5.  ;, 

('3)  a  r=   — ,  i  =  co-'. 

w 

Ces   deux  formules   définiront  la  représentation  sphérique  des 
lignes  de  courbure.  Puis  on  fera  de  même 

i  p'  —  toj.        q'=  —' 

Les  variables  a  et  3  étant  imaginaires  conjuguées  ainsi  que  p 
et  q  .  on  pourra  obtenir  une  infinité  de  déterminations  réelles  de  \ 
et  la  surface  sera  l'enveloppe  du  plan  défini  par  l'équation 

».  I  a  -f-  V)X  -+-  î(  3  —  a  I  Y  H-  (  a 3  —  i  >Z  -t-  ;  =  o. 

où  tout  est  connu  et  d'où  l'on  peut  faire  disparaître  tout  signe  de 
quadrature.  Rappelons  les  relations 


\  àx  àjp'  àx  "     âx  ' 


<>3  ^  dx  dp'  _  dq' 

dy  dy 

tout  à  fait  équivalentes  aux  formules  (2). 

996.  \ous  avons  déjà  reconnu  (n"983)  que  l'équation  la  plus 
simple  de  la  forme  (  i  )  correspond  à  des  surfaces  à  lignes  de  cour- 
bure planes  particulières,  caractérisées  par  cette  propriété  que  les 
cercles  qui  servent  de  présentation  sphérique  aux  lignes  de 
courbure  planes  passent  tous  par  un  point  fixe.  Proposons-nous 
maintenant  de  définir  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  les 
plus  générales.  Nous  allons  voir  qu'elles  correspondent  toutes  à 
des  équations  pour  lesquelles  la  solution  est  de  premier  ou  de 
second  rang. 

Désignons  par  x  le  paramètre  des  lignes  de  courbure  planes  de 
la  surface.  En  tous  les  points  d'une  de  ces  lignes,  le  plan  tangent 
devra  faire  un  angle  constant  avec  le  plan  de  la  ligne,  c'est-à-dire 
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avec  une  droite  dont  les  paramètres  directeurs  dépendront  unique- 
ment de  X.  En  exprimant  cette  condition,  on  sera  conduit  à  une 
équation  de  la  forme 

ic„(  a  -+-  [3)  -4-  iXi{^^  —  a)  H-  a-i(a3  —  I  )  =  a:-;j(3(j3  -I-  1  ), 

.Tq,  .r,,  X2,  X;',  désignant  des  fonctions  de  x.  Au  reste,  cette  équa- 
tion exprime  que  la  représentation  sphérique  de  la  ligne  de  cour- 
bure est  un  cercle.  En  changeant  les  notations  et  remarquant  que 
^:( —  x-2  ne  saurait  être  nulle  quand  les  axes  sont  quelconques,  on 
lui  donnera  la  forme  plus  simple 

(8)  (^a-^r)i^-:r,)  =  xl, 

ic,),  Xi,  X2  étant  toujours  des  fonctions  de  x;  quand  la  surface 
sera  réelle,  les  deux  premières  seront  conjuguées  et  la  troisième 
réelle. 

Différentions  cette  équation  par  rapport  à  i'.  En  tenant  compte 

()y. 

de  la  seconde  formule  (7)  et  remarquant  que—  nepeut  être  nulle, 

nous  aurons 

(a  —  xo)^'>-—  3  —  Xi, 

et  de  là,  on  déduit,  x.,  n'étant  jusqu'ici  définie  que  par  son  carré, 

(   (a  —  Xo)(-0  —  Xt,, 
(9) 

(  ,J  — X\  =  X2M. 

La  première  de  ces  équations  peut  s'écrire 

(10)  ^'=  X(,M  -h  x-2  ; 

nous  sommes  ainsi  conduite  exprimer  que  l'équation  (i)  admet 
deux  solutions  z',  oo  reliées  par  la  relation  précédente. 

A  cet  effet,  substituons  dans  cette  équation  (  i  )  la  valeur  précé- 
dente de  z'.  En  tenant  compte  de  ce  que  w  est  déjà  solution  de 
l'équation,  ce  qui  donne 

(lO  7-7777:  =  ^'^j 


àx  ày 


il  vient 


/  N  ,      ^^  7 

(12)  ^  0     T-   ==    '^^'>  • 

ày 
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Portons  la  valeur  de  -r—  dans  le  premier  membre  de  la  relation 
précédente,  il  viendra 

OU.  en  excluant  l'hypothèse  A  =  o.  déjà  examinée  in"  983), 


li^  o)  = 


jc'a        àx 


\A) 


Il  n'y  a  plus  qu'à  substituer  cette  valeur  de  (u  dans  la  formule  (12) 
pour  obtenir  la  condition 

axay 

à  laquelle  doit  satisfaire  k.  Cette  condition  exprime  évidemment 
(  n"  330)  que  l'équation  correspondante  doit  être  de  second  rang. 

997.  Nous  avons  vu  (  n"  389)  que  la  valeur  la  plus  générale  de  k 
est  la  suivante 

i  ^)  k  — 


de  sorte  que,  eu  remplaçant  '—  par  X3.  la  valeur  de  oj  va  devenir 

Cette  valeur  devant  avoir  un  module  égal  à  i ,  il  faudra  que 
Ion  ait 

Xo,  \2j  X,  étant  les  fonctions  conjuguées  de  X,,  Y|,  Xj  respec- 
tivement. 

Eu  donnant  à  x  une  valeur  quelconque,  on  reconnaît  immédia- 
tement que  les  fonctions  Yo,  Y<  sont  en  relation  homographique. 
On  pourra  donner  à  cette  relation  homographique  la  forme 

V,=  Y,. 


202  LIVRE    VIII.    —    CHAPITRE    IX. 

si  l'on  remarque  que  l'expression  (  lo)  de  k  ne  change  pas  (n"  24) 
lorsqu'on  soumet  Xi,  Y<  à  une  même  substitution  linéaire  à  coef- 
ticients  constants.  Ainsi  l'on  peut  supposer  que  Y^  soit  une  fonc- 
tion réelle. 

Mais  alors  il  faut  évidemment  choisir  pour  w  l'expression 
définie  par  l'équation  (8i  )  du  Chapitre  précédent;  et  l'on  aura,  en 
appliquant  les  résultais  analytiques  du  n"  994  et  supposant,  ce 
qui  est  évidemment  permis,  Y  réduit  à  y  par  un  changement  de 
notations, 

.    X'— iX  — {>- 


(i6) 


X'  -f-  j  \  -+-  iy 


Pour   écrire  d'une  manière  rapide  les  valeurs  de  y.,  jS,  p\  q' , 
introduisons  les  notations 


,X"  +  î\'         /  ,X"-^rX'\' 

■>.  Il  —  'X  U    -rrrr, rr-r-  Il  —  « 


,        .  ,      .  X    -+-  X  V  X    -4-  X'    / 

(17)  ■^i{u)=    — -; : — —7 > 

\-+-i\-+-iy  X"-f-/X 

(18)  ■^,(n)  =  ~     '" 


X'-i-  iX  -h  iv 


et  désignons  de  même  par  iL,,  J/2  les  symboles  obtenus  en  chan- 
geant i  en  —  i.  On  aura,  X,,  étant  une  fonction  réelle, 

(19)  ato  =  ç,(X,),  ;^=^'i,(\,), 

puis,  Xo,  Y^  étant  encore  des  fonctions  réelles, 

•(20)  r/'(o  =  9i(X2)-4-  ?,(Y,),  ^'-  =  J;i(Xo)-+-'la(Y,). 

Les  deux  premières  relations  feront  connaître  la  représentation 
sphérique.  Il  faudra  ensuite  calculer  ;,  qui  sera  définie  par  la  for- 
mule (5)  où  l'on  substituera  les  valeurs  précédentes  de  a,  ;3,  p' .  q'. 
Il  restera  encore  à  donner  aux  fonctions  réelles  Xo,  Y^  une  forme 
telle  que  toute  quadrature  disparaisse  de  l'expression  de  ;. 

On  voit  que  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  dépendent 
de  quatre  fonctions  arbitraires  X,  X,,  Xo,  Y,.  Elles  sont  donc  loin 
d'être  les  plus  générales  parmi  celles  qui  correspondent  à  l'équa- 
tion du  second  rang  et  qui  dépendent,  en  réalité,  de  cinq  fonctions 
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îirbilraires.  à  savoir  :  X,  deux  fonctions  figurant  dans  la  représen- 
tation sphérique  et  deux  autres  dans  les  expressions  de  p'  et  de  q'. 

i^>98.  Sans  faire  l'étude  approfondie  des  surfaces  à  lignes  de 
courbure  planes,  auxquelles  M.  Rouquet  a  consacré  un  Mémoire 
des  plus  remarquables,  déjà  cité  [I.  p.  1 1 4  ]>  nous  ferons  connaître 
une  proposition  qui  les  concerne  et  qui  se  rattache  directement 
aux  résultats  du  a"  i)72.  Cette  proposition  peut  s'énoncer  comme 
il  suit  : 

Etant  donnée  une  sur/ace  (2)  à  lignes  de  courbure  planes 
dans  un  système,  soit  (D)  /a  développable  enveloppe  des  plans 
des  lignes  de  courbure.  Supposons  quelle  se  déforme  de  telle 
manière  que  ses  génératrices  demeurent  rectilignes,  et  qu'elle 
entraine  les  lignes  de  courbure  planes  dans  ses  différents 
plans  tangents:  il  existera  une  transformée  (D,)  de  (D)pour 
laquelle  toutes  ces  lignes  de  courbure  viendront  se  placer 
sur  une  même  développable  isotrope  (A);  les  lignes  de  seconde 
courbure  venant  alors  coïncider  avec  les  génératrices  recti- 
l ignés  de  la  développable  (A). 

Pour  démontrer  cette  proposition,  nous  commencerons  par 
examiner  ce  que  devient  la  surface  (i)  lorsqu'on  déforme  la  déve- 
loppable (D)  de  telle  manière  que  ses  génératrices  demeurent 
rectilignes.  Si  l'on  désigne  par  la  lettre  (G)  les  lignes  de  pre- 
mière courbure,  situées  dans  les  plans  tangents  de  (D)  et  par  la 
lettre  \Ci)  les  lignes  de  seconde  courbure,  il  est  clair  que  les 
tangentes  aux  lignes  (G),  aux  points  où  elles  sont  rencontrées  par 
une  même  courbe  (,C|)  engendrent  une  développable  dont  l'arête 
de  rebroussement  (K,)  est  tracée  sur  la  développable  (D);  de  sorte 
que  chaque  courbe  (Ci)  est  une  développante  de  l'arête  de 
rebroussement  (K,)  qui  lui  correspond.  Gette  relation  entre  (Ki) 
et  (G|)  ne  se  modifie  nullement  quand  la  développable  (D)  se 
déforme  en  entraînant  dans  ses  plans  tangents  les  courbes  (G). 
On  reconnaît  donc  immédiatement  que,  dans  la  nouvelle  sur- 
face (i  )  engendrée  par  les  positions  nouvelles  des  courbes  (G), 
surface  qui  correspond  point  par  point  à  >  i  i.  les  lignes  de  pre- 
mière et  de  seconde  courbure  correspondent  respectivement  aux 
lignes  de  première  et  de  seconde  courbure  de  (2). 
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M.  Rouquet  a  fait  grand  usage  de  la  proposition  que  nous  venons 
d'établir  et  qui  est  due  à  Ribaucour  (^).  Elle  ne  nous  est  pas 
indispensable;  mais  elle  aidera  le  lecteur  à  mieux  comprendre  le 
raisonnement  suivant. 

999.  Soient  {Jîg.  88) (C)  une  des  lignes  de  première  courbure 

Fig.  88. 


de  (i),  M  un  quelconque  de  ses  points,  M'  un  point  infiniment 
voisin  de  M  pris  sur  la  ligne  de  seconde  courbure  (Ch  )  qui  passe 
en  M,  P  la  projection  de  M'  sur  le  plan  de  (G).  Soit  QQ'  la  géné- 
ratrice de  contact  du  plan  de  (G)  avec  la  développable  (D), 
R  le  point  où  cette  génératrice  touche  l'arête  de  rebrousse- 
ment  (R)  de  cette  développable;  de  sorte  que  chaque  point  R  et, 
par  suite,  chaque  plan  tangent  de  (D)  sera  déterminé  par  l'arc  a^ 
de  (R)  compté  à  partir  d'une  origine  fixe  O  prise  sur  (RV  Le  plan 
de  la  ligne  de  première  courbure  (G)  qui  passe  en  M'  corres- 
pondra, par  exemple,  au  point  R'  de  l'nrêle  de  rebroussement,  de 
sorte  que  l'angle  des  deux  plans  contenant  les  lignes  de  première 
courbure  qui  passent  en  M  et  en  M'  sera  égal  à    -  ?   ds  désignant 

l'accroissement  RR'  de  s  et-  étant  la  torsion  de  (R)  en  R.  M'P 


(')  RiBAicouR,  Sur  les  courbes  enveloppes  de  cercles  et  sur  les  surfaces 
enveloppes  de  sphères  {Nouvelle  Correspondance  mathématique,  t.  V  et  VI; 
1879-1880). 
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est  évidemment  égal  à  cet  angle  multiplié  par  la  distance  de  l'un 
des  points  M  ou  P  à  la  droite  d'intersection  QQ  des  dews.  plans 
osculaleurs  respectivement  en  R  et  en  R'.  Si  donc  p  désigne  la 
dislance  du  point  M  à  la  tangente  QQ'  en  R,  on  aura  d'abord,  en 
négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre 

Cela  posé,  considérons  le  triangle  rectiligne  MM'P  :  il  est  rectangle 
en  P,  son  angle  en  M  ne  diffère  que  de  quantités  du  second  ordre 
de  l'angle  'j>  que  fait  en  ce  point  M  la  surface  (  i  )  avec  le  plan 
de  (C).  On  peut  donc  écrire 

M  P  =  PMlangç; 

et,  si  1  on  porte  cette  valeur  de  M'P  dans  la  relation  précédente, 

il  vient 

p  ds 
-lan^-        p.\i 

Telle  est  la  relation  que  nous  voulions  établir.  En  voici  maintenant 
les  conséquences. 

1000.  Supposons  d'abord  que  le  point  M  se  déplace  sur  la 
courbe  (C);  le  premier  membre  de  la  relation  précédente 
demeurera  invariable,  puisque  l'angle  o  est  le  même  pour  tous  les 
points  de  la  courbe  (  C).  d'après  le  théorème  de  Joachimsthal.  Il 
en  sera  donc  de  même  du  second  membre,  qui  devra  se  réduire 
par  conséquent  à  une  fonction  de  la  seule  variable  s.  On  aura  donc 
les  deux  égalités  suivantes 

1-  tangç  = /"(s), 
^  =  f(s) 
p:vi     -^^  -*• 

La  seconde  s'interprète  géométriquement  de  la  manière  la  plus 
simple.  11  est  évident  par  la  géométrie  que  si  l'on  déforme  la 
développable  (  Di  de  telle  manière  qu'elle  vienne  s'appliquer  sur 
un  plan,  celui  de  la  courbe  (C)  par  exemple,  le  point  P  sera  à  une 
distance  infiniment  petite  du  second  ordre  de  celui  où  Aient 
s'appliquer  le   point   M'.  La  seconde  relation  précédente  donne 
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donc  une  propriété  de  la  famille  de  courbes  sur  laquelle  viennent 
s'appliquer  dans  le  plan  les  lignes  de  première  courbure.  A 
chacune  de  ces  courbes  (G),  maintenant  toutes  situées  dans  le 
même  plan,  correspond  une  droite  QQ'  déterminée.  Et,  pour 
chaque  point  de  la  courbe  (Co)  infiniment  voisine  de  (G),  il  y 
a  un  rapport  constant  entre  la  distance  à  la  courbe  (C)  et  la 
distance  à  la  droite  correspondante  QQ'.  Gette  propriété  géo- 
métrique conduit  à  une  équation  aux  dérivées  partielles,  qui  a  été 
formée  et  intégrée  de  la  manière  la  plus  élégante  par  M.  Rouquet. 
Laissant  de  côté  l'étude  de  cette  intéressante  question,  revenons 
à  la  première  des  relations  précédentes 

■z  tangç  —f(s). 

Elle  nous  montre  immédiatement  que.  lorsqu'on  déforme  la  déve- 
loppable  (D),  l'angle  a  varie  de  telle  manière  que  le  produit 
r  tangcp  demeure  constant.  Au  lieu  de  considérer  l'hypothèse  où 
la  développable  (D)  se  réduit  à  un  plan,  supposons  qu'on  la 
déforme  de  telle  manière  que  l'on  ait,  en  chaque  point  de  l'arête 
de  rebroussement, 

T  =  :-//(.), 

il  viendra  alors 

tangç  =  m  /. 

Et,  par  conséquent,  l'angle  du  plan  tangent  à  la  surface  et  du  plan 
de  la  ligne  de  courbure  deviendra  infini.  Ge  dernier  plan,  étant 
osculateur  à  l'arête  de  rebroussement  de  la  développable  dans  sa 
nouvelle  position,  ne  sera  pas  isotrope.  Il  faudra  donc  que  le  plan 
tangent  à  la  surface  le  soit.  Donc  la  surface  à  lignes  de  cour- 
bure planes  (i)  aura  été  transformée  en  une  développable 
isotrope. 

De  tout  ceci  résulte  donc  le  théorème  suivant  : 

Pour  obtenir  toutes  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes 
dans  un  système,  on  construit  une  développable  isotrope  quel- 
conque (A)  ei  une  déveloopable  non  isotrope  (D,  ).  On  déforme 
ensuite  (  D  i  )  de  telle  manière  que  ses  génératrices  demeurent 
rectilignes  et  que  ses  plans  tangents  entraînent  les  courbes 
suivant    lesquelles    ils   coupaient   la   développable   (i).  L'en- 
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semble  des  courbes  ainsi  entraînées  constitue  la  surface  laplus 
générale  à  lignes  de  courbure  planes  dans  un  système  (•). 

Eu  reprenant  le  point  de  vue  déreloppé  aa  Chapitre  \  I.  on  peat 
énoncer  le  théorème  sons  la  forme  suivante  : 

Pour  obtenir  les  surfaces  précédentes,  on  prend  deux  déve- 
loppables  (D),  (D«)  applicables  Fune  sur  F  autre  avec  corres- 
pondance des  génératrices  rectilignes.  Si  F  on  fait  rouler  la 
déi'eloppable  (  Dt  )  sur  la  déi-eloppable  {H)  de  telle  manière  que 
le  contact  ait  lieu  à  chaque  instant  entre  tous  les  points  des 
génératrices  correspondantes,  toute  déi-eloppable  isotrope  (A) 
invariablement  liée  à  «  Di  i  sera  coupée  par  les  plans  de  contact 
successifs  suivant  les  lignes  de  courbure  de  F  une  des  surfaces 
cherchées. 


1001.  Alors  même  que  ces  théorèmes  ne  conduiraient  pas. 
comme  nous  allons  le  voir,  à  une  méthode  rapide  de  recherche 
des  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  dans  un  système,  ils 
permettraient  au  moins  d'expliquer  de  la  manière  la  plus  satisfai- 
sante certains  faits,  avant  quelque  chose  de  paradoxal,  qui  se  pré- 
sentent dans  cette  théorie. 

On  sait,  par  exemple,  que,  si  une  des  lignes  de  courbure 
planes  est  un  cercle,  toutes  les  autres  sont  des  cercles:  que,  si 
elle  est  algébrique,  toutes  les  autres  sont  algébriques;  que  les 
lignes  de  courbure  ne  peuvent  être  toutes  des  coniques  diflérenles 
du  cercle,  etc.  Tous  ces  faits  s'expliquent  immédiatement  par  la 
remarque  suivante,  qui  est  évidente. 


(  -  •  Cette  proposition,  donnée  depuis  longtemps  dzo^  mon  enseignement,  s^ap- 
pliqae  même  aux  surfaces  pour  lesquelles  les  plans  des  lignes  de  preniière  «^oarbure 
passent  par  une  droite  fixe.  En  effet,  on  doit  attribuer  en  général  une  valeur 
nolle  à  la  torsion  d'une  courbe  plane;  mais  il  faut  remarquer  cependant  que,  si 
cette  courbe  se  réduit  à  une  droite,  la  torsion  devient  indéterminée.  Si  Ton 
associe  à  chaque  point  de  cette  droite  un  plan  déterminé  passant  par  la  droite,  il 
est  clair  que  la  torsion  prend  en  chaque  point  une  râleur  déterminée,  dépendant 
d'ailleurs  de  la  loi  suivant  laquelle  on  a  associé  les  plans  passant  par  la  droite 
aux  points  de  cette  droite. 

Dans  le  cas  où  les  ^ans  des  lignes  de  courbure  enreioppent  un  cône,  il  suffit 
de  choisir  une  variable  antre  que  5. 
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Dès  qu' ujie  ligne  de  courbure  plane  est  donnée^  on  connaît 
par  cela  même  la  développable  isotrope  (A),  qui  doit  être  cir- 
conscrite à  cette  courbe  en  même  temps  qu'au  cercle  de  V  in  fini. 
Par  conséquent  toutes  les  autres  lignes  de  courbure  ne  peuvent 
être  que  des  sections  planes  de  cette  développable .,  parfai- 
tement connue. 

Si  l'une  des  lignes  de  courbure  est  un  cercle,  la  développable 
isotrope  se  décompose  en  deux  points-sphères.  Donc  toutes  les 
autres  lignes  de  courbure  sont  des  cercles. 

Si  l'une  des  lignes  de  courbure  est  algébrique,  il  en  est  de 
nièiue  de  (A)  et,  par  suite,  de  ses  sections  planes  quelconques. 

Si  l'une  des  lignes  de  courbure  est  une  conique  différente  d'un 
cercle,  (A)  est  en  général  du  8*^  ordre;  mais  elle  peut  se  réduire 
au  7*^,  au  6' ,  au  5*^  et  même  au  4*^,  si  son  arête  de  rebroussemenl 
est  une  cubique  gauche.  Dans  ce  dernier  cas  seulement,  la 
développable  contient  une  famille  de  coniques;  mais  elles  sont 
situées  dans  les  plans  tangents  de  la  développable,  qui  sont  tous 
isotropes.  Donc  il  est  impossible  que  toutes  les  lignes  de  courbure 
soient  des  coniques. 

Voici  les  principes  qui  peuvent  guider,  si  l'on  recherche  tous  les 
cas  dans  lesquels  les  lignes  de  courbure  sont  algébriques  et  d'un 
degré  déterminé. 

Une  surface  réglée  algébrique  indécomposable  étant  donnée,  si 
certaines  de  ses  sections  planes  se  décomposent,  elles  se  com- 
posent uniquement  d'un  certain  nombre  de  droites  et  d'une  courbe 
algébrique  indécomposable. 

Si  les  lignes  de  courbure  planes  sont  d'un  degré  déterminé  n, 
il  est  nécessaire  que  la  développable  isotrope  circonscrite  à  l'une 
de  ces  lignes  se  décompose  en  deux  développables  symétriques 
par  rapport  au  plan  de  la  courbe,  c'est-à-dire  que  la  ligne  soit  ce 
que  Laguerre  a  appelé  une  courbe  de  direction. 

Aous  nous  contenterons  de  signaler  ici  les  deux  hypothèses  qui 
paraissent  les  plus  simples.  Il  existe  une  développable  isotrope  du 
5"  ordre  que  l'on  peut  définir  comme  il  suit.  Elle  est  circonscrite 
à  la  courbe  du  3*"  ordre  définie  par  les  équations 

(  22  )  .r  =  ?/ —  >  .1'  =  Il  1  2  =  o 
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et  elle  est  l'enveloppe  du  plan 

(23  •  2«./    —   )   I  I  —  //i  I  -j-  iz(l  -i-  «-  I  =  U--T-     — • 

> 

Tous  les  plans  définis  par  l'équation 

1241  r  —  /; -4- «-1  j- -i- /j  1  =  «■-— ?/*. 

où  u  est  considéré  comme  un  paramétre  variable,  la  coupent  sui- 
vant les  deux  génératrices  qui  correspondent  aux  valeurs  ii.  —  u 
du  paramètre  et  suivant  une  courbe  du  3"  ordre;  de  sorte  que  la 
développable  admet  une  famille  de  sections  du  3^  ordre,  qui 
pourront  devenir  les  lignes  de  courbure  d'une  infinité  de  surfaces 
de  la  nature  de  celles  que  nous  cherchons.  Gomme  les  plans  de 
ces  sections  sont  parallèles  à  une  droite,  on  ne  pourra  obtenir  que 
des  surfaces  pour  lesquelles  ces  lignes  de  courbure  du  3*^  degré 
seront  distribuées  dans  les  plans  tangents  dun  cvlindre  d'ailleurs 
quelconque.  C'est  à  cette  classe  qu'appartient  la  surface  minima 
d'Enneper,  étudiée  au  n"  207. 

Considérons  encore  la  cubique  gauche  isotrope  définie  par  les 
équations 


y  =  If- 


^  =  <"-"-) 


La  développable  isotrope  dont  elle  est  l'arête  de  rebroussement 
est  l'enveloppe  du  plan  défini  par  l'équation 

20)  (I  H^  IX  -+-  2Kr  -h  l  {  l  -r-  u-  \  Z  -\ 7—    =  O. 

Elle  admet  pour  sections  planes  des  courbes  du  quatrième 
ordre  à  trois  points  de  rebroussement  qui  pourront  devenir  les 
lignes  de  courbure  planes  d'une  infinité  de  surfaces. 

100:2.  La  génération  des  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes, 
telle  que  nous  l'avons  donnée  plus  haut,  permet  encore  de  résoudre 
assez  simplement  une  question  que  M.  Caronnet  s'est  proposée 
dans  un  travail  récent  (').  On  connaît  déjà  une  première  série  de 


Th.  C.\roxxet,  Suf-  les  sur/aces  dont  les  lignes  de  courbure  d'un  srs- 
t'  me  sont  planes  et  égales  (Comptes  rendus,  t.  CXVII.  p.  842;  iSgS). 

DARBOCX.   —  IV.  14 


LIVRE    VIII.    —    CHAPITRE    IX. 


surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  pour  lesquelles  toutes  les 
lignes  de  courbure  planes  sont  égales.  Ce  sont  les  surfaces  mou- 
lures de  Monge  :  elles  correspondent  au  cas  où  la  développable  (Di) 
qui  intervient  dans  la  génération  indiquée  plus  haut  se  réduirait 
à  un  plan.  Mais  parmi  les  autres  surfaces  à  lignes  de  courbure 
planes,  parmi  celles  dont  toutes  les  lignes  de  courbure  planes 
sont  des  sections  différentes  d'une  même  développable  isotrope, 
y  en  a-t-il  pour  lesquelles  ces  lignes  de  courbure  soient  toutes 
égales?  La  question  devient  évidemment  à  la  suivante. 

Existe-t-il  des  développables  isotropes  admettant  une  famille  de 
sections  planes  toutes  superposables? 

Ou  encore  : 

Existe-il  des  développables  isotropes  dont  l'arête  de  rebrous- 
seinent  ne  cesse  pas  de  coïncider  avec  elle-même  quand  on  lui 
imprime  une  série  de  déplacements  dépendant  d'un  paramètre 
variable  au  moins? 

Il  est  clair  que,  si  l'arête  de  rebroussement  ne  se  réduit  pas  à  un 
point,  elle  doit  être  nécessairement  une  hélice  isotrope  tracée  sur 
un  cylindre  circulaire  droit. 

Cette  remarque  explique  et  fait  prévoir  tous  les  résultats  obtenus 
par  L.  Caronnet.  Nous  n'entrerons  pas  dans  le  détail,  nous 
contentant  de  signaler  ici  le  cas  particnller  le  plus  élégant.  La 
développable  admettant  pour  arête  de  rebroussement  l'hélice 
isotrope  tracée  sur  un  cylindre  circulaire  droit  est  coupée  par  tout 
plan  passant  par  l'axe  de  ce  cylindre  suivant  une  tractricc  ou 
courbe  aux  tangentes  égales. 

Soit,  en  effet,  M  un  point  de  l'hélice  isotrope.  La  sphère  (S) 
Inscrite  au  cylindre  suivant  le  parallèle  qui  passe  en  M  coupe  le 
plan  sécant  suivant  un  cercle  (C)  ayant  même  centre  O  que  la 
sphère.  D'autre  part,  elle  contient  la  tangente  en  M  à  l'hélice 
isotrope,  tangente  venant  couper  le  cercle  (C)  en  un  point  M'  qui 
décrira  la  section  cherchée.  Or,  le  plan  osculaleur  de  l'hélice, 
c'esl-à-dire  le  plan  tangent  à  la  développable  (A)  dont  elle  est 
l'arête  de  rebroussement,  est  le  plan  OMM'  qui  coupe  le  plan 
sécant  suivant  la  tangente  OM'  à  la  section.  Cette  tangente,  étant 
un  rayon  du  cercle  (C),  sera  bien  constante  et  égale  au  rayon 
de  (S)  ou  au  rayon  de  base  du  cylindre. 

Un   résultat   analogue    s'applique  à  toutes  les  sections  planes 
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qui,  on  le  reconnaîtra  aisément,  sont  des  courbes  définies  par  la 
propriété  de  couper  les  cercles  bitangenls  à  une  conique,  section 
du  cylindre  par  leur  plan  sous  des  angles  dont  le  sinus  sera,  pour 

R 

un  cercle  déterminé,  —  j  R  étant  le  rayon  de  base  du  cylindre  et  /• 
le  rayon  de  ce  cercle. 


1003.  Laissant  de  côté  toutes  les  applications  particulières,  qui 
mériteraient  sans  doute  une  étude  détaillée,  nous  allons  indiquer 
comment  on  peut  traduire  analytiquement  la  génération  précédente 
des  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  dans  un  système  et 
présenter  sous  une  forme  entièrement  réelle  les  équations  qui 
définissent  ces  surfaces. 

La  génération  indiquée  emploie  trois  développables  (A),  (D) 
et  (D|).  La  développable  (A)  se  déterminera  par  les  équations  si 
souvent  employées  dans  la  théorie  des  surfaces  minima 

^  (1  —  II-  »\'-!-  2«Y'-+-  i\i  -H  «-  iZ—  >F(_zt  1  =  f>. 
'  — «X'-i-     V    -I-        iuZ,'        —   F'(«i  =  o. 

entre  lesquelles  il  faudra  éliminer  u.  La  première  représente,  pour 
une  valeur  déterminée  de  u.  le  plan  tangent  à  la  surface;  et  les 
'Jeux,  prises  ensemble,  la  génératrice  de  contact  de  ce  plan. 

La  développable  (D)  sera  pleinement  définie  aussi  si  l'on  donne 
Ifs  coordonnées  x,  y,  z  d'un  point  de  son  arête  de  rebrous- 
sement  (R)  exprimées  en  fonction  de  l'arc  s  de  (R)  et  les  neuf 
cosinus  a.  a  ,  d\  b,  b' .  6'',  c,  c',  c'qui  déterminent  respectivement 
la  direction  de  la  tangente,  de  la  normale  principale  et  de  la 
binormale  à  cette  courbe. 

De  même  la  développable  <^D,)  sera  déterminée  par  les  quan- 
tités j;,,  r,,  z-i,  a,,  aj,  a\,  6,,  b\,  b],  c,,  cj,  c'[  analogues  à  celles 
que  nous  venons  de  définir  pour  (D)  et  qui  seront  des  fonctions 
de  la  même  variable  s  que  les  précédentes.  En  leurs  points  corres- 
pondants, les  arêtes  de  rebroussement  de  (D)  et  de  (D|)  ont,  en 
effet,  le  même  arc  et  aussi  le  même  rayon  de  courbure. 

Soit  (P^)  un  plan  tangent  de  (D,"!  touchant  l'arête  de  rebrous- 
sement (Ri)  de(D,  )  au  point  M,.  Si  x',>'' désignent  les  coordonnées 
d'un  point  de  ce  plan  rapportées  à  des  axes  formés  par  la  tangente 
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et  la  normale  principale  à  (Ri)  en  M^,  on  aura  évidemment 

I   X'  =  ^1  H-  «1  x'  -1-  hiy\ 

(  28  )  '  i  '^''  ~  y^  "^  '^1  ^'  "•"  ^  j  y' -i 

f   Z'  =  ^1  H-  aï'  a-'  -H  èfy', 

X',  Y',  Z'  étant  les  coordonnées  du  point  par  rapport  aux  axes  fixes. 
Par  suite,  pour  avoir  la  section  de  la  développable  (A)  par  le 
plan  (Pi),  il  faudra,  dans  les  formules  (s'y),  remplacer  X',  Y',  Z' 
par  leurs  valeurs  précédentes  et  éliminei-  u  entre  les  deux  équations 
ainsi  olîtenues. 

Supposons  maintenant  que  la  développable  (Di)  se  déforme  et 
vienne  coïncider  avec  (D).  Le  plan  (P,)  viendra  coïncider  avec 
le  plan  correspondant  (P)  de  (D).  Les  coordonnées  x' ^  y'  de 
chaque  point  de  la  section  demeureront  invariables;  mais  si  l'on 
désigne  par  X,  Y,  Z  les  coordonnées  nouvelles  du  point  (a^'.  y^) 
relativement  aux  axes  fixes  auxquels  on  a  rapporté  (D),  on  aura 

i    X  =  .-r  -+-  ax'  -H  6  )-', 

(29)  <    Y  =^  ;)' -h  «'.r'-f- 6'r', 
(   Z  =  c  -H  d' x'  -^  b"  y' , 

de  sorte  que,  pour  obtenir  la  surface  cherchée,  il  faudra  éliminer 

M,  X',  Y',  Z',  x\  y' ^  s  entre  les  huit  équations  (a--),  (28),  (29). 
Remarquons  que  l'on  a 

I    a:'=  a(X  —  .r)  -+-  a' (Y  — .}■)■+"  «"(Z  —  z)  =  Va(X  —  x), 

(30)  /   y'=^h{X  —  x)^b'{Y—y)-^b"{Z^z)  =  ^b{^  —  x), 
f    o  =  c(X  —  x)  -\-  c'(Y  — y)  -t-  c"(Z  —  z)  =  Xc(X  —  x); 

tout  se  ramènera  donc  à  éliminer  s  et  u  entre  les  deux   équations 

(1  —  w-  )    .ri  H-  (2j  V  a  (X  —  a:)  -I-  61  V  è  (X  —  x  ) 
-H  2  «    jKi  +  «î  V  a(X  —  a-)  -f-  61  V  è ( X  —  ,/■  ) 


i{i 


lû  )    ,:;i  -+-  a'/  X  a(  X  —  ic)  -f-  6 j  ^  6  (  X  —  j; )    —  2  F  (  « )  =  0, 
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et  la  dérivée  de  la  seconde  par  rapport  à  n.  Les  variables  ii  et  y, 
nous  l'avons  vu  (n^OOS).  seront  les  paramélres  des  deux  familles 
de  ligues  de  courbure. 

lOOi.  Il  n'y  aura  aucune  difficulté  à  calculer  explicitement  les 
fonctions  de  j.'  qui  entrent  dans  les  formules.  En  effet,  les  arêtes 
de  rebroussement  (R)  et  (Ri)  ont,  aux  points  correspondants,  la 
même  courbure,  mais  non  la  même  torsion.  Si  l'on  se  donnait  la 
courbure  et  la  torsion  en  fonction  de  l'arc,  il  faudrait,  pour  déter- 
miner la  courbe,  intégrer  une  équation  de  Riccati.  Mais,  la  torsion 
étant  arbitraire,  il  est  éclair  qu'on  pourra  toujours  la  déterminer  par 
la  condition  que  cette  équation  de  Riccati  ait  une  solution  donnée 
à  1  avance,  ce  qui  permettra  de  ramener  à  des  quadratures  la  dé- 
termination de  toutes  les  fonctions  de  5  qui  figurent  dans  la  solu- 
tion. Nous  avons  vu  :  i°  qu'on  peut  mettre  la  solution  sous  une 
forme  entièrement  réelle:  2°  qu'on  peut  faire  disparaître  toutes  les 
quadratures  par  un  choir  convenable  des  fonctions  arbitraires.  On 
peut  établir  tous  ces  résultats  par  la  Géométrie. 

Remarquons  d'abord  que  l'arête  de  rebroussement  (R()  a,  en 
chacun  de  ses  points,  pour  torsion  une  fonction  de  s  qui  est  une 
imaginaire  pure  if  (s).  Les  formules  fondamentales 

dai  i  dc\  b\  dXi  

ds  p  ds         T  ds 

nous  montrent  alors  qu'on  pourra  la  rapporter  à  des  axes  tels  que 
^1,  a].,  6',  rj,  c\  soient  des  imaginaires  pures,  les  autres  quan- 
tités X,,  y,,  a,,  b,.  a\.  6',,  c\  étant  réelles.  Si  donc  on  prend, 
dans  les  formules  (2-)  pour  F(m)  une  fonction  réelle  de  u.  il  est 
clair  que  les  deux  équations  finales  (3 11  présenteront  la  solution 
sous  une  forme  entièrement  réelle:  x.  y.  z.  a,  b.  ...  devant 
évidemment  être  supposées  réelles  puisqu'elles  se  rapportent  à  la 
développable  réelle  (D). 

1005.  Indiquons  maintenant  comment  on  pourra  faire  dispa- 
raître les  quadratures  qui  entrent  dans  la  solution.  Par  les  différents 
moyens  que  l'on  peut  emplover.  voici  celui  qui  nous  a  paru  le  plus 
simple. 

Les  fonctions  de  a'  qui  figurent  dans  la  solution  servent  en  défi- 
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aitive  à  définir  le  roulement  de  (Di)  sur  (D).  Si  donc,  au  lieu 
de  (A),  nous  prenons  un  poinl-sphère  O  invariablement  lié  à  (Di), 
ce  point-sphère  coupera  le  plan  de  contact  suivant  un  cercle  qui 
engendrera  une  surface  à  lignes  de  courbure  circulaires  dont  les 
lignes  de  seconde  courbure  correspondront  aux  génératrices  recti- 
lignes  du  point-sphère  et  seront,  par  suite,  pleinement  connues. 
Inversement,  si  nous  connaissons  une  surface  à  lignes  de  courbure 
circulaires  dont  on  puisse  obtenir  toutes  les  lignes  de  courbure 
sans  aucune  quadrature,  la  construction  géométrique  donnée  au 
n"  970  s'appliquera  ici  et  permettra  de  construire  autant  de  cercles 
qu'on  le  voudra  engendrant  des  surfaces  à  lignes  de  courbure 
circulaires.  Si  l'on  prend,  conformément  à  la  méthode  indiquée, 
tous  ceux  de  ces  cercles  qui,  dans  un  plan  déterminé,  enveloppenl 
une  courbe  (K),  il  envelopperont,  dans  les  autres  plans,  des 
courbes  dont  l'ensemble  constituera  la  surface  cherchée.  Ainsi 
tout  est  ramené  à  trouver  une  surface  à  lignes  de  courbure  circu- 
laires, la  plus  générale  possible,  dont  toutes  les  lignes  de  courbure 
se  déterminent  sans  aucune  intéijration. 


1006.  Un  premier  moyen  de  résoudre  cette  intéressante  ques- 
tion consiste  à  employer  la  transformation  de  M.  Lie  qui  fait  cor- 
respondre à  des  surfaces  enveloppes  de  sphères  les  surfaces  réglées 
engendrées  par  les  droites  qui  correspondent  à  ces  sphères,  et  aux 
lignes  de  courbure  des  premières  surfaces  les  lignes  asymptotiques 
des  secondes.  Dans  un  élégant  article  publié  en  1888,  M.  Kœnigs  (') 
a  montré  comment  on  peut  écrire  sans  aucun  signe  de  quadrature 
les  équations  qui  définissent  une  surface  réglée  de  manière  à  mettre 
en  évidence  les  lignes  asymptotiques. 

D'autre  part,  dans  le  travail  cité  plus  haut,  M.  Rouquet  à  indiqué 
le  procédé  géométrique  suivant. 

Étant  donnée  une  surface  à  lignes  de  courbure  sphériques,  il 
existe  toujours,  nous  le  verrons,  une  surface  de  même  nature 
admettant  la  même  représentation  sphérique  et  pour  laquelle  les 


(')  G.  KŒNUis,  Détermination  sous  forme  explicite  de  toute  surface  réglée 
rapportée  à  ses  lignes  asymptotiques  et,  en  particulier,  de  toutes  les  surfaces 
réglées  à  lignes  asymptotiques  algébriques  {Comptes  rendus,  t.  CVI.  p.  Si-S/j). 
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sphères  qui  contienaent  les  lignes  de  courbure  passent  par  un 
point  fixe  ou  coupent  à  angle  droit  une  sphère  fixe.  Admettons  ce 
résultat  qui  s'applique  aux  surfaces  à  lignes  de  courbure  circulaires 
lorsqu'on  choisit  les  sphères  qui  leur  sont  inscrites  parmi  celles 
qui  contiennent  la  ligne  de  courbure  circulaire.  Nous  vovons  qu'à 
toute  surface  (2)  à  lignes  de  courbure  circulaires,  on  pourra  faire 
correspondre  une  surface  (i)  de  même  représentation  sphcrique, 
enveloppe  de  sphères  variables  (U)  orthogonales  à  une  sphère 
fixe  (S).  On  aura  deux  lignes  de  courbure  non  circulaires  de  fi  », 
celles  qui  sont  décrites  par  les  deux  points  où  chaque  ligne  de 
courbure  circulaire  coupe  la  sphère  (S).  Nous  allons  voir  d'abord 
qu'on  peut  construire  la  surface  de  manière  à  en  obtenir  une 
troisième  sans  intésrration. 

Prenons,  en  effet,  une  développable  (  D' i  dont  on  sache  déter- 
miner les  lignes  de  courbure  et  soit  (L)  une  de  ses  lignes  de 
courbure.  Construisons  les  sphères  (L)  tangentes  à  TD')  aux 
différents  points  de  (L)  et  orthogonales  à  (S).  Elles  envelopperont 
une  surface  (i')  admettant  (L)  pour  ligne  de  courbure  el 
satisfaisant,  par  suite,  à  la  condition  demandée. 

Or,  il  résulte  d'un  théorème  de  M.  Emile  Picard  (')  que  le 
rapport  anharmonique  des  points  où  quatre  lignes  de  courbure 
non  circulaires  rencontrent  une  même  ligne  de  courbure  circu- 
laire est  constant.  Cette  proposition  fournira  évidemment  toutes 
les  lignes  de  courbure  sans  aucune  intégration  dès  que  trois  d'entre 
elles  seront  connues,  comme  il  arrive  pour  la  surface  (— ')- 

A  la  vérité,  nous  avons  admis  que  l'on  sait  construire  sans 
aucune  quadrature  une  développable  (D')  dont  on  peut  déterminer 
une  ligne  de  courbure.  ^  oici  comment  on  pourra  opérer. 

Traçons  arbitrairement  une  courbe  (C)  sur  une  sphère,  puis, 
dans  l'espace,  une  courbe  (C)  dont  les  tangentes  soient  parallèles 
à  celles  de  (C);  ce  qui  se  fera  sans  aucune  intégration,  (C)  étant 
1  arête  de  lebroussement  dune  développable  dont  les  plans  tangents 
sont  assujettis  à  l'unique  condition  d'être  parallèles  aux  plans 
osculateurs    de     (G).    Menons     ensuite     par     chaque     tangente 


C  )  E.  Picard,  Application  de  la  théorie  des  complexes  linéaires  à  l 'étude 
des  sur/aces  et  des  courbes  gauches  {Annales  scientifiques  de  l'École  Normale 
supérieure,  2'  série,  t.  VI,  p.  Sôa;  1S77). 
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de  (C)  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  à  la  sphère  au  point 
correspondant  de  (G).  Les  plans  ainsi  obtenus  enveloppent  une  dé- 
veloppable  qui  admet  évidemment  (G)  comme  ligne  de  courbure. 

1007.  Nous  avons  ainsi  construit  l'enveloppe  de  sphères  (2'), 
dont  les  lignes  de  courbure  sont  déterminées  sans  aucune  intégra- 
tion. Pour  obtenir  l'enveloppe  (i)  nous  invoquerons  le  théorème 
suivant,  compris  comme  cas  particulier  dans  une  proposition  que 
nous  donnerons  plus  loin. 

Lorsque  deux  surfaces  enveloppes  de  sphères  (i),  (2')  ont 
même  représentation  sphérique^  les  sphères  inscrites  aux  deux 
surfaces  suivant  deux  lignes  de  courbure  correspondantes ^  ces 
deux  lignes  de  courbure  et  les  cônes  droits  circoncrits  suivant 
elles  aux  deux  surfaces  forment,  à  chaque  instant,  deux 
figures  homothétiques.  Les  courbes  décrites  par  les  sommets 
des  deux  cônes  ont  leurs  tangentes  constamment  parallèles, 
et  le  centre  de  U homothétie  précédente  est  le  point  oit  la  droite 
joignant  les  sommets  des  deux  cônes  correspondants  touche 
la  courbe  qu'elle  enveloppe  nécessairement. 

Ou  voit  donc  que,  pour  obtenir  l'enveloppe  cherchée  (i),  il 
suffira  de  construire  une  courbe  dont  les  tangentes  soient  assu- 
jetties à  l'unique  condition  d'être  parallèles  à  celles  de  la  courbe 
décrite  par  les  sommets  des  cônes  droits  circonscrits  à  (^'),  puis 
d'appliquer  le  théorème  précédent,  qui  permettra  de  déduire  de 
chacun  des  cercles  de  (i')  le  cercle  correspondant  de  (2). 


CHAPITRE  X. 

SURFACES    ISOTHERMIQUES    A    LIGNES    DE    COURBURE    PLA:NES. 


Rappel  des  dilTérentes  classes  de  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  déter- 
minées ou  étudiées  dans  le  cours  de  cet  Ouvrage.  —  Indication  de  cas  parti- 
culiers dans  lesquels  ces  surfaces  sont  isot'.iermiques. —  Recherche  systématique 
des  surfaces  qui  satisfont  à  cette  double  condition  d'avoir  leurs  lignes  de 
courbure  planes,  au  moins  dans  un  système,  et  d'être  isothermiques.  —  Mise 
en  équation  du  problème.  —  Intégration  des  équations  linéaires  auxquelles 
satisfont  les  rotations.  —  Tout  se  ramène  à  la  détermination  d'une  fonction  h 
satisfaisant  à  deux  équations  aux  dérivées  partielles.  —  .\pplication  de  la 
théorie  des  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce  et  des 
méthodes  de  M.  Hermite  à  celte  intégration.  —  La  solution  dépend  des 
fonctions  elliptiques  et  comporte  une  fonction  arbitraire.  —  Explication  de  ce 
"dernier  résultat  et  construction  géométrique  de  la  surface.  —  Cas  particulier  où 
le  modale  de  la  fonction  elliptique  devient  nul. 


1008.  Dans  différentes  parties  de  cet  Ouvrage,  nous  avons 
déterminé  différentes  classes  de  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  : 
celles  pour  lesquelles  les  plans  des  lignes  de  courbure  passent 
par  une  droite  fixe  (n"  94);  celles  pour  lesquelles  toutes  les 
lignes  de  courbure  sont  planes  (n"  105):  celles  pour  lesquelles 
la  courbure  totale  est  constante  (n"*  820,  821).  Pour  compléter 
ces  éludes  particulières,  nous  allons  déterminer  une  classe  nou- 
velle de  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes,  que  1  on  est  conduit 
à  rechercher  par  les  remarques  suivantes. 

D'après  une  remarque  faite  par  !M.  O.  Bonnet  in"  771  ),  on  peut 
déduire,  de  chaque  surface  dont  la  courbure  totale  est  constante, 
deux  surfaces  dont  la  courbure  moyenne  est  constante  et  qui  sont 
parallèles  à  la  première.  On  voit  donc  qu'aux  surfaces  à  courbtire 
totale  constante  découvertes  par  M.  Enneper  (n"^  811  à  821  )  cor- 
respondent des  surfaces  à  courbure  moyenne  constante  qui  auront, 
elles  aussi,  leurs  lignes  de  courbure  planes  dans  un  système  et 
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sphériques   dans  l'autre.   Ces  dernières  surfaces    ont   été  l'objet 
d'une  étude  de  M.  Max  Voretzsch  (  '  ). 

Or,  d'après  un  résultat  que  l'on  doit  encore  à  M.  O.  Bonnet 
(n"'  i33,  775),  les  surfaces  dont  la  courbure  moyenne  est  con- 
stante peuvent  être  divisées  en  carrés  infiniment  petits  par  leurs 
lignes  de  courbure;  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  les  lignes  de 
courbure  de  chaque  système  constituent  une  famille  de  courbes 
isothermes. 

Il  résulte  donc  de  la  recherclie  faite  par  M.  Enneper  qu'il  existe 
des  surfaces  satisfaisant  à  cette  double  condition  que  leurs  lignes 
de  courbure  soient  planes  dans  un  système  et,  en  outre,  que  la 
surface  puisse  être  divisée  en  carrés  infiniment  petits  par  ses 
lignes  de  courbure.  On  est  ainsi  conduit  à  chercher  toutes  les 
surfaces,  autres  que  les  surfaces  de  révolution,  jouissant  de  cette 
double  propriété.  La  solution  de  ce  problème  fait  l'objet  du 
présent  Chapitre. 

Le  résultat  que  l'on  obtient  est  remarquable;  bien  que  les  sur- 
faces cherchées  doivent  satisfaire  à  la  fois  à  deux  équations  aux 
dérivées  partielles,  on  trouve  qu'elles  contiennent  dans  leur 
équation  deux  constantes  et  une  fonction  arbitraire.  On  a  donc, 
d'une  part,  une  famille  de  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes 
dans  un  système,  jouissant  d'une  propriété  géométrique  à  laquelle 
les  géomètres  attachent  quelque  intérêt;  et,  à  un  autre  point  de 
vue,  on  ajoute  aux  surfaces  en  très  petit  nombre  dont  les  lignes 
de  courbure  forment  un  système  isotherme  toute  une  famille  de 
surfaces  qui,  par  cette  propriété,  viennent  se  placer  à  côté  des 
surfaces  de  révolution  et  des  surfaces  minima. 

Malgré  le  degré  de  généralité  de  la  solution,  on  peut  obtenir 
une  construction  géométrique  simple  de  toutes  les  surfaces  qui 
correspondent  à  des  formes  différentes  de  la  fonction  arbitraire. 
D'ailleurs  les  calculs  que  l'on  doit  développer  pour  obtenir  les 
expressions  des  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  cherchée  en 
fonction  de  deux  variables  indépendantes  offrent  une  intéressante 


(')  Max  Voretzsch,  Untersuchung  eiiier  speciellen.  Flàche  constanter  mitt- 
lerer  Krilmmung  bel  welvher  die  eine  der  heiden  Schaaren  der  Kriiiiiinungs- 
liiiien  von  ebeneii  Curven  gebildet  ist.  GfUliiitn'n,  i883. 
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application  de  la  belle  théorie  des  fonctions  doublement  pério- 
diques de  seconde  espèce  qui  est  due  à  M.  Hermite.  A  tous  ces 
points  de  vue,  il  y  a  quelque  utilité  à  faire  connaître  dans  ses 
points  essentiels  la  méthode  suivie. 

1009.  Je   rappellerai   d'abord   les   formules    de   la  théorie  des 
surfaces  dont  nous  aurons  à  faire  usage. 
Soit 

<  i)  (/s-  ^  A-  du-  -I-  (Z-  ^r- 

Texpression  de  Vêlement  linéaire  de  la  surface.  Les  six  quantités 
p.  q,  r.  Pi,  (jf,  /',  doivent  satisfaire  aux  relations 


f   âp         Opi 


(2)  ^ à. -lui  ='-'"- P'^- 


r 

f  r}r         On 


Désignons  par  rt,  a\  a  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  à 
la  courbe  p  ^  const.  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  de  la  tangente 
à  Tare  \du:  par  6.  b  .  6"' les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  à 
la  courbe  u  =  const.  ou  à  l'arc  C  </r,  et  enfin  par  c,  c',  c'  les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface.  On  devra  avoir, 
comme  on  sait, 

y  àb  àb 

(  j  .  .   ~-  —  en  —  av.  -  -  —  cpi  —  ail .  . 

\  au  'h- 

I  de  de 

et  les  équations  analogues  pour  a  .  h\  c  ;  a  ,  b  ,  c".  Les  équa- 
tions (5)  feront  connaître  les  neuf  cosinus;  puis  on  obtiendra  les 
coordonnées    rectangulaires   X.   1i.    Z  d'un   point  de   la  surface 
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exprimées  en  u,  ç  par  les  quadratures 

i   d\  =  A  a  du  -h  Cb  dç, 
((i)  \   û?Y  =  Xa'du  -H  Cb'dc, 

dZ  =^Aa"du-^Cb"dç. 

Remarquons  enfin  que,  si  l'on  emploie  la  représentation  sphé- 
rique  de  Gauss,  c'est-à-dire  si,  par  le  centre  d'une  sphère  de 
rayon  i,  on  mène  une  parallèle  à  la  normale,  prolongée  jusqu'à 
son  intersection  avec  la  sphère,  le  point  de  la  sphère  correspon- 
dant au  point  (X,  Y,  Z)  de  la  surface  aura  pour  coordonnées  c, 
c',  c".  L'élément  linéaire  de  la  sphère  sera  donc  déterminé  par  la 
formule 

( 7 )  ds'-  —  Z  de-  =  (p  du  -+-  pi  dv )- -^  {q  du  -\-  (ji  dv )-. 

1010.  Après  avoir  rappelé  les  formules  précédentes,  nous  allons 
les  appliquer  au  problème  proposé;  nous  supposerons  les  surfaces 
cherchées  rapportées  à  leurs  lignes  de  courbure.  Gela  s'exprimera, 
comme  on  sait  [II,  p.  386],  par  les  deux  équations 

(8)  /*    =   O.  ^1  =:   O. 

De  plus,  comme  les  lignes  de  courbure  doivent  être  isothermes, 
on  pourra  poser 

(9)  A  =  C  =  e''. 

Il  désignant  une  nouvelle  variable,  substituée  à  la  valeur  commune 
de  A  et  de  G. 

La  formule  (7)  se  réduit,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  à  la 

suivante  : 

ds-  =  p\  dv^  "+-  ^"  du-. 

Pour  exprimer  que  les  lignes  de  courbure  de  l'un  des  systèmes,  par 
exemple  les  lignes  p  =  const.,  sont  planes,  il  suffira  d'exprimer 
que  les  lignes  qui  leur  correspondent  sur  la  sphère  sont  des 
cercles^,  c'est-à-dire  que  leur  courbure  géodésique  est  constante  : 
cela  conduit  à  l'équation 

(10)  qp,^-Y^£, 

où  V  désigne  une  fonction  de  v. 
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Les  équations  (8),  (9),  (10)  sont  l'expression  complète  des  con- 
liitions  géométriques  auxquelles  doit  satisfaire  la  surface  cherchée. 
Si  ou  les  joint  aux  équations  (2)  et  (  3),  on  en.  déduira  les  valeurs 
suivantes  des  six  quantités  jt>,  q. 


•n) 


\    désignant  la  dérivée  de  ^  :  en  outre,  la  fonction  h  devra  satis- 
faire aux  deux  équations  aux  dérivées  partielles 


âh()lt_ 
f)ii  fh' 


4""'""^^  7 

^î  7 

à'- h 

p  =  o. 

/>,  =  -V 

àh 

àv 

.-  Oh 

'1=^  T.- 

y,  =  0, 

àh 

àh 

''^^àTc' 

■  lu  (l- 

L'intégration  simultanée  de  ces  équations  est  donc  la  première 

recherche  que  nous  ayons  à  entreprendre. 

L'équation  (ri)  est  du  troisième  ordre,  mais  il  est  aisé  de  l'inté- 

i;rer  complètement.  En  eflet.  si  nous  multiplions  ses  deux  termes 
à'-h 

par  —rj — .  ils  deviennent  l'un  et  l'autre  des  dérivées  exactes  par 

àU 
rapport  à  v.  Une  première  intégration  donne  ainsi 

à'-h   \  î 


ài'    / 
Ou  peut  écrire  cette  équation  comme  il  suit  : 


v/( 


au  <h-  _  àh 

àu)  -^'-'"> 
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el  une  nouvelle  intégration  par  rapport  à  i>  nous  donne 


(i4) 


à  h  /  lo 


Oh  Y 


=  //,+/(«). 


Il   est   vrai   que   nous   avons    négligé   la    solution    particulière 
fournie  par  l'équation 

mais  il  est  aisé  de  voir,  en  la  combinant  avec  l'équation  (12), 
qu'elle  ne  donne  aucune  autre  solution  du  problème  proposé  que 
les  surfaces  de  révolution.  Cette  solution  était  évideate  ay>/'/o77', 
et  nous  pouvons  la  négliger. 

L'équation  (i4)  peut  être  mise  sous  la  forme 

(i5)  'i^  =  Uc/'+Uie-'', 

où  U  et  \]^  sont  des  fonctions  quelconques  de  u.  11  serait  facile, 
en  leur  donnant  des  formes  convenables,  d'achever  l'intégration; 
mais  il  nous  a  paru  préférable  de  conserver  l'équation  (i5). 

Si,   dans   l'équation  (i3),   on  substitue  à  la  variable  v  la  va- 
riable (^1  définie  par  l'équation 


V  I  -^  V2 


elle  prend  la  forme  très  simple 

(17)  -r^  -^  T^  ^^■ 

■   ^  au-  àv-^ 

Tout  se  réduit  donc  à  l'intégration  simultanée  des  équations  (i5) 

et  (17). 

En  différentiant  l'équation  (i5),  on  obtiendra  la  valeur  de  -— ' 

que  l'on  pourra  exprimer  en  fonction  de  h  et  de  u.  Portant  cette 
valeur  dans  l'équation  (17),  on  obtiendra 

'—^,  -H  U'  e''  -+-  U'i  e-'>  -h  U-  e-''—  U?  e— -''  =  o. 
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Multiplions  par  2  —  et  intégrons  par  rapport  à  t|,  nous  aurons 
(18)         (xr)   ->- aU'e/'— 2U',  e-/'-i- U-^^î/'-H  Ufe--*-!- 1-2=  o. 

h -2  désignant  une  nouvelle  fonction  de  u. 

Les  équations  (i5)  et  (18)  peuvent  être  écrites  sous  la  forme 

suivante 

àh 
du 

OÙ  l'on  a  posé,  pour  abréger, 

I  f{h,  u^^î U'  e*  —  2  U',  e-A  ^  L -î  e^'''  ^-  Ut  e-^''  +  U.. 

Nous  pouvons  en  déduire  par  la  difFérentiation  deux  valeurs 
différentes  pour  ;    et,   en  exprimant  que  ces   valeurs   sont 

égales,  nous  trouverons  l'équation  de  condition 

"'  àh        '  âh        du 

Je  dis  que  cette  équation  doit  avoir  lieu  identiquement.  En  effet, 
s'il  n'en  était  pas  ainsi,  elle  déterminerait  /?,  qui  serait  fonction 
de  la  seule  variable  u\  et  la  surface  cherchée  serait  une  surface  de 
révolution.  Nous  avons  déjà  écarté  cette  solution,  qui  est  évidente 
a  priori. 

En  écrivant  que  l'équation  (20)  a  lieu  identiquement,  c'est- 
à-dire  que  les  coeftîcients  des  différentes  puissances  de  e^  sont 
nuls,  nous  obtenons  les  trois  équations 

Lf-U;  -L.-2LL,. 

T)  LU',  -+-  6  U'  L  I  -r-  U':;  =  o. 

La  dernière  s'intègre  immédiatement  et  l'on  est  ramené  au 
système 

(211  <    L  Li 

/  6UU,-i-U,  =  C,.. 
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OÙ  C,  désigne  une  constante  arbitraire.  [1  faudra  donc  d'abord 
déterminer  les  fonctions  [J,  pviis  intégrer  le  système  des  équa- 
tions (i5)  et  (i8)  ou,  ce  qui  est  plus  simple,  comme  nous  le 
verrons,  le  système  équivalent  des  équations  (i5)  et  (17). 

1011.    Je    commence   par   l'intégration   du   système   (21).    On 
déduit  de  la  première  équation 

UiU'— UU',  =  c, 

c  désignant  une  constante. 

Si  l'on  prend  comme  inconnue  auxiliaire 

UU,  ==  6, 

on  trouve 

U2=  Cl— 6  6, 

r  c  rlii  _  ç  c  du 

et  0  doit  satisfaire  à  l'équation  différentielle 

(22)  ,,00"— 0'2+ C-^=.  402(Cj  — 8  6). 

Diiférentions  cette  équation,  nous  obtiendrons 

0"'=40'(C,  — 12O), 

d'où  nous  déduirons  par  l'intégration 

0"=  4G1O  — 2402-H  Co. 

On  déduit  immédiatement  de  cette  dernière  équation  que  l'in- 
connue auxiliaire  6  dépend  des  fonctions  elliptiques  et  qu'elle 
doit  être  de  la  forme 

A  -I-  B  sn- j 

a 

A,  B,  u^,  c.  et  le  module  k  de  la  fonction  elliptique  étant  des 
constantes  convenablement  choisies.  Mais,  comme  on  peut,  sans 
altérer  l'élément  linéaire  de  la  surface  cherchée,  défini  par  la 
formule 
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remplacer  u  —  Mo  par  txii,k  la  condition  de  remplacer  v  par  a  t  et  A 
par  h  ^=  2  Loga,  il  est  clair  que  l'on  pourra,  sans  restreindre  la 
généralité,  prendre  pour  6  la  valeur  suivante 

A  -t-  B  snî  u, 

que  l'on  peut  aussi  écrire,  en  introduisant  une  constante  w, 

B(  sn"-«  —  sn-io  I. 

En  exprimant  que  celle  valeur  satisfait  l'équation  (22  »,  nous 
obtenons  les  trois  relations 


C  =  -  A:-  sa  oj  en  dn  w, 

(23) 


I     L.  =  -  a:-  sa  (.0  en  an  w, 
<  Ci  =  3  A-  sn-  L')  —  1  —  A-. 

!.'■'-■     .  ■ 

f      'J  ^    ~(  sn-to  —  sn-// ). 


Les  deux  premières  feront  connaître  A",  oa  en  fonction  de  C,  Ci  ; 
la  dernière  donnera  0. 

Quant  aux  deux  fonctions  U,  Ui,  elles  doivent  satisfaire  l'une 
et  l'autre  à  l'équation 


V 


•^  =  2  A-  sn-  //  —  I  —  A  -  -r-  A-  su- 1 


et,  en  outre,  leur  produit  doit  être  égal  à  0.  On  reconnaît  le  cas 
le  plus  simple  de  l'équation  de  Lamé,  si  complètement  étudiée  par 
M.  Hermite;  et  les  solutions  U,  U,  sont  précisément  celles  dont 
le  produit  est  une  fonction  entière  de  sn-  u. 

Il   résulte   des  recherches  de    M.   Hermite    (Comptes    tendus, 
t.  LXXXV)  que  l'on  aura 

H( // -i-co)H'ro")    -"wTr. 

'     *     p     etw)e(a) 

p  étant  une  constante  à  laquelle  on  pourra  donner  une  valeur  quel- 
conque; car  sa  variation  donne  une  série  de  surfaces  semblables 
à  l'une  quelconque  d'entre  elles.  Nous  prendrons  p= — 1\  et  les 

DARBOUX.    —    IV.  15 


226  LIVRE   VIII.    —   CHAPITRE   X. 

valeurs  défînilives  de  U,  Ui  seront 

T./  ,1     ,  N  ©'fW) 

_       Hiolll(»  +  o.).— M^ 
(=4)  <  '""■""""        e.   , 

Tir         \   ij  /  N  W  (W) 

?.e(co)e(«) 


1012.  Nous  avons  maintenanl  à  intégrer  le  système  formé  par 
les  deux  équations 

-h 


dh  _ 

du 

Uc 

•/'  + 

Ui 

e- 

du- 

-1- 

d-'-li 

dVj 

= 

o 

où  L,  U,  désignent  les  fonctions  définies  par  les  formules  (24). 
La  première  de  ces  équations  appartient  à  un  type  que  l'on  sait 
intégrer  dès  que  l'on  en  connaît  une  solution  particulière.  Il  suffit, 
en  effet,  de  prendre  comme  inconnue  soit  e^,  soit  e~^;  et  l'on  est 
ramené  à  une  équation  de  Riccati;  par  conséquent,  les  valeurs  de 
e^  correspondantes  à  quatre  solutions  particulières  auront  entre 
elles  un  rapport  anharmonique  constant,  et  l'intégrale  générale 
sera  donnée  par  une  formule 

R-+-SC' 

où  G  désignera  la  constante  arbitraire  par  rapport  à  m,  fonction 
de  ^'i,  et  où  P,  Q,  R,  S,  seront  des  fonctions  déterminées  de  u. 
Toute  la  difficulté  se  réduit  donc  à  la  recherche  de  solutions  par- 
ticulières de  cette  équation. 

Or  reportons-nous  à  l'équation  (20)  qui  a  lieu  identiquement. 
Elle  exprime  évidemment  que  les  fonctions  h  de  u,  définies  par  ' 
l'équation 

f(  A,  u)  =  2  U'e''  —  2 U 1  e—f'  ■+■  U-  e-'^  -1-  U f  e— ^/j _^_  1J2  =  ^^ 

sont  précisément  des  solutions  particulières  de  l'équation  à  inté- 
grer. Il  suffira  donc  de  résoudre  l'équation 

(25)  U^gsA  _^  2U'e^'-H  Uo—  aU'ie-/'  -t-  Uïe-2/'=  o, 

qui  est  du  quatrième  degré  par  rapport  à  e''',  et  l'on  aura  quatre 
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solutions  particulières  qui  permettront  d'écrire  l'intégrale   géné- 
rale cherchée. 

Les  variants  i  et  j  de  cette  équation  ont  pour  valeurs 

12 

La  résolvante  du  troisième  degré 

a  ses  racines  rationnelles 

I  —  /.-        I  —  yk-        A-       .' 


et,  par  des  calculs  qu'il  me  paraît  inutile  de  reproduire,  on  obtient 
les  expressions  suivantes  des  quatre  racines  cherchées  : 

(26)  e'>  = ^ '-e    'O  tu  . 


//  —    ■  —  w 


OÙ  l'on  donne  à  v  successivement  les  quatre  valeurs 

O,       2K,       21K'.       2K-f-2fK. 

D'ailleurs,  comme  on  peut  donner  à  l'expression  de  e^  la  forme 

6-  (  1  —  A-  -n-  ■  -n-  H  m 


H.«o- 


e-| I    Asn- Asn-^ 


qui  est  linéaire  par  rapport  à  la  constante  A  sn-  -  ?  on  voit  que 

l'intégrale  générale  cherchée  sera  donnée  par  l'une  quelconque  des 

formes  équivalentes  (26)  ou  (27),  où  y  sera  la  constante  arbitraire. 

Mais  •;.  qui  ne  dépend  pas  de  u.  est  ici  une  fonction  de  V(  :  il 

reste  à  la  déterminer  par  la  condition  que  //  satisfasse  à  1  équation 

à*- h       fPh  _ 


228  LIVRE    VIII.    —    CHAPITRE   X. 

Exprimons  que  cette  équation  est  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs 
de  m;  nous  aurons  les  équations 

";'--!-  I  =  <),        y''=  o, 
qui  donnent 

T  =±  "'1, 

en   négligeant   une    constante    additive,    que   l'on   peut   toujours 
supposer  réunie  à  t»,. 

En  résumé,  on  trouve,  pour  la  valeur  définitive  de  h,  la  formule 


e( j  (.)( )    ^^p^ 

,,///-!-  /Il   -T-  (0  \     ,,   /  //  —  IV,  H-  (>)  \  ' 


(28)  e>' 

II 


et   Ton   connaît   complètement  l'élément  linéaire   de   la   surface 
cherchée,  aussi  bien  que  les  six  rotations/»,  q,  r,  p^,  ^i,  r, . 

En  éliminant  Ci  entre  l'équation  (28)  et  sa  dérivée,  on  vérifiera 
qu'on  retrouve  bien  l'équation  (  i5)  qu'il  s'agissait  d'intégrer. 

1013.  Il  reste  maintenant  à  indiquer  comment  on  trouvera  les 
neuf  cosinus  a,  a',  a",  ...  et  les  coordonnées  rectangulaires  d'un 
point  de  la  surface.  Mais  auparavant  je  définirai  une  nouvelle 
fonction  qui  jouera  un  rôle  essentiel  dans  cette  recherche. 

Considérons  la  fonction 


0  1 

)  "- 

h;  (-)'(w) 

\ 

1 

\           •■ 

-e     - 
\ 

t)  (W) 

,,/u-^iv 

1  -h  (0  '- 

de  l'argument  complexe  u  +  iV,  :  il  résulte  de  la  formule  (28) 
que  c'  est  le  module  de  celte  fonction.  On  pourra  donc  poser 

/i-hiT         "1  I     ii  +  w  vy'iM' 

(  09)  e     -     =-  — '-"^  '^^  . 


../  Il  -+-  IVj  -h  m\ 
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et  l'on  obtiendra  pour  7  l'expression 

^  io .        .'-  =  -!^ ^ !—S i L  r  wT7 . 

D  ailleurs,  comme  /<  —  ùo-  est  une  fonction  de  la   variable  com- 
plexe u  H-  /r,.  on  aura  les  équations  bien  connues 

à/,   _        ,h  à/i  _   ,)' 

dii  âii  du        àvi 

qui  nous  seront  utiles. 

La  fonction  i<7  ne  diiîére  de  h  que  par  des  notations.  Elle  satis- 
fait, par  conséquent,  à  une  équation  différentielle  en  c^,,  tout  à  fait 
semblable  à  léquation  (i5), 

(32)  -; —  =  Me"-(- >  e— '<^. 

M  et  N  ayant  les  valeurs  suivantes 

0'iW. 

H  I  ô  I  6 1  w  -f-  /  f  1 1    —  "t  j:p — ■ 


Y'- 


e 


?Si  (0  1  H(  ir 


:>6i  co^  H(/ri  1 


Nous  verrons  plus  loin  comment  la  Géométrie  fait  prévoir 
l'existence  de  cette  équation.  La  valeur  de  a,  contenant  d'ailleurs 
l'arbitraire  u  qui  ne  figure  pas  dans  l'équntion  (32),  donne,  par 
conséquent,  l'intégrale  générale  de  cette  équation  différentielle. 

1014.  Quand  on  connaît  l'élément  linéaire  d'une  surface  et  les 
six  quantités  qui  figurent  dans  les  formules  de  Codazzi,  il  reste  à 
déterminer  les  neuf  cosinus  et  les  coordonnées  rectangulaires  X. 
Y,  Z.  On  est  conduit  à  une  seule  surface;  mais  la  détermination 
de  cette  surface  dépend,  en  général,  de  l'intégration  d'une  équation 
de  Riccati.  On  a  de  nombreux  exemples  dans  lesquels  on  se  trouve 
arrêté,  où  l'intégration  à  effectuer  paraît  réellement  impossible. 

Dans  le  cas  actuel,  on  peut  terminer  les   calculs,   obtenir  les 
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neuf  cosinus  elles  coordonnées  reclangulaires  de  la  manière  sui- 
vante : 

Considérons  un  point  de  la  surface  et  la  tangente  à  la  ligne  de 
courbure  plane  r  =  const.  qui  passe  en  ce  point.  Les  cosinus 
directeurs  de  cette  tangente  sont,  d'après  les  notations  du  n°1009, 
a,  a .  a  . 

Si,  par  le  centre  d'une  sphère  de  rayon  i,  nous  menons  une 
parallèle  à  cette  tangente,  elle  coupera  la  sphère  en  un  point  dont 
les  coordonnées  seront  a,  a',  a";  nous  aurons  ainsi  un  mode  de 
représentation  sphérique  de  la  surface  distinct  de  celui  de  Gauss 
et  qui  va  nous  être  très  utile. 

L'élément  linéaire  de  la  sphère  sera  donné  par  la  formule 

c/S-  =:  (la-  -+-  d((.'-  -+-  da-, 
OU,  en  employant  les  formules  (5)  et  (  1 1  ), 

Introduisons,  en  tenant  compte  de  la  formule  (i6),  dv^  à  la  place 
de  dv  et  servons-nous  des  formules  (3i)  pour  substituer  les 
dérivées  de  <7  à  celles  de  h.  INous  obtiendrons  ainsi  l'expression 
très  simple 

(34)  ,/s.=  ./..^V.(^)^rf<1. 

Cette  formule  montre  que  les  lignes  i  ^  =  const.  de  la  sphère,  qui 
correspondent  aui  lignes  de  courbure  planes  de  la  surface,  sont 
des  lignes  géodésiques,  c'est-à-dire  des  grands  cercles.  Ces  lignes 
admettent  pour  trajectoires  orthogonales  les  courbes  a  =:  const., 
ce  qui  donne  la  signification  géométrique  de  la  fonction  a. 

Le  résultat  précédent  pouvait  être  prévu  géométriquement;  car, 
si  un  point  se  déplace  sur  la  surface  en  décrivant  une  ligne  de 
courbure  plane,  le  point  correspondant  de  la  sphère,  dans  le  mode 
de  représentation  que  nous  avons  adopté,  décrira  évidemment  le 
grand  cercle  dont  le  plan  est  parallèle  au  plan  de  la  ligne  de  cour- 
bure; c'est  en  raison  de  cette  propriété  que  nous  nous  sommes 
proposé  de  déterminer  en  premier  lieu  les  cosinus  «,  a',  «". 

Lorsque  l'élément  linéaire  de  la  sphère  prend  la  forme  (34),  on 
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sait  '  n°  599)  que  le  coefficient  de  dv:  doit  être  de  la  forme 

celte  remarque  se  vérifie  bien  ici  en  vertu  de  l'équation  (Sa),  que 
nous  avons  signalée  d'avance  au  numéro  précédent. 

1015.  Revenons  à  la  formule  (34).  Nous  savons  que  7.  t ,  sont 
les  coordonnées  curvilignes  d'un  point  de  la  sphère;  a  désigne  la 
distance  de  ce  point  à  une  courbe  fixe  (F)  de  cette  sphère,  distance 
comptée  sur  le  grand  cercle  normal  à  (F)  et  passant  par  le  point. 
Quant  à  t',,  c'est  une  fonction  de  l'arc  de  la  courbe  (F),  compté  à 
partir  d'une  origine  fixe  jusqu'au  pied  du  grand  cercle  normal. 
Appelons  x.  r,  z  les  coordonnées  d'un  point  de  i  F),  qui  sont 
des  fonctions  de  l'arc  de  la  courbe  compté  à  partir  de  l'origine 
choisie.  Désignons  cet  arc  par  s  et  appelons  x',  x",  .  . .  les  dérivées 
de  a:.  ...  par  rapport  à  s.  Nous  aurons 

\   j-  -n  y-  ^  c-  -=  I.  .ru-'  -r-  yy  -   ce    =  o, 

(33.»  i      '.  ..  -.  -^         '    ' 

\x--^y--^z-=\.         j-  JT -I-  y  y  —  z  z   =  o. 


Posons,  pour  abréger, 
nous  aurons  les  formules 


)"=  — Aa-', 


<  37  i  <  zx'  —  xz'  =  —  A  ^' , 

l  JT)-* — .'<■'=  —  As', 

dont  la  démonstration  est  immédiate. 

Exprimons  maintenant  que  le  point  (a,  a',  a")  de  la  sphère  est 
situé  à  une  distance  7  sur  l'arc  de  grand  cercle,  qui  est  normal 
à  la  courbe  iFi  au  point  (x,  y.  V).  Nous  obtiendrons,  par  des 
méthodes  tout  élémentaires,  les  formules 

i    la  —[x  —  i^yz' —  zy'  )\e'° -^[x -\-  i{yz'  —  zy')\e—^'^, 

(38)  ■    la'  —  ly  —  i^^zx'  —  .rs')]  e'^^-H  j- — i(zx' — xy')\e^'^, 

'  ^a'  =  [z  —  / ( xy'  —  yx')]  ei'^ -i-  [  ^  -1-  i( xy'  —  yx' )]  e-'^. 

II   nous   reste   à    exprimer   qu'en    prenant   pour    s   une   fonction 
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convenable  de  Ci,  ces  formules  conduisent  à  l'expression  (34)  de 
l'élément  linéaire. 

Différentions  la  première;  en  tenant  compte  des  relations  (S'y), 
nous  trouvons 

■i  da  =  x'  (h\{\  -f-  iA)  e''«^-f-  (i  —  /A)  e-'-^J 

-(-  /  ch  I  (  X  —  i{yz'  —  zy' )]  e'O'  —  [ x  -t-  i{yz-'  —  zy' )]  e'<^  | . 

On  déduit  de  là,  en  élevant  au  carré  et  ajoutant  les  équations  ana- 
logues, 

/ 1  -4-  /A    (Is  1  —  lA    (h        .  \-   ,  , 

^/S-i  =  ^/j:i  -H     — -—  -""^  H —  e-"7      ^/c^. 

V       ■>  /■A-,  :>,         //(■,  / 

Si  l'on  compare  à  l'expression  fournie  par  la  formule  (34),  où 
l'on  a  remplacé  - —  par  sa  valeur, 

^S2  =  r/a2+  (VM  e'^-4-  VN  e-i'^Y  dA, 
on  voit  que  l'on  doit  avoir 

(3q) 

^   ^^  (  (i  — /A)^.s-=  2VN  d^. 

Ces  équations  peuvent  servir  à  un  double  usage. 

Si  l'on  a  cboisi  arbitrairement  V  en  fonction  de  p,  elles  nous 
font  connaître  ^  et  A  en  fonction  de  v  et,  par  conséquent,  A  en 
fonction  de  s.  Cette  relation  entre  A  et  ^  détermine,  non  la  situa- 
tion, mais  la  forme  de  la  courbe  (F).  Au  contraire,  si  l'on  a  pris  (F) 
arbitrairement  ainsi  que  k  et  co,  elles  nous  font  connaître  V  et  c, 
en  fonction  de  s  et,  par  suite,  V,  v^  en  fonction  de  v.  On  voit  donc 
que  l'on  peut  choisir  arbitrairement  la  courbe  (F).  En  d'autres 
termes,  parmi  les  surfaces  que  nous  étudions,  il  y  en  aura 
toujours  pour  lesquelles  les  plans  des  lignes  de  courbure  du 
premier  système  seront  parallèles  aux  plans  tangents  d'un 
cône  quelconque. 

La  détermination  de  a  étant  faite,  on  aura  b  par  l'une  des 
formules  (5),  qui  donne 

àa        ,  j  à/i        ,    ^G 

dp  ou  avi 

et,  par  conséquent,  la  différentielle  de  la   coordonnée  rectangu- 
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laire  X  d'un  point  de  la  surface  sera 

/       s* 

c/\  =  e''  1    a  du  H ; — 

En  remplaçant  a  par  sa  valeur,  on  trouve 
(4o)  ers.  —  e''  \y  dvi  -I-  [x  —  i{yz'—  zy')]  g/'-'ff  d  (  ""*""'  \ 

—  [./■-  /•(  ) ,-  —  -y >]^/'-'>T dl"  ~  '""' \ . 

1016.   Voici  comment  on  peut  eftectuer  cette  quadrature. 

L'exponentielle  e'^,  considérée  comme  une  fonction  de      •   est 

doublement  périodique  de  seconde  espèce  et  a  les  mêmes  multi- 
plicateurs que  la  fonction 

^    tA   ..    H(  X  —  2tO 


Hc.r) 

Si  l  on   applique   la    formule   donnée    par   M.    Hermite    pour    la 
décomposition  en  éléments  simples,  on  trouvera 


(40 


Mû  ÏM  )  t» 

. g  " 

H  (  2  w  )  H '  (  u  I        /  u  -H  /V-j  -t-  w  \ 

\  ~i  / 

/  u  —  /t|—  3to  \ 


H(^2oj)H'(o)   „(u  —  A-,  ^  (■) 


0  vW; 


h("-";^'") 


M  et  N  ayant  les  valeurs  définies  par  les  formules  (33). 

Si  l'on  porte  cette  expression  de  e^  dans  le  premier  terme  seul 
de  la  formule  (4o)»  puis  que  l'on  remplace 

2VMj-Wi'i         par         .r'{\-it-H^ds'=d{x  —  /(.}'-' — «.»')]? 
2VNj'  di\         par         .r\  i  —  /Ai  ds  =  (7f  r  -(-  i(  vz' —  s.»'>]r 
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on  obtient 

,,/  1/  -h  iv  1  • —  \  co  \ 

H     ■ .    ,0',oo 


d\  ==  Tj- „,         — ^7 r^ ^e  W(w)  cl\x  —  i{  yz'—zy')'\ 


©•-     ■ )     ,       .    ,0'(wi 

-i-\x^i{  yz'—zv')] r^ -e  0  («,'</ 


•i  -+-  (0 


les  termes  non  écrits  se   déduisant  des  précédents  par  le  chan- 
gement de  i  en  —  i. 

Dans  la  seconde  ligne   de   la   formule   précédente   figure    une 
fonction  que  l'on  déduit  de  la  suivante  : 

F(x)  =  — ^^ i-^^""-'    fe>(«) 


en  y  remplaçant  jc  par  — -•  Ici  encore  F(a;)  est  une  fonction 

doublement  périodique  de  seconde  espèce,  et  une  nouvelle  appli- 
cation de  la  méthode  de  décomposition  de  M.  Hermite  nous  donne 


__V il  ;-''  -0-^  _     Q-i^-^)     A 

H'(o)H(-.i(o)  dx 


WUx^ 


\\(.r^^-^\      ^:y_ 


En  faisant  usage  de  cette  formule,  nous  voyons  que  les  deux 
premiers  termes  de  dX  deviennent  la  différentielle  exacte  d'un 
produit,  et  l'intégration  nous  donne 

/  U  -i-    ?('!  {(0  \ 


H('"-"'^"^"l  .     0' 


H(2co)H'(o)  II/" — i'Pi -(- w 


On  aurait  pour  Y  et  Z  des  expressions  analogues.  La  question  est 
donc  complètement  résolue. 
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lOlT.  Il  nous  reste  maintenant  à  donner  l'interprétation  des 
formules  et  la  construction  géométrique  de  la  surface.  En  multi- 
pliant l'équation  (42)  par  x  et  ajoutant  les  équations  analogues, 

on  a 

j-'X^  1   Y  -^  zZ  =  0. 

Les  coefficients  ne  dépendant  que  de  v.  cette  équation  représente 
les  plans  des  lignes  de  courbure  du  premier  svstéme.  Elle  ne 
contient  pas  de  terme  constant;  par  suite,  les  plans  des  lignes  de 
courbure  du  premier  système  enveloppent  un  cône.  C'est  là  une 
première  propriété  de  la  surface. 

Etudions  maintenant  les  lignes  de  courbure  planes.  Leurs 
plans  sont  normaux  à  la  courbe  sphérique  que  nous  avons 
désignée  par  (F).  Rapportons  la  ligne  de  courbure  à  deux  axes 
rectangulaires  choisis  dans  son  plan,  l'un  O^i,  allant  au  point  où 
ce  plan  coupe  la  courbe  (F)  et  ayant  pour  cosinus  directeurs  x. 
y^  z\  Fautre  Ovi  perpendiculaire  au  premier  el  ayant  pour  cosinas 
directeurs 


Appelons  X\  et  y^  les  coordonnées  relatives  à  ces  axes.  On  trouvera 
aisément 


»*  H  1 ! .  ,  e-w^ 


ll(,-2tO)H(Ol  .    Il  -\-  IV  \ -^  M  \ 

\  2  / 


Les  deux  équations  obtenues  en  séparant  les  parties  réelles  et  les 
parties  imaginaires  donneront  Xi^  yi.  On  voit  donc  que  la  forme 
des  lignes  de  courbure  planes  sera  la  même  pour  toutes  les 
surfaces  qui  correspondent  à  un  même  système  de  valeurs  de  k 
et  de  'ti  et  sera,  au  contraire,  complètement  indépendante  de 
la  forme  de  la  fonction  arbitraire  qui  entre  dans  les  formules. 
C'est  la  deuxième  propriété  géométrique  de  la  surface. 

En  troisième  lieu,  cherchons  l'arête  de  contact  des  plans  des 
lignes  de  courbure  avec  le  cône  que  ces  plans  enveloppent.  Cette 
arête  de  contact  sera  définie  par  l'équation 

x'  X  -t-  »^  ï  -(-  3'  Z  =  o, 
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à  laquelle  on  donnera  facilement  la  forme 

(44)  (i  -+-  i^\ixi-+-  (ki)-i-(i  —  i\){xi—  iy\)  =  o. 

Si  l'on  tient  compte  des  formules  (89),  cette  équation  devient 

M ( Xi  -1-  ivi  )  -\-l^{Xi—  ifx )  =  o, 

ou,  en  remplaçant  M  et  F  par  leurs  valeurs, 

6'(w)  .     0'(w) 

—li^i  -— w^ : — : 

(45)  e         <"Ji«)e((o -H?p,)(.ri-4- /yi)=  e       W  (W)  e(  ^  — /Vi)(^i— />-,  ) 

Remarquons,  d'ailleurs,  que  le  point  situé  à  la  distance  i  sur 
l'axe  OjKi  décrit  la  courbe  (F),  normale  au  plan  de  la  ligne  de 
courbure;  et,  par  conséquent,  ce  plan  roule  sur  le  cône  qu'il 
enveloppe.  L'équation  précédente  nous  montre  que  la  droite  de 
contact  du  plan  de  la  ligne  de  courbure  avec  le  cône  enveloppe 
ne  dépend  que  des  constantes  k,  co  et  nullement  de  la  forme  de 
la  fonction  arbitraire.  C'est  la  troisième  propriété  géométrique 
de  la  surface. 

En  réunissant  tous  ces  résultats,  nous  pouvons  énoncer  la 
proposition  suivante  : 

Considérons  les  coordonnées  rectangulaires  X\.  y^  comme 
des  fonctions  des  variables  u,  p,  définies  par  la  double  équa- 
tion 


(46)  XirjziYi  — 


H   (   -■ )  ^        ,  ©'(CO) 


H  (  2  (.0  )  H'(  o  )         /  u  rr-  /Vi  -I-  (.) 


L'équation  , 

('1  =  const. 

définira  une  famille  de  courbes  planes  isothermes.  Faisons 
correspondre  à  chaque  courbe  [v\)la  droite  définie  par  V  équa- 
tion 

(  47  )         e      ' ,  ®  (w)  e  (  co  -t-  /('i  )  (  ,r j  -f-  iyx  )  =  e   '  ©  («J  6  (  to  —  7V1  )  (  ./'i  —  iyi  ). 

Faisons  rouler  le  plan  qui  contient  les  courbes  sur  un  cône 
quelconque  ayant  pour  sommet  Vorigine  des  coordonnées. 
Alors  la  courbe  ((^"i),  qui.  dans  chaque  position  du  plan,  corres- 
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pond  à  la  génératrice  de  contact  du  plan  et  du  cône,  engendre 
précisément  la  surface  cherchée. 

On  peut  établir,  à  l'aide  de  considérations  géométriques 
directes,  une  partie  des  résultats  précédents;  montrer,  en  parti- 
culier, pourquoi  la  solution  obtenue  contient  une  fonction  arbitraire 
et  pourquoi  cette  fonction  arbitraire  tient  si  peu  de  place  dans  le 
développement  de  la  solution.  Reportons-nous  à  la  génération  de 
toute  surface  à  lignes  de  courbure  planes  au  moyen  de  tr<jis 
développables  (D).  (D,)  et  (A).  Si  l'on  transforme  par  flexion  la 
développable  (D)  en  un  plan  (P),  les  lignes  de  courbure  consti- 
tueront sur  ce  plan  (P)  un  réseau  orthogonal.  Soit  c  le  paramètre 
des  lignes  de  courbure  planes,  dont  la  forme  n'aura  pas  changé, 
et  u  le  paramétre  des  lignes  de  seconde  courbure.  L  élément 
linéraire  du  plan  sera  de  la  forme 

et,  d'après  la  proposition  du  n"  998,  celui  de  la  surface  sera 
déterminé  par  la  formule 

ds-  —  A-  du-  -1-  C- (  I  -H  V-  )  df---. 

OÙ  V  désigne  une  fonction  de  v.  qui  n'est  autre  que  la  tangente  de 
l'angle  <p  défini  au  n°  999.  La  condition  d'isothermie  se  traduisant 
par  une  équation  de  la  forme 


on  voit  immédiatement  qu'elle  est  indépendante  de  la  fonction  V . 
Ainsi  : 

Lorsqu'une  sur/ace  à  lignes  de  courbure  planes  sera  isother- 
mique, la  m.ême  propriété  devra  appartenir  à  toutes  les 
surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  que  l'on  en  peut  dériver 
par  la  flexion  de  la  développable  (D). 

1018.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  étudié  seulement 
le  cas  le  plus  général.  Les  calculs  se  trouveraient  en  défaut,  par 
exemple,  si  l'on  envisageait  ce  cas  particulier  de  l'équation  de 
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Lamé  pour  lequel  les  deux  solutions  U,  U,,  que  nous  avons 
supposées  distinctes,  se  réduisent  à  une  seule. 

Cette  hypothèse,  qui  conduit,  en  particulier,  aux  surfaces  à 
courbure  constante  d'Enneper,  a  fait  l'objet  des  études  de 
M.  Adam  (').  On  déduit  les  résultats  qui  s'y  rapportent  des 
précédents  en  supposant  que,  dans  les  formules  données  plus  haut, 
w  tende  vers  zéro. 

Changeons,    en  effet,   dans  les  formules  (4^)  et  (47)7   ^{    en 

6-(OI      T  «    .  ,  j  r-< 

X\  +  îTT- — 7      et  taisons  tendre  w  vers  zéro,  r^n  supprimant  partout 
H  -  (  o  )  (•)  ^  ^  ^ 

le  facteur  „,^'    ,  ceral  à  73  il  restera,  pour  l'équation  de  la  courbe, 

H  2  (  o  )      "  A  ^  ^  ' 

la  double  formule 

\ 

et,  pour  celle  de  la  droite. 

(i9)  J'i  =  7; — -^^-^^~^rr- — 7* 

B(  o  I  o(/t'i  ) 

Par  suite,  il  suffira  de  faire  rouler  le  plan  de  la  courbe  sur  un 
cylindre  quelconque,  de  telle  manière  que  la  droite  précédente 
soit  la  génératrice  de  contact  et  que  chacun  de  ses  points  décrive 
une  section  droite  du  cylindre. 

Si  A  devient  égal  à  zéro,  on  a 

les  plans  des  lignes  de  courbure  passent  par  une  droite  et  ces 
lignes  de  courbure  sont  des  cercles. 


.  /  u  =  iv,  \  e(o) 


e'(A'i)  =  o.       e'^oi^o.       — ) — —. — ^  =  cot  ' 


(')  p.  Adam,  Sur  les  surfaces  isothermiques  à  lignes  de  courbure  planes 
dans  un  système  ou  dans  les  deux  systèmes  {Annales  scientifiques  de  l'Ecole 
Normale  supérieure^  3°  série,  t.  X,  p.  819;  iSgS). 


CHAPITRE  \1. 

SURFACES    A    LIOES    DE    COCRBURE    SPHÉRIQUES. 


Les  surfaces  à  ligaes  de  courbure  sphériques  dans  un  système  correspondent  à 
des  équations  aux  dérivées  partielles  à  invariants  égaux  qui  sont  du  premier, 
du  second  ou  du  troisième  rang.  —  Méthode  directe  de  recherche.  —  Étant 
donnée  une  surface  à  lignes  de  courbure  sphériques  (l),  il  existe  une  infinité 
de  surfaces  (21^)  de  même  définition,  dépendant  d'une  fonction  arbitraire  et 
admettant  la  même  représentation  sphérique.  —  ThéoFème  de  M.  Blutel.  — 
Construction  géométrique  des  surfaces  (£,).  —  Comment  on  peut,  sans  aucune 
intégration,  déduire  toutes  les  surfaces  à  ligues  de  courbure  sphériques  des 
surfaces  à  lignes  de  courbure  planes.  —  Propriétés  diverses  :  en  appliquant  des 
inversions  convenablement  choisies  à  chaque  ligne  de  courbure  sphérique  de 
la  surface,  on  peut  les  placer  toutes  sur  une  même  développable  isotrope.  — 
Définition  de  la  rotation  autour  dun  cercle;  proposition  qui  rapproche  les 
surfaces  à  ligues  de  courbure  sphériques  des  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes. 

—  Des  surfaces  dont  toutes  les  lignes  de  courbure  sont  planes  ou  sphériques. 

—  Leur  détermination  se  ramène  à  la  solution  de  l'équation  fonctionnelle 


^i^-B^r: 


—  Résultat  :  toutes  les  surfaces  cherchées  dérivent  simplement,  soit  du  cône, 
soit  de  la  surface  dont  les  normales  sont  tangentes  à  un  cône. 


1019.  Si  nous  poursuivions  l'application  de  la  méthode  déve- 
loppée dans  le  Chapitre  VIII  de  ce  Livre,  nous  obtiendrions  une 
suite  illimitée  de  surfaces,  déterminées  sans  aucun  signe  de  qua- 
drature, et  pour  lesquelles  on  saurait  résoudre  d'une  manière  com- 
plète le  problème  de  la  représentation  sphérique.  Les  surfaces  à 
lignes  de  courbure  planes  correspondent,  nous  l'avons  vu  (n""  996), 
à  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ou  du  second 
rang.  Nous  allons  terminer  cette  étude  en  montrant  de  même  que 
les  surfaces  à  lignes  de  courbure  sphériques  correspondent  à  des 
équations  aux  dérivées  partielles  du  premier,  du  deuxième  ou  du 
troisième  rang. 
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Nous  commencerons  par  la  remarque  suivante  : 

LorsqiC une  ligne  de  courbure  est  sphérique.  la  développable 
circonscrite  à  la  surface  suivant  cette  ligne  de  courbure  doit 
aussi  être  circonscrite  à  une  sphère;  et,  réciproquement,  si 
cette  développable  est  circonscrite  à  une  sphère,  la  ligne  de 
courbure  est  sphérique. 

En  effet,  d'après  le  théorème  de  Joachimsthal,  tous  les  plans 
tangents  aux  divers  points  d'une  ligne  de  courbure  située  sur  une 
sphère  (S)  coupent  celte  sphère  sous  un  angle  constant  et,  par 
suite,  sont  tangents  à  une  sphère  (S')  concentrique  à  (S).  Inver- 
sement, si  tous  les  plans  tangents  en  tous  les  points  d'une  ligne 
de  courbure  (C)  sont  tangents  à  une  sphère,  soit  (C)  la  courbe 
de  contact  :  on  connaîtra  deux  lignes  de  courbure,  ((1)  et  (C),  de 
la  développable  enveloppée  par  ces  plans  tangents;  et  comme  (C) 
est  sur  une  sphère,  (C)  sera  sur  une  autre  sphère  concentrique  à 
la  précédente  (  '  ). 

i02().  Appliquons  cette  remarque  à  la  détermination  de  toutes 
les  surfaces  pour  lesquelles  les  lignes  de  courbure  de  l'un  des 
systèmes,  que  nous  appellerons  dans  la  suite  les  lignes  de 
première  courbure,  sont  toutes  sphériques.  Il  suffira  évidemment 
d'exprimer  qu'en  chaque  point  d'une  telle  ligne  le  plan  tangent 
à  la  surface  est  circonscrit  à  une  sphère,  qui  variera  d'ailleurs 
lorsqu'on  changera  de  ligne  de  courbure. 

Soit  toujours  X  le  paramètre  des  lignes  de  première  courbure. 
Le  plan  tangent  à  la  surface  cherchée,  défini  par  l'équation 

(l)  (a-HP)X  +  /(.3  — a)Y  +  (a,3  — i)Z+  ?  =  o, 

devra,  entons  les  points  d'une  ligne  de  courbure,  être  tangent  à 
une  sphère  (S').   Soient  x\^,   x\,  x,,  x'..  les  coordonnées    carté- 


(')  A  propos  du  tliéorènie  de  Joachimsthal,  nous  signalerons  la  réciproque 
suivante  dont  le  lecteur  trouvera  la  démonstration  : 

Si  les  sphères  assujetties  à  contenir  trois  points  consécutifs  d'une  ligne  de 
courbure  et,  de  plus,  à  être  tangentes  à  la  surface  au  point  où  elles  touchent 
la  ligne  de  courbure  coupent  toutes  une  sphère  (S)  sous  un  angle  constant, 
la  ligne  de  courbure  est  sphérique  et  située  sur  la  sphère  (S). 
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siennes  du  centre  et  le  rayon  de  (S').  Ce  sont  quatre  fonctions  de  a: 
que  nous  supposerons  données.  En  traduisant  analjtiquement  la 
propriété  qui  nous  sert  de  définition,  on  aura 

Changeant  un  peu  les  notations,  nous  écrirons  cette  condition 
comme  il  suit 

">  )  2t3.ro  -*-  2.ri  -t-  3.r;  -+-  .r-.-.  -f-  ^  ^=  o, 

7  ,.  a, ,  x-î.  x.i  étant  toujours  des  fonctions  de  x. 

Différentions  par  rapport  à  j'  :  en  remplaçant  — ^  par  sa  valeur 

déduite   des   équations    (  7  i    [p.    199].  -j--  ^^^'^   ®^   facteur^  et  il 

viendra.  /)  et  o  désignant  --»  v 

(  3  )  3  ./o  -t-  -Il  -*-  p  =  w-  (  a  .r„  -h  .r^  -+-  ^  1. 

Uiiterenlions  encore  par  rapport  a  r  et  remplaçons  -f-i  -y-  par 

leurs  valeurs  (7)  [p.  199].  II  viendra,  en  supprimant  le  facteur  2&>, 

ÛM  (       >)x        f)q  \ 

-T-  (  2 .ro -I-  J--.  -+-  V  )  -t-  to  I  ./■„  --  ^  -J-  \  —  o. 

f)y  '  \      ôy        ()y  I 

Cette  équation  s'intègre  à  vue  et  nous  donue 
'  4  I  .ro^io  -H  ./.:CJ  —  «yw  =^  .C\. 

X ,  désignant  une  nouvelle  fonction  de  x.  La  relation  précédente 
s'obtiendrait  aussi  en  exprimant  que  la  ligne  de  courbure  est  sur 
une  sphère  concentrique  à  (Si. 

1021.  Si  nous  remarquons  que  oj,  ^co  et  aw  sont  trois  solutions 
particulières  d'une  même  équation  à  invariants  égaux,  nous 
voyons  que  l'on  retrouve  ici.  sous  une  forme  un  peu  plus  générale, 
un  problème  déjà  rencontré  pour  les  lignes  de  courbure  planes  et 
dont  nous  allons  dire  quelques  mots. 

Lorsque,    pour   une   équation   à  invariants  égaux,   la  suite  de 

Laplace  se  termine,  l'équation  admet  une  solution  de  la  forme 

suivante 

;=  AX^  A,\  -^...^X'  : 

DARBOrX.    —    IV.  16 
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de  sorte  que,  si  l'on  prend  ^  +  i  solutions  ^, ,  z.,^  ...,  Sj+i ,  corres- 
pondantes aux  déterminations  Xi,  ...,  Xj+i  de  X,  elles  vérifient 
identiquement  la  relation  linéaire 


-;.,-X(/' 


Xi 
X., 


X', 
X, 


dont  les  coefficients  sont  fonctions  de  la  seule  variable  js.  Mais, 
réciproquement,  si  l'on  a  une  relation  de  cette  forme  entre  des 
solutions  particulières  au  nombre  de  i-\-i,  peut-on  en  conclure 
que  l'équation  sera  intégrable  et  de  rang  au  plus  égala  «'+  i?  C'est 
la  question  que  nous  allons  examiner  pour  le  cas  où  i  est  égal  à  2. 
Suivons  la  même  marche  que  pour  les  surfaces  à  lignes  de 
courbure  planes.  Pour  plus  de  netteté,  posons 


(^) 


ato  =  ^1, 


(-/  Cl)  =  ^îj  ; 


la  relation  (4)  prendra  la  forme 

(6)  z-i  —  X,,  —  .r-j,  0)  —  XoZi. 

Soit 


(7) 


à'-z 
âx  dy 


=  k. 


l'équation  dont  co,  z^^  Zo  sont  trois  solutions  particulières.  Si  l'on 
j  substitue  la  valeur  précédente  de  z^,  on  trouvera,  en  supposant, 
comme  il  est  permis,  jcq  différent  de  zéro. 


</3l    __  I    -^ 


x^ 


X'o     ÛM 

x'o  dy 


ou,  plus  simplement, 

(8) 


()Zi  _  j  àto 

ày  dy 


Xi  et  x%  désignant  de  nouvelles  fonctions  de  x.  DifTérentions  par 
rapport  à  x^  et  remplaçons  les  dérivées  secondes  de  x;,  et  de  w  par 
leurs  valeurs  déduites  de  l'équation  (7),  dont  elles  sont  des  solu- 
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lions  parliculières.  Il  viendra 

àk  1    .        ,  ,  «'M 

dx  dy 

ou.  en  supposant  A  ditïerent  de  zéro, 

d\o"k  ,  ,   I    di'i 

'/./  A'  oy 

Pour  éliminer  ^,  substituons  la  valeur  précédenle  dans  l'équa- 
tion (8).  En  posant 

à-\o"k  ,  Xs 

(10)  /.:=/. r-f^'  ^"^  -^=J^T, 

t/x  </)'  Xt. 

on  trouvera 

C^     /  I     6>tO  \  , 

^'^^  Ty\kT,)-^^^-- 

et  celle  condition  contient  Tunique  solution  particulière  co. 

Pour    l'éliminer   enfin,    différentions    les    deux    membres    par 
rapport  à  x.  Nous  aurons 


d  (  I  d\o^k  fk->\        ,      ,  f)ki 

àvii         I   à-\o^k  ài->        ()]o«:k    "^  /  i   '^wX  _  ,  Jki 


ày 
ou  encore 


■+■  -r- 


ày        k    àx  ày    ày  àx      ày\k  ày  /  <'  '   âx 

En  lenant  compte  des  formules  (lo)  et  (12)  et  supposant  /.  1 
ditïerent  de  zéro,  il  vient 

(  1 3  i  ^-  =  kx-  -f-  A  .^7 2 

Il  ne  reste  plus  qu  à  substituer  celte  valeur  de  y-  dans  1  équa- 
tion (12)  pour  obtenir  la  relation 

,         àAo'^kki 

'.>4.»  kl --^-^ —  =0. 

ax  oy 

qui  constitue  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  quatrième 
ordre  à  laquelle  devra  satisfaire  la  fonction  A.  Mais,  si  l'on  se 
reporte  aux  formules  qui  relient  les  invariants  dans  une  suite  de 
Laplace  (  n"  331),  on  reconnaît  immédiatement  que  l'équation  (i4) 
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est  la  condilion  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  solution  géné- 
rale de  l'équation  (7)  soit  de  rang  égal  à  trois. 

Gomme,  dans  la  suite  des  calculs,  nous  avons  écarté  l'hypothèse 
où  l'une  ou  l'autre  des  fonctions  A,  k^  serait  nulle,  on  voit  bien 
que  toutes  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  sphériques  seront 
fournies  par  les  équations  aux  dérivées  partielles  des  trois  premiers 
rangs.  Mais  comme,  pour  l'équation  du  premier  rang,  les  lignes 
de  courbure  des  surfaces  correspondantes  sont  toutes  planes,  elles 
ne  pourront  être  sphériques  sans  être  circulaires. 

En  différentiant  l'équation  (i3)  par  rapport  à  ^,  on  trouve 


(i5) 


ï  àJil  éc^'-'"''''^]^ 


et  il  est  clair,  par  suite  de  la  symétrie  de  la  relation  (6  ),  qui  nous 
a  servi  de  point  de  départ,  relativement  aux  trois  solutions  parti- 
culières ^1,  ^2  et  0),  que  atji  et  ^w  seront  définis  par  des  formules 
toutes  semblables  à  la  précédente,  mais  où  x-^  devra  être  remplacé 
par  d'autres  fonctions,  d'ailleurs  arbitraires  de  x. 
En  développant  les  calculs,  on  trouvera 

(16)  co  =  x-;  -t-  x',  4-  loïï  k'-  kl  -^  7  X-,    f-  ('  A- 


âx      ^  k     '  ()x  \  àx 

C'est  la  partie  de  la  solution  générale  qui  contient  une  fonction 
arbitraire  de  x;  l'autre  s'obtiendrait  en  changeant  x  en  1'  et  rem- 
plaçant la  fonction  arbitraire  de  x  par  une  fonction  arbitraire  de  y. 

Nous  avons  maintenant  tous  les  éléments  nécessaires  pour 
poursuivre  la  recherche.  En  continuant  et  étendant  jusqu'au 
troisième  rang  les  calculs  qui  terminent  le  Chapitre  VII  de  ce 
Livre,  nous  obtiendrons,  sans  aucun  signe  de  quadrature,  les  équa- 
tions qui  définissent  les  surfaces  cherchées.  ISous  avons  même 
donné  au  n"  994  les  éléments  nécessaires  pour  écrire  immédiate- 
ment la  valeur  de  00.  Mais  ici  encore,  au  lieu  de  poursuivre  la  solu- 
tion analytique,  nous  préférons  revenir  à  la  Géométrie  en  nous 
appuyant  sur  un  théorème  dû  à  M.  Blutel  (  '  ). 


(•)  E.  Blutel,  Suj'  les  surfaces  qui  admettent  un  système  de  lignes  de 
courbure  sphériques  et  qui  ont  même  représentation  sphéricjue  pour  leurs 
lignes  de  courbure  {Comptes  rendus,  t.  CXVI,  p.  2^9;  1898). 
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1022.  Etant  donnée  une  surface  (i)  à  lignes  de  courbure  sphé- 
riques  dans  un  système,  nous  allons  montrer  tout  d'abord  qu'il 
existe  une  infinité  de  surfaces  de  même  définition,  et  admettant 
par  surcroît  la  même  représentation  sphérique  que  (  — ). 

Désignons,  en  effet,  para,  ft,  c,  r,  h  des  fonctions  du  paramètre  a 
des  lignes  de  première  courbure  de  (2),  par  x,  y,  z  les  coor- 
données d'un  point  de  (2),  par  v,  -/,  v"  les  cosinus  directeurs  de 
la  normale  en  ce  point.  D'après  le  théorème  de  Joachimsthal.  on 
aura  les  deux  équations 


(17) 

(  a-  —  a  ')-  ■+- 

{y  —  b)--¥-      {  z  —  c)-=  r-. 

(.8) 

Y 1  jr  —  a  1  —  -• 

'i  y  —  6  »   -+-  -''i  ::  —  c)   =  hr. 

dont  la  première  exprime  que  la  ligne  de  courbure  de  la  surface 
se  trouve  sur  une  sphère  (S)  de  centre  (  </.  b,  c)  et  de  rayon  r; 
la  seconde  exprime,  conformément  au  théorème  de  Joachimsthal, 
que  le  plan  tangent  à  la  surface  en  chaque  point  de  la  ligne  de 
courbure  coupe  la  sphère  (S  i  sous  un  angle  constant,  dont  le 
cosinus  est  h.  Si  1  on  pouvait  éliminer  le  paramétre  x  entre  ces 
deux  équations,  on  serait  conduit  à  une  équation  aux  dérivées 
partielles  propre  à  définir  toutes  les  surfaces  (i).  On  peut  traiter 
cette  équation  par  les  procédés  réguliers;  nous  nous  bornerons  ici 
à  remarquer  que  ses  caractéristiques  sont  les  lignes  de  courbure 
du  second  système. 

En  effet,  pour  déterminer  toutes  les  surfaces  vérifiant  Téquation 
et  passant  par  un  point  AI  de  l'espace,  il  faut  d'abord  exprimer 
que  la  sphère  (S),  définie  par  l'équation  (17),  passe  par  ce  point; 
et  cette  condition  fait  connaître  une  ou  plusieurs  valeurs  de  oc. 
Prenons  une  des  sphères  (  S^  qui  passent  en  M  :  les  plans  tangents 
aux  surfaces  correspondantes,  devant  couper  cette  sphère  sous  un 
angle  constant,  envelopperont  un  cône  de  révolution  dont  l'axe 
sera  le  rayon  de  (S  )  qui  passe  au  point  M.  Or  les  caractéristiques 
de  l'équation  aux  dérivées  partielles,  étant  par  définition  les 
courbes  tangentes  aux  génératrices  rectilignes  de  ce  cône,  auront 
évidemment  mêmes  tangentes  en  M  que  les  lignes  de  seconde 
courbure,  et,  par  suite,  se  confondront  avec  ces  lignes,  puisque  le 
raisonnement  s'applique  à  tout  point  de  chaque  surface  (i^. 

1023.   S'il  existe  une  surface  (^o)  de  même  définition  que  (  — )  et 


24fi  LIVRE   VIII.    —   CHAPITRE  XI. 

admettant  la  même  représentalion  sphérique,  y,  y',  y*  auront  les 
mêmes  valeurs  aux  points  correspondants  des  deux  surfaces.  La 
surface  (i)  sera  donc  définie  par  les  équations  telles  que  les 
suivantes 

(19)  (x'o— «o)--^    (vo—boy^    (^0  — co)2  = /•;-;, 

OÙ  a7o,  JKo,  ^0  désignent  les  coordonnées  du  point  de  la  surface  et 
où  «0,  60,  ('i,.  To,  h^)  sont  des  fonctions  de  a  comme  a,  b,  c,  r,  A. 
La  première  équation  représente  la  sphère  (Sq)  qui  contient  la 
ligne  de  première  courbure  de  (^o)j  et  la  seconde  exprime  que  le 
plan  tangent  coupe  (So)  sous  un  angle  de  cosinus  A„.  Si  nous 
désignons  par  G,  Co  les  centres  des  deux  sphères  (S),  (S,,);  par  M, 
Mo  deux  points  correspondants  des  surfaces  (D),  (^o),  pris  respec- 
tivement sur  les  sphères  (S),  (So),  il  est  clair  que  les  normales, 
parallèles,  en  ces  deux  points  et  les  deux  rayons  CM,  C,iMo  sont 
parallèles  à  un  même  plan,  à  celui  qui  est  normal  en  M,  par 
exemple,  à  la  ligne  de  courbure  sphérique  de  (H).  En  traduisant 
analjtiquemenl  cette  propriété,  on  obtiendra  les  relations  suivantes 

!.r()  —  «1,  =  À  (  ,/•  —  rt  )  -t-  tjL-; . 
j'o  —  />o  =  X(.r  —  6)  -H  uy'. 
-d  —  Co  =  À  (  s   —  c)  -h  uv", 

OÙ  X  et  |JL  sont  deux  fonctions  auxiliaires  que  l'on  déterminera  en 
substituant  dans  les  équations  (19)  et  (20)  les  valeurs  précédentes 
de  sco—ao-,  fo—bo,  Zo  —  Co. 
On  a  ainsi  les  deux  équations 


(22) 

d'où  l'on  déduit 

(23) 


X-r--\-  iXixrh  -h  [ji^  =  /'l, 


ijL  =  Au/o —  X  hr 


et  qui  font  connaître  X  et  |ji  comme  des  fonctions  de  a, 

11  reste  à  exprimer  la  condition  essentielle  que  l'on  a  identi- 
quement 

7  da-o  -+■  y'  dvo  -+-  y"  dzo  =  o. 
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Si  l'on  substitue  les  valeurs  des  différentielles  dx^,,  dy^,  dzy^^ 
déduites  des  équations  (21),  eu  tenant  compte  de  la  relation 

7  dx  H-  "J dy  -4-  ",' <lz  =  o, 
il  vient 

rh  d'K  ^>-  d'j.  ■+-  -^{dao —  >-  da)  -+-  -^'idb^ —  À  db)  -+-  -^'i dt\, —  X  de)  =  o. 

Si  les  coefficients  de  -;,  y',  y'  n'étaient  pas  nuls  identiquement,  on 
aurait,  en  tous  les  points  de  la  ligne  de  courbure  sphérique,  une 
relation  linéaire  entre  ces  cosinus;  et,  par  suite,  celte  ligne  de 
courbure,  ayant  pour  représentation  sphérique  un  petit  cercle, 
serait  elle-même  un  cercle.  Ecartons  d'abord  ce  cas  exceptionnel  : 
il  faudra  que  nous  ayons 

(24)  r'i  cD.  ■+-  du  =  o, 

,      .  dao  _  ^0  _  dco  _  , 

^^^  lia  ~  Hb    ~  1c   ~  '^' 

Mais  je  dis  que  ces  relations  conviennent  aussi  au  cas  des  lignes 
de  courbure  circulaires,  pourvu  que  l'on  choisisse  convenablement 
la  sphère  (So)  parmi  toutes  celles,  en  nombre  infini,  qui  passent 
par  la  ligne  de  courbure  circulaire  de  (— o)-  Car  soit  alors 

H-,'  -+-  H' 7' -4-  H' 7' -H  K  =  o. 

la  relation  linéaire  entre  les  cosinus  directeurs,  relation  nécessai- 
rement unique.   Supposons  H^o.    Si   l'on   choisit  (So)    de  telle 

manière  que  l'on  ait 

(/rt^)  =  À  da, 

comme  il  ne  peut  y  avoir  aucune  relation  linéaire  entre  7',  y",  cette 
unique  équation  entraînera  les  autres  relations  contenues  dans  les 
formules  (24)  et  (25). 

1024.  Ce  point  étant  admis,  il  faut  interpréter  les  équations  (24) 
et  (25)  qui  définissent  toutes  les  surfaces  (i^)-  Voici  le  théorème 
de  M.  Blutel. 

Désignons  par  (K)  et  (Ko)  deux  lignes  de  courbure  correspon- 
dantes de  (— )  et  de  (— d).  Ces  lignes  de  courbure  ne  sont  pas  géné- 
ralement horaothétiques ;  mais  les  développables  (D),  (Do) 
formées  par  les  normales  en  tous  leurs  points  le  sont  toujours. 
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Les  courbes  (G)  et  (G,,),  décrites  par  les  centres  G  et  Go  des 
deux  sphères  (S)  et  (So),  ont  leurs  tangentes  correspondantes 
toujours  parallèles  ;  par  suite  la  droite  CC„  engendre  une  déve- 
loppahle  et  touche  Varête  de  rebrousse  ment  (R)  de  cette  déve- 
loppable  en  un  certain  point  O.  Ce  point  O  est  le  centre 
d^homothétie  des  deux  développables  (D),  (D,,).  U homologue 
du  point  G  dans  cette  homothétie  est  le  point  Go;  et  le  rapport 
de  similitude  est  égal  au  rapport  des  distances  de  ces  points 
Go,  G  aux  deux  plans  principaux  qui  contiennent  respective- 
ment la  tangente  à  la  ligne  de  première  courbure  de  (^o)  €t 
la  tangente  correspondante  de  (2)- 

Dans  cette  proposition,  il  y  a  des  points  qui  sont  évidents  a 
priori:  il  y  en  a  d'autres  que  l'on  pourrait  démontrer  par  la  Géo- 
métrie, mais  qui  résultent  immédiatement  des  relations  précé- 
dentes. Les  équations  (aS),  par  exemple,  montrent  immédiatement 
que  les  deux  courbes  (G),  (Go)  ont  leurs  tangentes  toujours  paral- 
lèles et  que  X  est  le  rapport  des  distances  OGo  et  OG  des  points  G,,, 
G  au  point  de  contact  de  la  droite  GGo  avec  la  courbe  qu'elle 
enveloppe  nécessairement.  11  est  évident,  au  contraire,  sans  calcul 
que  les  développables  (D),  (Do)  sont  homothétiques ;  car  :  i" elles 
ont  leurs  plans  tangents  parallèles;  2"  les  plans  de  la  première, 
coupant  la  sphère  (S)  sous  un  angle  constant  de  cosinus  égal  à  /i, 
sont  tous  tangents  à  la  sphère  (S')  concentrique  à  (S)  et  de  rayon 
r\l  i  —  h'^]  3"  pour  la  même  raison,  les  plans  de  la  seconde  sont 
tangents  à  une  sphère  (S'„)  concentrique  à  (So)  et  de  rayon 
r^^\^| \ — h\.  Or  deux  développables  dont  les  plans  tangents  sont 
parallèles  sont  évidemment  homothétiques  dès  qu'elles  sont  assu- 
jetties en  outre  à  être  circonscrites  respectivement  à  deux  sphères 
(S')  et  (S'o  ).  On  passe  de  l'une  à  l'autre  par  l'homothétie  qui  trans- 
forme (S')  en  (S'o);  de  sorte  que  le  centre  d'homothétie  est  sur  la 
ligne  des  centres  GGo  et  que  le  rapport  de  similitude  est  égal  au 
rapport  des  rayons  des  deux  sphères.  Or,  d'après  la  première 
formule  (aS),  ce  rapport  est  égal  à  À:  le  centre  d'homothétie  est, 
par  suite,  le  point  O.  La  proposition  de  M.  Blutel  se  trouve  ainsi 
complètement  établie. 

On  verrait  de  même  que  les  développables  (D"),  (D|^)  circon- 
scrites aux  deux  surfaces  (2),  (2o)  en  tous  les  points  des  lignes 
de  courbure  (K),  (Ko)  sont  homothétiques,  car  elles  sont  circon- 
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scrites  à  des  sphères  (S")  et  (S„),  de  ravons  rh  el  r,Ji„,  concen- 
triques respectivement  à  (S)  et  à  (S„  I.  Mais  ni  le  rapport,  ni  le 
centre  d'homothétie,  ne  sont  les  mêmes  que  pour  les  développables 
(D),  (D„i.  Toutefois  ce  complément  donné  à  la  proposition  de 
M.  Blutel  est  essentiel  pour  la  suite  de  la  recherche. 

1025.  Il  nous  faut  maintenant  indiquer  comment,  à  l'aide  des 
propositions  précédentes,  on  pourra  déterminer  toutes  les  sur- 
faces (^— o)  lorque  la  surface  (  i  i  sera  donnée.  On  aura  sept  fonctions 
inconnues  «o»  ^oj  Co,  ''»?  li»-,  '  -  [^  et  seulement  les  six  équations 
(23),  (2/{)  et  (25);  une  des  fonctions  pourra  donc  être  choisie 
arbitrairement.  Si  c'est),  par  exemple,  que  1  on  supposera  exprimée 
en  a,  les  équations  (24),  (aS)  fourniront  «„.  6„.  c,,,  y.  par  des 
quadratures  et  les  deux  équations  (28)  détermineront  ensuite 
;•,),  Ao  en  fonction  algébrique  de  r  et  de  A.  Du  reste  ces  valeurs 
de  To,  ^o  ressortent  immédiatement  des  formules  précédentes  (22). 
Comme  on  peut  ajouter  à  toutes  ces  relations  la  suivante 

(  26 )  d{  ho  f-Q  )  =  6  d[  hr). 

obtenue  en  différentiant  la  seconde  équation  (28 )  et  tenant  compte 
de  la  relation  (^24),  on  reconnaît  que  h(,  ne  pourra  être  égal  à  zéro 
tant  que  h  ne  sera  pas  aussi  égal  à  zéro.  En  tenant  compte  aussi 
de  la  première  équation  (28  i,  on  peut  dire  que  /i  et  h,,  prennent 
en  même  temps  les  valeurs  o  et  i. 

Par  suite,  toutes  les  fois  que  (  i  )  et  (^i,,  )  auront  leurs  lignes  de 
courbure  circulaires,  tous  les  théorèmes  précédents  leur  sont 
applicables,  soit  que  l'on  prenne  comme  sphères  (S)  et  (So  ) 
associées  dans  les  énoncés  précédents,  les  deux  sphères  inscrites 
ou  les  deux  sphères  orthogonales  aux  deux  surfaces.  Ainsi  se 
trouvent  justifiées  les  propositions  dont  nous  avons  fait  usage  plus 
haut  au  n"  1006. 

1026.  Pour  que  la  solution  précédente  puisse  fournir  sans  aucun 
signe  de  quadrature  la  surface  (io)  il  faudrait  pouvoir  résoudre 
sans  aucun  signe  de  quadrature  les  équations  suivantes 

(la y,  _  «7^0  _  flci\  _  d\  r\,/io)  _  . 
■' ^  da   ~    db   ~   de   ~    dirh)    ~   "' 
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après  quoi  [j.  et  r,,  se  détermineraient  sans  difficulté  par  les 
formules  (aS  ). 

Le  problème  auquel  on  se  trouve  ainsi  conduit  peut  être  résolu 
de  la  manière  suivante. 

Déterminons  les  rapports  mutuels  de  quatre  fonctions  A,  B,  C,  H 
de  a  par  les  relations  suivantes 

!A    da  -(-  B    dh  -+-  C    de  -h  H    d{rh)  =  o, 
A  d-a  -h  B  d-  b  -^  Cd-c  -^  Il  d^  (  rh  )  —  o, 
,   A  d^  a  ■+-  B  d^  b  -+-  C  d^  c  -t-  H  «^3  (  ,./<  )  =  o. 

La  différentialion  de  ces  relations  nous  conduira  aux  suivantes 

dK  da  -H  dVi  dh  -t-  dC  de  -+-  d\{  d{  rk)  =  o, 
#  A  da  -t-  #  B  db  +  #  C  de  -4-  d'  H  d{  rh)  =  o, 

OÙ  l'on  peut  remplacer,  de  même  que  dans  la  première  (28),  da, 
db,  de,  d{rh)  par  les  quantités  proportionnelles  dao,  dbo,  dCi,, 
d(r,)  h(,),  de  sorte  que  l'on  aura  nécessairement 

1        A  da(:  -+-       B  dbi,  -+-       G  de,)  -t-       H  d(  ro  Ao  )  =  o, 

r  29)  <      dX  dut,  -+-    dl>  dùu  -+-    dC  de^^  -1-    d\\  d{  /'o  ho  )  =  o, 

'  d-  A  daQ  -In  d-B  db^  ■+-  d-  C  dco  -1-  c/^  H  «?(  ro  Ao  )  =  o. 

Prenons  maintenant  comme  inconnue  auxiliaire  u  la  fonction 

(3o)  ?i  =  Aao-h  B  èo -I- Cco-H  H /'o/io- 

En  différentiant  les  deux  membres  de  cette  relation  et  tenant 
compte  des  formules  (29),  il  viendra 

!dii  =  ao  dS.  -+-  60  d\y  -+-  Co  dC  -+-  roho  dH, 
d- u  =  ao rf-  A  -f-  60 «f^  B  -f-  co d'C  -¥-  /o  Ao d'^  H , 
d' u  =  «0  <r/3  A  -+-  èo  <^'  B  -H  c"  d'  C  -i-  ro  ho  d^  H, 

de  sorte  que  a,,»  ^05  Co?  ^'o/io  seront  déterminées  par  ces  trois 
équations  et  s'exprimeront  linéairement  au  moyen  de  la  fonction 
arbitraire  u  et  de  ses  premières  dérivées. 

La  question  proposée  se  trouve  ainsi  complètement  résolue.  On 
peut  remarquer  que  X  sera  une  fonction  linéaire  de  u  et  de  ses 
quatre  premières  dérivées;  ei  comme  ï.da,  Idb,  Idc,  "kd^rfi) 
sont  des  différentielles  exactes.  >.  sera  V adjointe  de  l'expression 
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linéaire,  qui,  égalée  à  zéro,  donnerait  une  équation  dillérentielle 
admettant  les  solutions  particulières  a',  6',  c'  {fhy. 


1027.  Au  lieu  des  calculs  précédents  on  peut  indiquer  une  con- 
struction géométrique  déterminant  la  surface  (i„).  Il  suffit  de 
remarquer  que  les  formules  (  23  ),  (24  )  et  (20)  ne  cessent  pas  de 
subsister  si  l'on  y  remplace  d'abord  h  et  h^,  par  i ,  puis  r.  r„  par 
/7i,  To  hi,.  Gela  revient  à  dire  que  les  surfaces  à  lignes  de  cour- 
bure circulaires  (^'),  (— 0)  ^tn-eloppées  respectivement  par  les 
sphères  {S'),  (^o)  ^^^  même  représentation  sphérique.  D'après 
cela,  la  construction  donnée  plus  haut  (n"  1007)  et  indiquée  par 
M.  Rouquel  pour  déduire  de  toute  surface  à  lignes  de  courbure 
circulaires  une  surface  de  même  définition  admettant  même  repré- 
sentation sphérique  nous  permettra  de  construire  la  sphère  (Sj^  ) 
et.  par  suite,  la  courbe  (Go)-  Gelte  courbe  une  fois  connue,  on 
pourra  construire  le  point  O,  la  sphère  (S,j  ),  les  développables 
(Do),  (D^)  qui  se  couperont  suivant  la  ligne  de  courbure  (K.„). 
Du  reste,  le  carré  du  rayon  de  (S„)  est  la  somme  des  carrés  des 
rayons  de  (S'^")  et  de  (S^  i. 

.  1028.  Revenons  à  la  solution  analytique.  Nous  avons  vu  que  la 
surface  (^.1)  dépend  d'une  fonction  arbitraire.  On  peut  disposer 
de  cette  fonction  arbitraire  de  telle  façon  que  la  surface  remplisse 
certaines  conditions  données  à  l'avance,  par  exemple  que  toutes 
les  sphères  (So)  soient  orthogonales  à  une  sphère  fixe  ou  passent 
par  un  point  fixe.  Ges-deui  conditions  se  traduisent,  avec  des  axes 
convenables,  par  une  équation  de  la  forme  suivante 

a%  -+-  bl  -+-  cl  —  l'I  =  con>t.  : 

et,  si  l'on  y  substitue  les  valeurs  de  rt,,,  60»  Co,  r„  en  fonction  de  m, 
on  obtiendra  une  équation  différentielle  du  4*  ordre  à  laquelle 
devra  satisfaire  cette  fonction.  Cette  équation  est  quadratique; 
mais,  en  la  ditférentiant,  on  fera  apparaître  le  facteur  À  que  l'on 
devra  supprimer;  et  il  restera  une  équation  linéaire  du  5*  ordre. 
Gela  se  voit  tout  de  suite  si  on  l'écrit  sous  la  forme 

«5  -i-  6f,  -+-  c3  —  (,  /'o  Ao  )-  —  '--  r-  (i  —  II-  )  =  const . 
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Car  en  difFérenliant  il  viendra 

À  [uq  da  -f-  />o  db  h-  cq  de  —  l^^^  /lo  d{r/i)]  —  X  /■  V  i  —  /i'^  di'u  r  \J \  —  A-)  =  o. 

Ainsi,  parmi  les  surfaces  (— n  ),  il  en  existe  toujours  un  nombre 
illimité  pour  lesquelles  les  sphères  (So)  passent  par  un  point  fixe 
ou  sont  orthogonales  à  une  sphère  fixe- 
Or,  toute  surface  (i)  pour  laquelle  les  sphères  (S)  passent  par 
un  point  fixe  est  l'inverse  par  rapport  à  ce  point  d'une  surface  (T) 
à  lignes  de  courbure  planes.  Donc  on  pourra  toujours,  par  des 
constjuct/ons  géométriques  qui  n'exigent  aucune  intégration^ 
faire  dériver  toutes  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  sphé- 
riques  des  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  :  i"  en  prenant 
1rs  inverses  de  celles-ci;  a"  en  construisant  ensuite  les  surfaces 
à  lignes  de  courbure  sp/iériques  de  même  représentation  sphé- 
rique  que  ces  inverses. 


10!29.  De  cette  génération  des  surfaces  à  lignes  de  courbure 
sphériques  résultent  plusieurs  propriétés  que  nous  allons  indiquer. 

Remarquons  que,  pour  deux  surfaces  (^),  (^o)  ayant  même 
représentation  sphérique  et  pour  deux  lignes  de  courbure  sphériques 
correspondantes  (K),  (Ko),  les  cônes  enveloppes  des  plans  normaux 
ont  leurs  plans  tangents  parallèles  et,  par  suite,  sont  homo- 
thétiques.  Les  développées  isotropes  des  lignes  (R),  (Ko),  dévelop- 
pées qui  sont  tracées  sur  ces  cônes,  ont  leurs  tangentes 
parallèles,  et  sont,  par  suite,  des  courbes  hoinolhétiques  (bien 
que  leur  rapport  d'homothélie  ne  soit  pas  en  général  égal  à  X).  Si 
nous  supposons  que,  pour  la  surface  (^o),  toutes  les  sphères  (So) 
passent  par  un  point  fixe,  cette  surface  sera  l'inverse  d'une  sur- 
face (T)  à  lignes  de  courbure  planes,  et  les  développées  isotropes 
de  ses  lignes  de  courbure  (Ko)  seront  les  inverses  des  développées 
isotropes  des  lignes  de  courbure  planes  de  (T).  C'est,  en  eflet,  une 
propriété  essentielle,  signalée  depuis  longtemps  (^),  des  dévtilop- 
pables  et  par  suite  des  développées  isotropes,  de  se  conserver 
par  l'inversion.  C.omme  les  développées  isotropes  des  lignes  de 


(')  Voir  la  première  Partie  de  l'Ouvrage  cité  plus  haut  [III,  p.  4/9) 
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courbure  planes  de  i  T  i  sont  égales,  nous  pouvons  donc  énoncer 
la  proposition  suivante  : 

Etant  donnée  une  surface  à  lignes  de  courbure  sphériques 
(2),  toutes  les  développées  isotropes  de  ses  lignes  de  courbure 
sphériques  peuvent,  par  des  inversions  convenables  appliquées 
à  chacune  d'elles,  se  transformer  en  des  courbes  identiques. 

En  d'autres  termes,  en  soumettant  les  lignes  de  courbure  (K) 
à  des  inversions  convenables  et  variant  de  l'une  ii  l'autre  ligne, 
on  peut  les  placer  toutes  sur  une  même  développable  iso- 
trope i  A). 

Si  donc  une  des  lignes  de  courbure  sphériques  est  algé- 
brique, toutes  les  autres  sont  nécessairement  algébriques. 

103<).  Les  remarques  que  nous  venons  de  signaler  rapprochent 
évidemment  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  sphériques  des 
surtaces  à  lignes  de  courbure  planes,  et  Ton  est  conduit  ainsi  à 
rechercher  s'il  n'existerait  pas.  pour  les  lignes  de  courbure  sphé- 
riques. une  proposition  analogue  au  théorème  du  n"  iOOO.  Cette 
proposition  existe  etléclivenient.  mais  son  énoncé  demande 
quelques  explications  préliminaires. 

Considérons,  d'une  manière  générale,  deux  inversions,  définies 
parles  deux  sphères  principales  ^^S)  et  (S„).  L'effet  de  ces  deux 
inversions  ne  sera  pas  changé  (').  si  l'on  substitue  à  ces  deux 
sphères  {S).  (So)  deux  autres  sphères  passant  par  leur  cercle  d'in- 
tersection (G)  et  se  coupant  sous  le  même  angle  a  que  les  deux 
premières.  On  peut  donc  dire  que  l'effet  des  deux  inversions  est 
défini  si  l'on  donne  le  cercle  (  C  »  et  l'angle  a.  Ajoutons  que  pour 
choisir  les  deux  sphères  principales  des  deux  inversions  suc- 
cessives dans  l'ordre  convenable,  il  faut  indiquer  aussi  un  sens 
déterminé  sur  le  cercle  (G  ).  Nous  appellerons  l'effet  de  ces  deux 
inversions  une  rotation  d'angle  y.  autour  du  cercle  (GV  Tandis 
qu'une  inversion  simple  imprime  toujours  des  déplacements  finis 
aux  points  de  l'espace  qui  ne  sont  pas  voisins  de  la  sphère  prin- 

(')  Voir,  en  particulier,  la  Note  VI  de  l'Ouvrage  cite  à  la  page  précédente. 
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cipale,  une  rotalion  autour  d^un  cercle  peut  imprimer  des 
déplacements  infiniment  petits  à  tous  les  points  de  l'espace,  pourvu 
que  son  angle  soit  infiniment  petit. 

Si  l'on  soumet  la  figure  et  sa  transformée  à  une  inversion  dont 
le  pôle  se  trouve  sur  le  cercle  (G),  la  rotation  autour  de  ce  cercle 
se  transforme  en  une  rotation  du  même  angle  autour  de  la  droite 
transformée  du  cercle. 

1031.  Si  l'on  admet  cette  généralisation  de  la  notion  de  rota- 
tion, il  est  clair  que  l'on  peut  soumettre  toute  surface  à  lignes  de 
courbure  circulaire  (i)  à  une  déformation  analogue  à  celle  défor- 
mation particulière  d'une  développable  dans  laquelle  les  généra- 
trices rectilignes  restent  rectilignes.  Faisons  correspondre  aux 
cercles  de  la  surface  les  génératrices  rectilignes  d'une  dévelop- 
pable; aux  rotations  infiniment  petites  autour  de  ces  génératrices 
rectilignes,  des  rotations  d'angle  égal  autour  des  cercles  corres- 
pondants. A  toute  flexion  de  la  développable  correspondra  une 
flexion  isomorphe  de  la  surface  (2),  comportant  dans  sa  définition 
une  fonction  arbitraire. 

Celle  notion  admise,  le  lecteur  démontrera  aisément  le  théorème 
suivant  : 

Pour  obtenir  la  surface  ii  lignes  de  courbure  sphériques  la 
plus  générale  on  coupe  une  développable  isotrope  (A)  po-r  une 
famille  de  sphères  (S)j  on  soumet  ensuite  ces  sphères  et  leur 
surface  enveloppe  {^)  à  la  flexion  qui  vient  d'être  définie.  Les 
sections  de  la  développable  (A)  par  les  sphères  (S)  se  trans- 
forment ainsi  dans  une  famille  de  courbes  engendrant  la 
surface  cherchée. 

Les  surfaces  qui  coupent  à  angle  droit  une  famille  de  sphères  (S) 
apparaissent  ainsi  comme  les  analogues  des  surfaces  moulures  de 
Monge.  Pour  elles,  les  lignes  de  courbure  sont  les  transformées 
par  des  inversions  d'une  même  courbe,  d'ailleurs  quelconque. 

La  proposition  précédente  permet  évidemment  de  retrouver  les 
propositions  que  nous  avons  obtenues  plus  haut  (n°  1029  ). 

1032.  Nous  terminerons  ce  Chapitre  en  donnant  la  démonstra- 
tion d'une  proposition  déjà  énoncée  au  n"  483,  et  en  déterminant 
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toutes  les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  sont  planes  ou  sphé- 
riques  dans  les  deux  systèmes.  Nous  commencerons  par  établir 
un  lemme  relatif  à  deux  équations  simultanées  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre.  Soient,  avec  les  notations  habituelles, 

(/i(^j.»r  =,P'  q}  =  o 

ces  deux  équations.  Si  l'on  veut  qu'elles  admettent  une  solution 
commune  aiec  une  constante  arbitraire,  il  faudra,  comme  on 
sait,  que  la  relation 

_^^^  )        \dx^P  dz)  dp^\ày^^  àz)  àq 

)        (àfi  àf,\df        (âj\  àj\\àf 

se  vérifie  identiquement  ou  soit  une  conséquence  des  proposées. 
La  première  équation  aux  dérivées  partielles  (Sa)  a  ses  caracté- 
ristiques définies  par  les  équations  différentielles 

.„,.  djT  ày  dp  dq 


dp         àq  dx^P^z  dy'^'^dz 

de  même,  pour  la  seconde,  les  caractéristiques  sont  définies  par  le 
système  suivant 


(35^ 


ox  ov  op  <j<l 


dfi  dj\  d/j_  dj\  <Ll  ^     iÙ. 

dp  dq  dx  dz  dy        "  dz 


de  sorte  que  la  condition  d'intégrabilité  (33)  se  ramène  à  la 
relation 

1^  36  )  dp  ox  —  op  dx  -+-  dq  oy  —  oq  dy  :=  o. 

qui  doit  avoir  lieu,  bien  évidemment,  pour  deux  directions  quel- 
conques, en  chaque  point  d'une  surface  intégrale.  Or.  supposons 
que  les  caractéristiques  soient  les  lignes  de  première  courbure 
pour  la  première  équation,  et  les  lignes  de  seconde  courbure  pour 
la  seconde.  On  aura  alors 

dp  dq  .         on  oq 

1)1 = :^  /. = =  'J.. 

d.c  -r- p  dz        dy  -i-  q  dz  '     ox  -i- p  oz        oy  -i-  q  oz 
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A  el  p.  désignant  des  inconnues  auxiliaires;  de  sorte  que  la  condi- 
tion d'intégrabilité  (36),  où  l'on  remplacera  dp^  dp,  clq.  oq  par 
leurs  valeurs  déduites  des  équations  précédentes  prendra  la  forme 

(À  —  ;j.  )  {  d.i-  o.r  -+-  (/y  5\-  -h  dz  riz)  ^=  o. 

et  elle  exprimera  simplement,  À  étant  diilerent  de  p.,  la  propriété 
d'orthogonalité  des  deux  familles  de  lignes  de  courbure. 

1033.  D'après  cela,  supposons  qu'une  surface  (2)  ait  toutes  ses 
lignes  de  courbure  sphériques.  Désignons  par  (S|)  les  sphères 
qui  contiennent  les  lignes  de  première  courbure  et  par  (So  )  les 
sphères  qui  contiennent  les  lignes  de  seconde  courbure.  Soient  co, 
l'angle  sous  lequel  la  surface  doit  couper  la  sphère  (S|)  et  wo 
l'angle  sous  lequel  elle  doit  couper  la  sphère  (Sa).  Parmi  les 
sphères  (Si)  et  (Sa),  choisissons  celles  qui  se  coupent  en  un 
point  M  de  l'espace  et  dont  l'intersection  est  un  cercle  (C)  qui 
passe  en  M.  Le  plan  tangent  en  M  à  la  surface  cherchée  sera  évi- 
demment défini  par  la  double  condition  de  faire  les  angles  w,  et  w^ 
respectivement  avec  les  plans  tangents  en  M  aux  deux  sphères  (S|  ) 
el  (So),  cette  double  condition  montre  qu'il  doit  être  tangent  à 
deux  cônes  de  révolution  avant  pour  axes  les  rayons  des  deux 
sphères  qui  passent  en  M,  ce' qui  donne,  en  général,  quatre  plans 
distincts.  Prenons  l'uu  quelconque  d'entre  eux.  Il  coupera  évi- 
demment les  deux  plans  tangents  aux  sphères  suivant  les  deux 
tangentes  principales  de  la  surface  cherchée.  Par  conséquent, 
pour  que  la  surface  existe,  pour  que  la  condition  d'intégrabilité 
soit  vérifiée,  il  sera  nécessaire  et  suffisant  que  ces  deux  droites 
soient  rectangulaires .  Cela  donne  une  condition  à  laquelle 
doivent  satisfaire  les  deux  familles  de  sphères  (S,)  et  (So).  Cette 
condition  peut  d'ailleurs  s'exprimer  sous  la  forme  suivante  : 

Pour  chaque  point  du  cercle  (C),  construisons  le  trièdre  ayant 
pour  arêtes  les  rayons  des  deux  sphères  (S|  ),  (S2)  qui  aboutissent 
à  ce  point  el  la  normale  à  la  surface  cherchée  :  le  dièdre  formé 
par  les  faces  du  trièdre  qui  se  coupent  suivant  cette  normale 
devra  être  droit;  et,  par  suite,  si  V  désigne  l'angle  des  sphères 
(Si),  (S2),  la  Trigonométrie  nous  donnera  immédiatement  la  rela- 
tion suivante 
(38)  oo<V  =  cos  Wi  coscjo, 
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Si  les  équations  des  deux  familles  de  sphères  (S|)  et  (S3)  sont 
données  sous  les  formes  suivantes 

(  (j-  — a,;--i-(  V  — fei)2-»-(-  — c,)i=  rf, 
{  ( X  —  ai)î-t-Q'  —  bi  iî-i-  1';;  —  Ci}-=  rt, 

a,,  6|,  Cl,  Ti,  U)  élaiil  fonctions  d  un  paramètre  a  et  a-,,  b^.  Co,  Ta, 
cuo  d'un  autre  paramètre  y,  la  relation  (38)  donnera  la  condition 

('4<>  I       <  «i a*)--!-  (  fei  h-,  >-  -I-  I  C]  —  C;  )-  =  r]  -r-  /"n  —  i  /i  /'i  COS  Wi  costo*, 

qui    devra   être  vérifiée  identiquement  et  qui  a  été  le  point  de 
départ  du  Mémoire  de  M.  J.-A.  Serret  ('). 

103 i.  Au  lieu  de  suivre  la  même  méthode,  nous  reprendrons 
le  cercle  (C)  intersection  des  deux  sphères  (S,)  et  (Sa)  et  nous 
remarquerons  que.  si  (i)  est  la  surface  cherchée,  une  sphère  (L) 
tanfijenle  en  M  à  (i)  coupera  le  cercle  (C)  en  un  second  point  M, 
tel  que  le  plan  langent  à  cette  sphère  en  M4  fasse  aussi  les  angles  coj , 
w.>  avec  les  deux  sphères  (S|),  (So)  et  coupe  les  plans  tangents  en 
ce  même  point  M,  aux  deux  sphères  suivant  deux  droites  rectan- 
gulaires. 11  sera  donc  toujours  possible  d'associer  à  la  surface 
cherchée  (i)  une  autre  surface  (— i)  de  mêmes  propriétés,  de 
même  définition,  coupant  les  sphères  (S,)  et  ^^So)  sous  les  mêmes 
angles,  telle,  en  outre,  que  (i)  et  (2|)  constituent,  à  elles  deux, 
les  deux  nappes  de  l'enveloppe  des  sphères  variables  (U);  et,  de 
plus,  les  lignes  de  courbure  se  correspondent  évidemment  sur 
les  deux  nappes  de  cette  enveloppe  de  sphères  (-). 

Xous  pourrons  donc  appliquer  les  propositions  démontrées  au 


1'/  J.-A.  Serket.  Mémoire  sur  les  sur  fa  es  dont  toutes  les  lignes  de  cour- 
bure sont  planes  ou  sphirii/ues  (Journal  de  Liouville,  t.  XVIII.  i"  série,  p.  ii3; 
i85:>). 

(-)  Pour  bien  comprendre  ce  poiat  essentiel,  remarquons  que.  lorsqu'on  donne 
Il  priori  les  familles  de  sphères  (S,),  (S,),  ainsi  que  les  angles  w,,  w,  sous  les- 
quels ces  sphères  doivent  être  coupées  par  la  surface  cherchée  (1),  celte  surface 
devra  vérifier  deux  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  qui 
admettront  une  intégrale  commune  a^'ec  une  constante  arbitraire  lo\xXts\t>  fois 
que  la  condition  (38;  ou  (^o)  sera  vérifiée.  Mais,  comme  il  passe,  en  chaque 
point  du  cercle  (C),  quatre  plans  tangents  coupant  respectivement  les  sphères  (S,), 
(S.)  sous  les  angles  co,,  ut^,  il  y  aura  quatre  familles  distinctes  de  surfaces  (2), 

nARBOLX.    —    IV.  17 
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Livre  IV,  Chapitre  XV,  relativement  à  ces  enveloppes.  Pour  plus 
de  symétrie,  nous  emploierons  les  coordonnées  pentasphériques 
(Liv.  II,  Ghap.  VI).  Soit 

(40  ^f/iiXi^o 

i 

l'équation  de  la  sphère  (U).  Soient  de  même 

(42)  ^ai.Xi=0,  (43)  ^hiXi=:0 

1  1 

les  équations  des  sphères  (S|)  et  (So);  les  ai  étant  des  fonctions 
d'un  paramètre  a  et  les  6,  des  fonctions  d'un  paramètre  6;  les  m, 
dépendront  à  la  fois  de  a  et  de  (3. 

Pour    avoir    les    deux    points    de    contact    de    (U)    avec    son 
enveloppe,  il  faut  joindre  à  l'équation  (4i)  ses  deux  dérivées 


^^4^  2i}7'-^'=«'    S^^'-^*^- 


Les  deux  points  de  contact  devant  se  trouver  par  hypothèse  sur 
les  sphères  (S^),  (So),  les  cinq  équations  précédentes  doivent  se 
réduire  à  trois.  On  aura  donc  nécessairement 

,    asi. 
(45)  {  , 

— —    =  A,  ,11/  -+-  Al  <7j  -4-  h  />/. 

}.,  À),  A,  B,  A|,  B,  étant  des  fonctions  auxiliaires  et  i  devant 
recevoir  les  valeurs  i,  2,  .  .  .,  5. 

D'autre  part,  les  six  coordonnées  m,-  de  la  sphère  (U)  doivent 
être  (n"  477)  des  solutions  particulières  d'une  équation  aux 
dérivées  partielles  de  la  forme  suivante  : 

à-  nii        „  ànti       _,  à/ni       ^ 

qui  correspondront  ,iux  quatre  plans  précédents;  et  ces  familles  se  grouperont 
deux  à  deux  de  telle  manière  que  deux  surfaces  différentes  prises  dans  deux 
familles  associées  forment  les  deux  nappes  de  l'enveloppe  de  splières  que  nous 
considérons  dans  le  texte. 
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Substituons  dans  celte  équation  les  valeurs  de  -~^  — ;r-'  définies 
par  les  équations  {io)  et  celle  de  -r-d  déduite,  par  eiemple,  de 
la  première  de  ces  équations.  Nous  aurons 

(46)       (  ^-(-CÀ-i-D>.i-(-ÀÀi-i-E)/«j-i-  /  —  -+-CAh-DA,-hXA  ja/ 

^(^  -i-  CBi-h  DB  ^  }.b\  bi-^-  B,bl  =  o. 

Si  les  coefficients  de  a,,  è,,  b] ,  m,  dans  cette  équation  n'étaient 
pas  nuls,  l'équation  (40  ^^  1^  sphère  tangente  apparaîtrait  comme 
une  combinaison  linéaire  des  équations 

ce  qui  est  en  contradiction  avec  la  remarque  faite  au  début  de  ce 
numéro,  ces  trois  équations  définissant  deux  points  déterminés 
du  cercle  (G).  Il  faut  donc  que  la  relation  (46)  se  réduise  à  une 
identité  et  que  l'on  ait,  en  particulier, 

Bi  =  o. 

On  verra  de  même  que  Ton  a  aussi 

A 1  =  o, 

de  sorte  que  les  deux  équations  (4^)  peuvent  se  ramener  à  la 
forme  plus  simple 

—  =  ./,i,-^A«„ 

ai 

Ecrivons  maintenant  que  les  deux  valeurs  de  -r— n;  déduites  de 

'  tJx  àp 

ces  équations  sont  égales.  Il  viendra 

»-(|-'^)-'"(t->-^)-K"--)=»- 

Pour  les  raisons  déjà  indiquées,  on  doit  avoir 

à\       àli  à\       .     ^  ^B       .  _ 

ai         àx  dp  âx 
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Ces    équations    nous    donnent,    en   introduisant   une    fonction 
auxiliaire  h, 

^  I   à  h  ,  I   dh  <)\Mi)  à{V>h) 

A  —  —  7  T~  '  ''^i  =  —  T   jo  '  iô —  =  *^-  "~^~i =  "• 

h  ua.  h  ap  d^  t)y. 

Nous  aurons  donc 

et  les  équations  (47)  nous  fourniront  la  valeur  suivante  de  «?, 
nii h  =  I  aif{ a).da  -h  j  biç([i)d'p. 

Comme  on  peut  évidemment  multiplier  tous  les  m,  par  une  fonc- 
tion quelconque  /i,  nous  pourrons  prendre,  pour  /  =  i ,  2,  3,  4*  ^, 


-.Jaif{a)rh^Jbi^{<^)d^1>. 


L'équation  à  laquelle  satisfont  (n"  477)  les  six  coordonnées  de  la 

sphère  sera  donc 

à'  tiii 

de   sorte  que   la  sixième   coordonnée   m^^   sera^  elle  aussi,   la 
somme  d'une  fonction  de  oc  et  d^ une  fonction  de  {3. 

1035.  Réciproquement,  considérons  la  surface  enveloppe  d'une 
sphère  pour  laquelle  les  six  coordonnées  sont  données  par  la 
formule 

(48)  /»;=:  A,+  B;, 

OÙ  A(,  B,  dépendent  respectivement  de  a  et  de  (3.  Pour  obtenir  la 
surface  il  faudra  joindre  à  l'équation 

5 

(49)  ^{ki+\\t)xi=o 

i 
ses  deux  dérivées 

(  5o  )  V  a;  Xi  =  o,       2^;  .?•;■  =  o, 
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par  rapport  à  a  et  à  3.  Prises  isolément,  les  deux  équations  précé- 
deales  définissent  deux  courbes  sphëriqucs  de  la  surface.  La 
sphère  qui  contient  la  première,  par  exemple,  coupe  la  surface 
sous  un  angle  'jJ)  défini  par  la  foruiule  t  n"  lo()j 


0O>Wi  = 


Or  si  Ion  diflérenlie,  par  rapport  à  a,  la  relation  identique 

6 

qui  doit  nécessairement  exister  (n"  156^  entre  les  six  coordonnées 
de  la  sphère,  il  vient 

5 

V  A;(  Aj-t-  Bj)  -1-  A'j,  A«-i-  Bf,  I  =  o, 
i 

de  sorte  que  l'on  a 

—  a: 

I    )I  I  CO«tOi  = 


H 


-y.Ar 


L'angle  «i  étant  une  fonction  de  y.,  on  voit  que  la  sphère  définie 
par  la  première  équation  (5o)  coupe  la  surface  sous  un  angle 
qui  est  partout  le  même;  et,  par  suite,  les  courbes  de  paramètre  x 
sont  les  lignes  de  courbure  sphériques  de  la  surface.  La  démon- 
stration est  toute  semblable  pour  les  lignes  de  paramètre  i3. 

En  résumé,  nous  obtenons  la  proposition  suivante  : 

Pour  définir  les  surfaces  dont  toutes  les  lignes  de  courbure 
sont  planes  ou  sphériques.  on  déterminera  de  la  manière  la 
plus  générale  six  fonctions  A,   de  a.  et  six  fonctions  B,  de  ,3 
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vérifiant  idenllqueinent  la  relation 

(52)  2(A,-+B,r-  =  o, 

1 

puis  on  prendra  l'enveloppe  de  la  sphère  variable 

(53)  y(A,-+B,)^,-=o. 


Les  deux  nappes  de  cette  enveloppe  seront  deux  des  surfaces 
cherchées. 

C'est  la  proposition  déjà  ônoncée  au  n°  483. 


I03().  Appliquons-la  à  la  délenuinalion  effective  des  surfaces 
cherchées  :  il  faudra  d'abord  résoudre  l'équation  fonctionnelle  (02). 
Cette  résolution  se  simplifie  beaucoup  si  l'on  emploie  toutes  les 
substitutions  linéaires  orthogonales,  qui  transforment  en  elle- 
même  la  forme  quadratique 


Dans  la  géométrie  des  sphères  elles  jouent  le  même  rôle  que  le 
changement  de  coordonnées  dans  la  géométrie  du  plan.  En  utili- 
sant les  résultats  obtenus  au  Livre  II,  Chapitre  VI,  on  reconnaîtra 
aisément  qu'on  les  obtient  toutes  en  combinant  des  déplacements, 
des  inversions,  des  dilatations  (augmentation  d'une  quantité 
constante  pour  le  rajon  de  toute  sphère).  Nous  admettrons  ce 
résultat. 

Si  nous  différentlons  l'équation  à  résoudre  par  rapport  à  a  et 
à  (3,  elle  devient 

(54)  ^K'^[=o. 

1 

Etudions  d'abord  cette  dernière  équation. 

Comme  tous  les  B|  ne  sont  pas  nuls,  en  donnant  à  (3  une  valeur 
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fixe  quelconque,  on  obtiendra  au  moins  une  relation  linéaire,  à 
coefficients  constants,  entre  les  A- .  Supposons  d'abord  qu'il 
n'existe  qu'une  pareille  relation,  savoir 

6 

Si  l'on  a 

on  peut,  par  une  substitution  orthogonale,  ramener  la  relation  à  la 
forme 

(55;  Af,  =  o. 

et  si  l'on  a 

on  la  ramène  de  même  à  la  forme  suivante 

(56)  A'5-HiA6  =  o. 

Dans  le  premier  cas,  pour  que  l'équation  (54)  soit  vérifiée,  il 

faut  que  l'on  ait 

B:  =  B,  =  B^  =  B'.  =  B,  =  o 

et  l'équation  (Sa)  devient  alors 

6 

2»  A,-^B,^^  =  -(A,-Be.^. 

Le  premier  membre  ne  pouvant  dépendre  que  de  a  et  le  second 
dépendant  nécessairement  de  3,  il  y  a  impossibilité.  Le  raison- 
nement s'appliquera  de  même  si  l'on  substitue  la  relation  (56)  à 
la  précédente  (55).  Il  n'y  a  donc,  en  avant  égard  à  ce  que  l'échange 
de  a  et  de  ^  revient  à  un  changement  de  notations,  qu'à  examiner 
deux  hypothèses  :  i"  ou  bien  il  y  a  deux  relations  linéaires  entre 
les  dérivées  A'  par  exemple,  et  quatre  entre  les  dérivées  B-  :  2°  ou 
bien  il  y  a  trois  relations  linéaires  entre  les  unes  et  les  autres. 

Une  discussion  facile  montre  que  des  relations  linéaires,   en 
nombre  quelconque,  entre  les  A]  par  exemple,  peuvent  toujours, 
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par  une  subsliluliou  orthogonale,  être  ramenées  à  vérifier  les 
deux  conditions  suivantes  : 

i"  Chaque  relation  sera  de  la  forme 

'A/,  =  <>         oii         A'f^  -+-  i \'/.  =  o; 

2"  De  plus,  la  même  dérivée  A'/^  ne  figure  que  dans  une  seule 
relation. 

Les  cas  où  quelques-unes  des  relations  contiennent  deux 
dérivées  se  déduisent  des  autres  par  le  passage  à  la  limite. 

1037.  J3'après  cela,  s'il  y  a  deux  relations  seulement  entre 
les  A- ,  on  pourra,  en  se  bornant  au  cas  général,  les  prendre  sous 

la  forme 

Al  =  o,         A',  =  o. 

Il  faudra  que  l'on  ait 

15',  =  ir,  =  Jr,  =  H',  =  0: 

par  suite,  B^,  B^,  Bk,  Bg,  A5,  A.  seront  des  constantes  que  Ton 
pouri'a  prendre  égales  à  zéro;  de  sorte  que  l'équation  à  vérifier 
prendra  la  forme 

Ai  + Aa+  \l-+-  \?,  =  —  \H  —  ^H 

et  chacun  de  ses  membres  devra  se  réduire  à  une  constante.  On 
pourra  prendre  par  exemple 

1},,  =  COS  [î,  B:j  =  sili  3, 

A  7  -I-  A  5  -t-  A  ;:;  -t-  A  ■:  =  —  I  . 

Si  l'on  choisit  un  système  de  sphères  coordonnées  comprenant 
les  trois  plans  principaux,  la  sphère  de  coordonnées  m,  sera  définie 
en  co3rdonnées  cartésiennes  x,  y,  ^,  par  l'équation  suivante 

./•-  -I-  7--t-  :■- —  H- 
L>  /u  I  ./•  -4-  2  niiY  -+-  1  ni:,  -5  -H   III  ; ■ 

^•--1-  y-  -+-  :---h  J-v-2 
H-  f//io '■ f- =  o  ; 

de   sorte  qu'ici  la  surface  cherchée   deviendra  l'enveloppe  de  la 
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sphère 


{^5-j)  î  Al  x-  -!-  2  A::  )-  -+-  2  A3;;  -+■  c'? -f^ ^ e"'?  R  =  o. 


a-—  )  -  — 

TT 


Enjoignant  à  l'équation  précédente  les  deux  dérivées 

(  A',  X  -+-  Â'i  r  -+-  A';  -  =  o, 

on   reconnaît    que  celle  surface  se  réduil  à  un  cône,   d'ailleurs 
quelconque. 

1038.  Envisageons  maintenant  le  cas  où  il  y  a  trois  relations 
entre  les  A,;  et.  nous  bornant  toujours  au  cas  le  plus  général, 
prenons-les  sous  la  forme 

a;  =  A',  =  a;,  =  o  : 

il  viendra 

B',  =  Bo  =  B,  =  o. 

On  pourra  encore  supposer  nulles  A^,  Aj,  Ac,  B,,  Bo,  Bj,  et  l'on 

aura 

Af-H  A|-t- An  =  — B?  — B?  — B^ 

Il  sera  nécessaire  et  suffisant  que  les  deux  membres  se  réduisent  à 
une  même  constante. 

La  surface  étant  l'enveloppe  de  la  sphère  définie  par  l'équation 

(39)  a  Al  j- -(- 2  Ai  K -H  2  A:, -  -H     Bi  ^- ^ =— ^^^ 

-T-  i  B=  ■■ =^ =  o. 


il  faudra  joindre  à  cette  équation  les  deux  dérivées 

!A',  X  ■+-  A'i  )•  -1-  A-'-^z  =  o, 
j-î—  )  2-^-  c2—  Rî         .„,  jr^H-  v2-i-  c2_  RO 
B     ■■ =- 1-  i  B.,  : 7T =  o. 


On  voit  que  les  lignes  de  première  courbure  sont  dans  les  plans 
tangents  d'un  cône  et  que  les  lignes  de  seconde  courbure  sont  sur 
les  sphères  avant  pour  centre  le  sommet  de  ce  cône.  On  reconnaît 
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la  surface  de  Monge,  dont  toutes  les  normales  sont  tangentes 
à  un  cône. 

En  résumé,  on  peut  énoncer  le  ihéorème  suivant  : 

Les  surfaces  dont  toutes  les  lignes  de  courbure  sont  planes  ou 
sphérlques  se  déduisent^  par  des  inversions  et  des  dilatations^ 
soit  d^un  cône,  soit  de  la  surface  dont  toutes  les  normales  sont" 
tangentes  à  un  cône,  ou  bien  elles  dérivent  par  dégénérescence 
des  surfaces  ainsi  obtenues. 


CHAPITRE  XU. 

GÉKÉRALISATIOîlS    DIVERSES. 


Systèmes  d'équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  à  n  va- 
riables indépendantes  dans  lesquels  chaque  équation  ne  contient  qu'une  dérivée 
seconde  prise  par  rapport  à  deux  variables  différentes.  —  Forme  type  de  ces 
systèmes,  condition  pour  qu'ils  admettent  ft-i-i  intégrales  linéairement  indé- 
pendantes. —  Extension  à  ces  systèmes  de  la  méthode  de  Laplace.  —  Comment 
on  les  intègre  lorsque  la  suite  de  Laplace  se  termine  dans  un  sens.  —  Indica- 
tion de  certains  systèmes  généraux  dont  l'intégrale  peut  être  obtenue.  —  Cas 
particuliers.  —  Applications  géométriques.  —  Systèmes  de  coordonnées  curvi- 
lignes à  lignes  conjuguées.  —  Ces  systèmes  sont  les  seuls  qui  puissent  corres- 
pondre à  d'autres  systèmes,  les  plans  tangents  aux  surfaces  coordonnées  étant 
parallèles  pour  les  points  correspondants.  —  Interprétation  géométrique  des 
substitutions  de  Laplace  généralisées.  —  Cas  particulier  des  systèmes  triples 
orthogonaux.  —  Théorème  de  M.  Combescure.  —  Démonstration  directe  de  ce 
théorème.  —  Application.  —  Détermination  d'une  classe  de  systèmes  triples  pour 
lesquels  toutes  les  lignes  de  courbure  sont  planes.  —  En  combinant  l'inversion 
avec  le  théorème  de  ^L  Combescure,  on  peut  faire  dériver  d'un  système  triple 
orthogonal  une  suite  illimitée  de  systèmes  analogues.  —  Détermination  des 
systèmes  orthogonaux  à  lignes  de  courbure  planes  dans  un  seul  système.  — 
Détermination  des  systèmes  orthogonaux  à  lignes  de  courbure  sphériques  dans 
un  seul  système. 


1039.  Bien  qu'il  a' entre  pas  dans  notre  plan  de  faire  une  étude 
détaillée  et  complète  des  systèmes  orthogonaux,  nous  croyons 
cependant  qu'il  sera  utile,  pour  bien  saisir  les  méthodes  précé- 
dentes, de  montrer  comment  elles  peuvent  être  généralisées  et 
étendues.  Nous  trouverons  ainsi  l'occasion  de  revenir  sur  les  pro- 
positions analytiques  établies  au  Livre  IV  et  de  montrer  qu'elles 
peuvent  être  beaucoup  développées;  que  les  démonstrations  sub- 
sistent, presque  sans  modification,  lorsqu'on  substitue  à  une 
équation  linéaire  du  second  ordre  certains  systèmes  du  même 
ordre  auxquels  doit  satisfaire  une  fonction  inconnue  de  plusieurs 
variables. 

Désignons  par  p,  p,,  p-j.   ...,  p,i_,    un  système  de  n  variables 
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indépendantes  et  envisageons  le  système  des  équations 

,  ,  à-  Il  i)u  du 

OÙ  i  et  /.  peuvent  prendre  deux  valeurs  diU'ércntes  quelconques 
dans  la  suite  o,  1,  2,   .  .  .,  n       i  ;  de  sorte  que  le  système  coni- 

prend équations  simultanées.  iNous  cherclierous  en  pre- 
mier lieu  les  conditions  qui  sont  nécessaires  pour  qu'il  admette, 
en  dehors  de  la  solution  évidente  w  =  i,  n  solutions  distinctes, 
linéairement  indépendantes. 

Pour    obtenir    ces    conditions,    nous    allons    former    de    trois 
manières  différentes  les  valeurs  des  dérivées  troisièmes  telles  que 

- — -. — ;—  et  nous  (écrirons  que  ces  valeurs  sont  égales.  On  trouve, 

ffO  1(101;  ()0l  T  ^  ' 

par  exemple,  en  prenant  la  dérivée  de  l'équation  (i)  par  rapport 
à  D/,  /  étant  différent  de  i  et  de  /.•,  et  en  substituant  les  \aleurs  des 
dérivées  secondes  qu'introduit  celle  opération, 

<)'■'■  U  /  àuki  \  '^i' 


l  ôau;  \  <)u 


Ottik  \  <)u  au 


Permutons  dans  les  deux  membres  les  indices  /.  et  /,  par  exemple; 
le  premier  membre  ne  changera  pas.  Comme,  par  hypothèse,  le 
système  doit  admettre  n  solutions  linéairement  indépendantes  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  une  solution  dont  les  dérivées  premières 
peuvent  être  choisies  arbitrairement  pour  un  système  quelconque 
de  valeurs  des  variables  indépendantes,  les  coefficienls  des  mêmes 
dérivées  du  premier  ordre  devront  être  égaux  dans  les  deux  expres- 
sions ainsi  obtenues  de  la  dérivée  troisième.  Cela  nous  conduit  à 
des  relations  du  type  suivant 

(2)  -r^  =  fii/ni/,-h  anau,-— (liian-         (i-^k-^l). 

Echangeons  dans  cette  relation  les  indices  /cl  /  :  le  second 
membre  ne  change  pas.  On  doit  donc  avoir 

àilll;  <)((/h 
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el,  par  conséquent,  a,*,  aïk  sont  les  dérivées,  par  rapport  à  p,  et 
à  p/,  d'une  même  fonction  que  nous  désignerons  par  logH/t;  de 
sorte  que  l'on  pourra  poser 

(i)  Uik=  Tj r—  {l  ^  A). 

L'équation  de  condition  (2)  deviendra 

et  le  système  (i  1  prendra  la  forme  suivante 

Les  relations  i4),  auxquelles  doivent  satisfaire  les  fonctions  H,, 

sont  au  nombre  de ixous  indiquerons  plus  loin  de 

nombreux  exemples  dans  lesquels  ces  relations  en  si  grand  nombre 
sont  toutes  vérifiées.  Dans  ce  cas  le  sjstème  [b)  admettra  d'ailleurs, 
non  seulement  n  solutions  particulières  linéairement  indépen- 
dantes, mais  aussi  une  solution  générale  contenant  n  fonctions 
arbitraires  d'une  seule  variable  indépendante:  c'est-à-dire  que.  si 
l'on  calcule  de  proche  en  proche  les  dérivées  des  différents  ordres 
de  u  pour  un  système  quelconque  de  valeurs  de  o,  p^,  ....  pn_4, 

les  dérivées  de  chaque  ordre  relatives  à  une  seule  variable  — —  > 

*  tjz'" 

-r-Tj  ...  demeureront  toujours  arbitraires. 

I/o"  '' 

Pour  ne  pas  compliquer  la  théorie,  nous  avons  laissé  de  côté  les 
systèmes  de  la  forme 

fPn                'hi             ou 
(6)  -7 ;—    —  «/Jt  "i—  =  (iki  -. bik  u  =  o, 

qui   contiennent   la   fonction   inconnue;    mais,   dès    que   l'on   en 

connaîtra    une   solution   particulière   u\  il   suffira    d'effectuer   la 

substitution 

u  =  u'  V, 

pour  être  ramené  à  un  svsléme  en  i-  qui  devra  admettre  la  solu- 
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tioii  «^  =  1  et,  par  suite,  sera  de  la  forme  (i).  On  peut  donc  dire 
que,  dès  qu'un  système  de  la  forme  précédente  admet  Ji  +  i  solu- 
tions linéairement  indépendantes,  il  est  réductible  à  la  forme  (5) 
et  admet  une  solution  contenant  n  fonctions  arbitraires  d'une 
variable. 

1040.  Si  l'on  désigne,  conformément  à  une  notation  déjà 
employée  au  Livre  IV,  par /a (m)  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (5),  c'est-à-dire  si  l'on  pose 

,    ,  /•    /     N  à-u  i     ()\\k    au  I     àWi  du 

on  reconnaîtra  aisément  que  les  relations  auxquelles  doivent  satis- 
faire les  Hj  s'expriment  par  la  formule  simple 

(H)  fii,{\\i)^o         iijLk^l). 

D'après  la  manière  même  dont  on  les  a  obtenues,  on  voit  qu'il 
y  a,  entre  les  symboles  y,Vf,  les  relations  identiques 

,    s  (^fik{u)  I     àWk  ,.    ,    .  I     àlli   .    .     ^ 

(9)  ,  ^  71-  -r-yxK«»+  rr  T— /'H«) 

(loi  \\k    <)^^i  -^  H,   àok^ 

() fkiiu)         I     ÔWi  ...         I    OWk  ^    ,    , 


<)  fil  (  u  ) 


les  indices  i,  k,  l  étant  toujours  supposés  différents.  Ces  identités 
montrent  déjà  que  les  relations  auxquelles  doivent  satisfaire  les 
fonctions  H  ne  sont  pas  essentiellement  distinctes. 

Elles  permettent  encore  de  donner  une  forme  plus  précise  à  un 
énoncé  précédent  et  de  démontrer  que,  sous  les  conditions  habi- 
tuelles de  continuité  pour  les  coefficients,  le  système  des  équations 
aux  dérivées  partielles  simultanées  (5)  admet  une  solution  u 
satisfaisant  aux  conditions  initiales  suivantes. 

Soient  p**,  p",  .  .  . ,  p)|_j  un  système  de  valeurs  des  variables  indé- 
pendantes. Choisissons  n  fonctions  /(p),  f\  (pi  )?  •  •  •  ■>  /"-i  (P"-i  )' 
assujetties  à  l'unique  condition  de  se  réduire  à  une  même  con- 
stante quand  on  remplace  dans  chacune  d'elles  la  variable  p^  par 
sa  valeur  initiale  p".  Il  existera  une  solution  du  système  (5),  et 
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une  seule,  se  réduisant  k  fi[Oi)  lors  que  toutes  les  variables  pt 
autres  que  p,-  se  réduiront  à  leurs  valeurs  initiales  o,'. 

Celle  proposition  est  une  simple  conséquence  de  celle  que  nous 
avons  établie  au  Livre  IV,  Chapitre  I\  .  relativement  à  une  seule 
équation.  Pour  plus  de  netteté,  bomons-nous  au  cas  de  trois 
variables  indépendantes  p,  pi.  p^.  La  solution  cherchée  u  doit  se 

réduire 

à    /(?)  pourfi^.'î;  ?t=?%, 

à/i<;?i)  pour    ==^0"',  rî=?*> 

à/i(s.)  pour    c  =  .-•'.  r;^?i- 

Elle  sera  donc  pleinement  déterminée,  pour  pi:=pj,  par  la 
condition  de  satisfaire  à  l'équation 

/oiiU)  =  o. 

et  de  se  réduire  à  /{o)  ou  à  /^{pi)  suivant  que  pa  ou  o  prennent 
les  valeurs  pî  ou  p".  Soit  u'  la  fonction,  ainsi  obtenue,  de  p  et 
de  p2. 

Pour  le  même  motif,  la  fonction  u  sera  déterminée, />OMr  p  =  p*», 
par  la  condition  de  satisfaire  à  l'équation 

.et  de  se  réduire  à/«(p«)  ou  à/a(pî)  suivant  que  p,  ou  pi  prennent 
les  valeurs  initiales  p*  ou  p*.  Soit  ?/'  la  fonction  ainsi  obtenue 
de  pj  et  de  pa. 

Cela  posé,  en  vertu  même  de  la  proposition  que  nous  venons 
d'invoquer,  la  fonction  cherchée  u  sera  complètement  déterminée 
par  la  condition  de  satisfaire  à  l'équation 

(a)  /oi(«)  =  Oï 

pour  toutes  les  valeurs  de  p,  p^,  p^,  de  se  réduire  à  u',  pour 
Of  =  &',  et  à  u'  pour  p  =  p*.  H  ne  reste  plus  qu'à  démontrer  que 
la  fonction  ainsi  obtenue  satisfait,  pour  tontes  les  valeurs  des 
variables  indépendantes,  aux  deux  autres  équations 

/os(«)  =  o,       /ij(a)  =  o, 

qui  composent,  dans  ce  cas,  le  svstème  (5). 

Si  l'on  tient  compte  de  l'équation  (a),  les  identités  (9)  nous 
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donnent  ici  les  relations 

qui  ont  lieu  pour  toutes  les  valeurs  des  variables  indépendantes. 
Ces  relations  peuvent  être  envisagées  comme  des  équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  auxquelles  doivent  satisfaire 
les  deux  fonctions  inconnues  fooiu),  /]n{u).  En  éliminanl,  par 
exemple,  f^„(u),  on  sera  conduit  à  une  équation  de  la  forme 

<)o  ()o  1  â^  api  ^    -  ^ 

Recherchons  les  conditions  initiales  auxquelles  doit  satisfaire 
f\->{u).  On  a  d'abord,  u  se  réduisant  alors  à  a", 

/\-i( u)  =^  o         pour  p  =  p". 

D'autre  part,  si  Ton  fait,  dans  les  identités  (6),  p,  =  p, ,  comme 
on  a  alors yoo(w)  =  o,  il  vient 

et.  de  là,  on  déduit 

fii{u )  =  H l 'J; ( p.i )  pour  p  1  =  p 'i* . 

Mais  comme  f^^^iu)  est  nul  par  hypothèse  pour  p  ==:  p",  quelles 
que  soient  les  autres  variables,  il  faudra  que  l'on  ait 

H,(;'i)(p2)  =  o         ])our  p  =  po, 

et,  par  conséquent,  H,   n'étant  pas  nul  en  vertu  des  conditions 

de  continuité, 

i(p,)  =  o. 

On  voit  que  la  fonction  f\-xiu)  devra  êlre  nulle  soit  pour 
p  =  p",  soit  pour  o.\=L^\  et,  comme  elle  doit  en  outre  vérifier 
l'équation  (c),  elle  sera  nécessairement  nulle  pour  toutes  les 
valeurs  de  p,  pi,  p;,. 
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Le  raisonnement  fait  iponr  fi^( u)  se  répète  évidemment  pour 
fui{u)  et  l'on  voit  que  la  fonction  u  satisfait  aussi  à  l'équation 

ce  qui  achève  la  démonstration. 

1041.  Nous  ajouterons  la  remarque  suivante  relative  aux 
relations  entre  les  H,.  Introduisons  les  quantités  j5,^  définies  par 
la  formule 

Les  relations  (4)  ou  (8)  s'exprimeront  uniquement  au  moyen 
des  5,M-  et  prendront  la  forme  simple 

(11)  -^  =  3/73/-t  (i  9^  k  ^  /); 

de  sorte  que,  si  l'on  pose 
il  viendra 


,         =  .^Ui^ap/i-^  p/ti'pili^lt, 


et  l'on  aura,  par  suite, 


âçi  dçi  àç-jc 


Ces  relations  permettent  d'introduire  une  fonction  V  telle  que 
l'on  ait 

On  peut  exprimer  tous  les  2>n  en  fonction  de  V,  former  des 
équations  aux  dérivées  partielles  auxquelles  \  devra  satisfaire: 
mais  nous  laisserons  de  côté  tout  ce  qui  concerne  cette  fonction. 

1042.  Supposons  que  l'on  ait  obtenu  d'une  manière  quelconque 
un  système  de  la  forme  (5),  pour  lequel  toutes  les  conditions 
d'intégrabilité  soient  vérifiées,  et  proposons-nous  de  rechercher 
comment  on  peut  l'intégrer. 
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Nous    allons    montrer    qu'ici   encore   on   peut   employer   avec 
succès  la  substitution  de  Laplace  (n"  330). 
Considérons,  en  eiTet,  l'équation  particulière 

(12)  f^k{u)=-o. 

Si  elle  était  seule  et  si  l'on  A^oulait  lui  appliquer  la  substitution 
de  Laplace,  il  faudrait,  par  exemple,  substituer  à  a  la  fonction  ç^ 
définie  par  l'équation  ' 

(i3)  au  1     àlîk. 

Si  l'on  pose  alors 

()pi  ()qi 

on  aura 

et  V  satisfera  à  l'équation 

.    „.  à'^\  I     ()hk    <)v  I    ()hi  ()v 

OÙ  l'on  a  posé 

(.7)  i.,=  i^. 


On    verra    de    même    que   si   l'on   introduit   les    quantités    L^. 
définies  par  les  relations 

H/,  — j 11/,' -j — 

(18)  U'=  ^!îi—-—!!îL        (/.v.VA-), 

la  fonction  v  satisfera,  pour  toutes  les  valeurs  distinctes  de  i'  et 
de  k' ,  au  système 

,  ()-v_]     f)Li'   ()v  I     i)L/,'    ()v 

tout  semblable  au  proposé. 
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Comme  on  a  —^ équations,  comme  chacune  fournit  deux 

substitutions,  on  voit  que  chaque  système  de  la  forme  (5)  admettra, 
en  général,  n(n  —  i)  systèmes  dérivés,  /t(/i  —  i)  systèmes  con- 
tinus. De  ceux-ci,  on  pourra  en  déduire  d'autres  et  continuer,  soit 
indéfiniment,  soit  au  moins  jusqu'à  ce  que  l'une  des  équations 
qui  composent  le  svstème  ait  un  de  ses  deux  invariants  égal  à 
zéro. 

Il  y  a  de  nombreuses  relations  entre  toutes  les  substitutions 
ainsi  obtenues  :  nous  nous  contenterons  de  signaler  la  propriété 
suivante  : 

Si  l'on  désigne  par  S,*  la  substitution  définie  parla  formule  (i  3), 
l'effet  de  deux  substitutions  S,>,  S,'jt/  appliquées  successivement  ne 
change  pas  lorsqu'on  échange,  soit  les  deux  premiers,  soit  les 
deux  seconds  indices. 

104-3.  Examinons  ce  qui  arrive  lorsqu'une  des  substitutions  S,> 
devient  impossible,  c'est-à-dire  lorsque  l'équation  d'indices  /' et  A" 
du  système  (5)  a  l'un  de  ses  invariants  nuls.  Pour  [)lus  de  simpli- 
cité, nous  nous  bornerons  au  cas  de  trois  variables  p,  pi.  pj,  qui 
se  présentera  seul  dans  les  applications. 

Considérons  l'équation 

,     ,     .  (Pu  I     r>Hi    Ou  I     ()U^    r)u 

et  supposons  que  son  invariant 

soit  nul.  Cela  se  traduira  par  la  relation 
(21)  /,,(H0=o. 

On  a  déjà 

/o-2(HO=o. 

Si  donc  nous  substituons  H,  à  la  place  de  u  dans  les  iden- 
tités (9)  où  l'on  remplacera  par  0,1.2  les  indices  différents  /,  A",  /, 
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il  viendra 

On  déduit  donc  de  là,  soit 

(22)  /,,(H,)=o, 

soit 

Envisageons  d'abord  la  première  hypothèse  :  H,  est  alors  une 

solution  des    trois   équations  qui  composent  le  système;   si  l'on 

elïectue  la  substitution 

Il  =  H,r. 

on  aura  un  système  lôut  semblable  au  pi'oposé,  mais  dans  lequel, 
H.2  et  II;{  étant  remplaces  par  de  nouvelles  fonctions,  Hi  serait 
fait  égal  à  l'unité.  Inlroduisons  donc,  pour  ne  pas  changer  de 
notations,  celte  hypothèse  directement  dans  le  système  propcjsé. 
La  première  et  la  troisième  équation  s'intégreront  à  vue  et  nous 
donneront 

'^  =  H.S„  ^  =  HT,. 

Si  et  T,  étant  des  fonctions  qui  ne  dépendent  pas  de  pi.  Portant 

,  1  1       <)u        ()ll      ,  ,  1        •  • 

siiccessiveuient  u\s  valeurs  de  -r-j  ,  dans  la  seconde  équation, 
nous  trouverons 

o|S,  _    I    rm  'ill  -  1  ^  s 

,)'.    ~  IL  ()-..,     ''  <)o.,~\\    â-.    "'■ 

II  est  clair  que  ces  équations  ne  peuvent  fournir  des  valeurs 
de  S|  et  de  T<  indépendantes  de  pi  que  si  l'on  a 

-r-     =    IL  Al,  ——    =    llBj. 

A,  et  B,  ne  dépendant  nullement  de  p,.  iilors  S,  et  T4  se  détermi- 
neront par  le  système 

.AS,  _   .    .p  '>T,  _ 

— —-  —  .\  1  1 1 .  — —  —  i>  1  '~  I  • 

cVi  (lz,-< 


GÉNÉRALISATIONS   DIVERSES.  l'-] 

qui  ne  conlient  que  deux  variables  indépendantes.  Puis  on  aura 
(24)  it  =  Aht,  dz.  -+-  HiS,  dç..^-i-fiz.i\ 

lOii.  Examinons  maintenant  la  seconde  hvpolhèse,   celle  où 

l'on  a 

I    ^yH,        1   ,)\\ 
] 
ce  qui  donne 


H,   /Vpi        H  «/pi' 


"'  -R 

Rj  ne  dépendant  pas  de  p-j.  Si  nous  faisons  la  substitution 

u  =  H,  1 , 
nos  trois  équations  deviendront 

A.ii  H,r  1=  H,  - — ; (-  H, —  i/;,i  U,^=  o. 

Mais  les  identités  (ç)»  nous  donnent  ici  la  relation,  déjà  écrite 
plus  haut, 

d'où  l'on  déduit,  en  intégrant, 

/o,(H,.=  H,Si. 

Sa  étant  de  même  définition  que  Ro,  c'est-à-dire  ne  contenant 
pas  p-,.  Les  deux  premières  équations  en  r  admettent  l'intégrale 
générale 

lh~  =aJU. 

OÙ  a-2  dépend  exclusivement  de  û2-  En  intégrant,  on  déduit  de  là 
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U2  étant  indépendant  de  p^  comme  S-.,  et  T;..,  et  a  désignant  une 
constante  quelconque.  Comme  on  a 

/„i(H,)=o, 
l'équation 

/oi(Hi(^)=o 

admet  la  solution  définie  par  la  formule 

et  comme,  après  la  division  par  H|,  ses  coefficients  sont  ramenés 
à  ne  plus  contenir  p^,  elle  admet  aussi  l'intégrale 


1    -HT  ""'■'- 


Donc  la  solution  générale  du  système  proposé  sera  définie  par 
la  formule 

P^rt-,  H., 


do-^  -+-  U«.. 


U^  étant  déterminée  par  la  condition  de  vérifier  l'équation 
OÙ  R)  et  So  sont  deux  fonctions  connues  de  p  et  de  P\. 


lOio.  La  théorie  couiplète  des  systèmes  d'équations  aux 
dérivées  partielles  précédents  nous  entraînerait  trop  loin.  Nous 
nous  contenterons  de  signaler  rapidement  le  cas  où  la  solution 
générale  se  présente  sous  la  forme  la  plus  simple  et  la  plus  utile 
pour  les  applications. 

Pour  plus  de  netteté,  et  comme  la  méthode  est  la  même  dans 
tous  les  cas,  nous  supposerons  le  nombre  des  variables  égal  à  3. 

Supposons  qu'on  ait  obtenu  par  un  moyen  quelconque  un 
système  d'équations  aux  dérivées  partielles 

()'U  Ou  du        ,  (i  -A  k), 

àpiàzk  à?i  <J?k  (?,  A  =  o,  1,2), 

pour  lequel  les  conditions  d'intégrabilité  soient  satisfaites  et  dont 
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on  ait  déterminé  l'inlégrale  générale  u.  Considérons  une  expres- 
sion de  la  forme  suivante 


(28)      Z  =  Ah^-A, 


au 


-I-  B,  -— 


A,„ 


i)u 


■)n  II 


:*---^c„^ 


dont  nous  déterminerons  les  coefficients  par  la  condition  que  Z 

s'annule   quand    on   v   remplace   l'intégrale   générale    u   par   des 

intégrales  particulières,  linéairement  indépendantes,  du  svsténie 

proposé,  en  nombre  égal  à 

m  -\-  n  -+■  p. 

-Nous  aurons  l'équivalent  des  expressions  (m,  //  )  considérées 
au  Chapitre  VIII  du  Livre  IV.  La  démonstration  donnée  au 
n"  399  montrera  ici  que  Z  est  l'intégrale  d'un  système  tout  pareil 
au  proposé  (271. 

Il  V  a  là,  on  le  voit,  un  moyen  très  général  de  faire  dériver  de 
tout  système  que  l'on  sait  intégrer  une  suite  illimitée  d'autres 
systèmes  dont  l'intégration  se  rattache  à  celle  du  premier. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  système  proposé  soit  constitué 

par  les  trois  équations 

d'-  Il 


à'.iàH 


En  choisissant  l'unité  parmi  les  solutions  particulières  qui 
doivent  annuler  Z,  on  sera  conduit  à  introduire  le  déterminant 
suivant  : 


(29)    A 


R 

R'     . 

. .     R  '" 

Ri 

Ri      . 

. .     R,"; 

R.,     . 

..     K.p 

r 

r' 

. .      r'«' 

Tl 

'•I      • 

..      rr 

r-2 

. .      r/ 

s 

s' 

Si 

•  •      • 

s> 

Wi        tPi 


■//>) 


où  ;•,••  •$(,  •  .  •  5  iVi  sont  des  fonctions  données  de  la  variable  pi 
tandis  que  Ton  désigne  par  R.  R|,  Ro  des  fonctions  arbitraires 
de  la  variable  de  même  indice.  Ce  déterminant  A  sera  l'intégrale 
générale  d'un  système  analogue  au  système  (27).  On  peut  d'ailleurs 
le  démontrer  directement  en  répétant  le  raisonnement  du  n°  340. 
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Les    équations    aux   dérivées    partielles    auxquelles    satisfait   A 
admettent  les  solutions  particulières 


àl        f)\        <)\ 


obtenues  en  donnant  à  l'une  des  fonctions  arbitraires  R,  R,.  R^, 
la  valeur  i ,  et  aux  deux  autres  la  valeur  zéro.  On  pourra  donc,  par 
exemple,  par  la  substitution 

(3„)  ^^■^v, 

obtenir  pour  U  un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  ne 
contenant  plus  la  fonction  U. 

1046.   Parmi  les  cas  particuliers  les  plus  intéressants,  on  peut 
signaler  les  suivants. 
L'expression 

Il  R,  \\i 


(h)     u  = 


{?-90(?--?^)         {?<-   ?)(?:-p.J         ^?^-?){?^-?0' 


OÙ  R,:  dépend  do  la  seule  variable  p,,  est  l'intégrale  générale  ilu 
système 

fP  a  au         Ou 

Si  l'on  dilFérentie  ces  équations  m  —  i  fois  par  rapport  à  p, 
/;/)  —  I  fois  par  rapport  à  pi,  m-, — ^i  fois  par  rapport  à  pj,  on  verra 
que 


r>s"'-'(^0',"i--'(/o'.;'î-l 


est  l'intégrale  générale  du  système 

(3J)  (p/—  p^)-5 — -  =  wj, nii  -— ■  (i-,  k  =:(),  I.  2). 

dont  nous  allons  dire  quelques  mots,  en  attribuant  maintenant  des 
valeurs  quelconques  aux  coefficients  m-,. 

D'abord  le  système  admet,  pour  toutes  les  valeurs  de  //,  la  solu- 
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tion  particulière 

(34  )  »•  ='?-+-  /*  i-"'i  si-i-  /0~'"H.-i-»-  ^)~"'s 

el,  sous  ce  point  de  vue,  il  se  rattache  au  suivant 

„    ,  ')-  u  Ou         ilu  .    , 

(3d;  ,,-,— /7  )__—=.  — — -  ,/.A=o.  1,2), 

OÙ  r,  dépend  de  la  seule  variable  p,,  et  auquel  se  ramènent  tous 
ceux  pour  lesquels  il  existe  une  infinité  de  solutions  particu- 
lières, formées  du  produit  de  trois  fonctions  qui  dépendent, 
chacune,  d'une  seule  des  variables  p,  &,,  o-i.  Ces  solutions 
particulières  ont  d'ailleurs  pour  expression  générale 

(36)  //  =  e-'  '—''   J  '•    ''   •'  '«-''. 

la  constante  h  pouvant  recevoir  des  valeurs  quelconques. 

En  second  lieu,  les  substitutions  définies  plus  haut  (n"  1042) 
transforment  le  système  (33)  en  un  système  analogue,  où  l'un  des 
coefficients  est  augmenté  et  un  autre  diminué  dune  unité.  Cette 
rouiarque  facilite  beaucoup  l'intégration. 

Enfin  ici  encore  on  peut  démontrer,  en  généralisant  la  remarque 
de  M.  Appel  (  n"  349),  que  si 

Il  =  /■(  p.  Ç.,.  Ç-î  1 

est  une  solution  quelconque  du  système,  on  pourra  en  déduire  la 
solution  plus  générale 

,  ,  ,  ./rtc-i-6rti|-)-6«s*-!-6\ 

(  co  -H  <-/)-"'(  es, -H  f/ )-■"•(  e'.-.-t-  d)-"'-f{  — ,1  — ,,  —^ ,  )  , 

■'  '    \cz, -i- ft     cz.i-i- a     coi-i-aj 

a.  6,  c,  //désignant  des  constantes  quelconques. 

10i7.  Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  la  théorie  anah- 
tique;  les  applications  géométriques  que  nous  allons  étudier  nous 
fourniront  d'ailleurs  les  moyens  d'obtenir  un  grand  nombre  de 
systèmes  intégrables  de  la  forme  que  nous  éludions  ici. 

D'après  le  théorème  de  Dupin,  qui  constitue  certainement  la 
propriété    géométrique   la    plus  importante  des  systèmes  triples 
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orthogonaux,  deux  sui^faces  quelconques  appartenant  à  deux 
familles  difJ'éreutes  d'un  système  orthogonal  se  coupent  suivant 
une  ligne  de  courbure  commune;  de  sorte  que  les  courbes  suivant 
lesquelles  chaque  surface  est  coupée  par  celles  qui  appartiennent 
à  d'autres  familles  j  forment  un  réseau  conjugué.  Proposons-nous, 
d'une  manière  générale,  de  trouver  tous  les  systèmes  de  coor- 
données curvilignes  pour  lesquels  les  lignes  d'intersection  des 
surfaces  appartenant  à  des  familles  différentes  tracent  sur  chaque 
surface  un  réseau  conjugué.  Si  nous  désignons  encore  par  p,  p,,  p^ 
les  paramètres  des  trois  familles  de  surfaces  qui  composent  le 
système  cherché,  les  coordonnées  cartésiennes  x^  j',  z  d'un 
point  de  l'espace,  considérées  comme  fonctions  de  p,  pi,  p,, 
devront  être  des  solutions  particulières  d'un  système  de  la  forme 
suivante 

et  cette  condition,  qui  est  nécessaire,  sera  d'ailleurs  suffisante. 

Or,  pour  qu'un  système  de  la  forme  précédente  puisse  admettre 
trois  solutions  x,  y,  z  linéairement  indépendantes,  il  faut  néces- 
sairement qu'il  soit  réductible  à  la  forme  déjà  indiquée 

,„„,  à-u  I     àlii  <)u  I     ()\\i;    ()ii 

où  les  fonctions  H,  H,,  IIo  vérifieront  les  conditions  d'intégrabililé 
(4)ou(8). 

Ces  systèmes  particuliers,  formés  de  surfaces  se  coupant 
suivant  des  lignes  conjuguées,  ont  des  propriétés  géométriques 
qui  les  distinguent  de  tous  les  autres  systèmes  de  coordonnées 
curvilignes  et  dont  nous  allons  dire  quelques  mots. 

Etant  donné  un  système  de  coordonnées  curvilignes,  défini  par 
trois  familles  de  surfaces,  cherchons  s'il  en  existe  un  autre,  tel  que 
les  surfaces  coordonnées  se  correspondent  mutuellement  dans 
les  deux  systèmes  et  qu'elles  aient,  de  plus,  leurs  plans  tangents 
parallèles  aux  points  correspondants.  En  d'autres  termes,  x.,  y^  z 
étant  les  fonctions  de  p,  pi,  oo  qui  définissent  le  premier  système 
de   coordonnées   curvilignes,   cherchons  si  l'on  peut  déterminer 
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trois  fonctions  À.  >.|,  >..  telles  que  les  expressions 

.  ')jc    ,         .      Ox     ,  ,      dx     , 

A  -—  rfs  -H  Al  :j—  rf^  I  -4-  /-î    j-    rt?î, 
V?  </Sl  «O; 

A  -f-  <T?S  -H  A,  -^   <S,  -H  A.  -^  rfSi, 

A  -—  '/s    -^    A  ,   — —  </,C  I  —    Ai  -—-  (tZi 

soient  des  différentielles  exactes  dxf^  dy,.  dz,.  S'il  en  est  ainsi, 
Xi,yi,  Zi.  considérées  comme  fonctions  de  o,  o,,  p.,,  définiront 
bien  un  svstème  de  coordonnées  curvilignes  jouissant  de  la  pro- 
priété indiquée.  Or  les  conditions  d'intégrabilitc  des  équations 
précédentes  montrent  immédiatement  que  x,  y,  z  doivent  être 
des  solutions  particulières  d'un  système  d'équations  aux  dérivées 
partielles  de  la  forme  (3-),  ce  qui  permet  d'énoncer  la  propo- 
sition suivante  : 

Pour  que  deux  systèmes  de  coordonnées  curvilignes  puissent 
se  correspondre  de  telle  manière  que  chaque  surface  du  pre- 
mier système  corresponde  à  une  surface  du  second  et  qu'aux 
points  correspondants  les  plans  tangents  aux  trois  surfaces 
homologues  aient  la  même  direction  dans  les  deux  systèmes,  il 
est  nécessaire  que  les  surfaces  de  chaque  système  se  coupent 
mutuellement  suivant  des  familles  de  lignes  formant  sur 
chacune  d'elles  un  réseau  coniugué  (  '  ). 

1018.  Du  reste  celte  condition,  qui  est  nécessaire,  e^i  auwf'^o/"- 
fisante.  On  le  reconnaît  aisément  en  effectuant  la  transformation 
suivante.  Etant  donnée  une  solution  quelconque  u  du  système  (38), 
introduisons  les  trois  quantités  U,  définies  par  la  formule 

(39,  ^  =  H,L,. 


<  '■  )  Cette  proposition  résulte  aussi  des  oonsidératiuns  géométriques  très  simples. 
Soient,  en  effet,  31,  M'  les  points  correspondants  dans  les  deux  systèmes.  Si  l'on 
attribue  à  o  une  valeur  déterminée,  ces  points  décrivent  deux  surfaces  dont  les 
plans  tangents  sont  parallèles.  Sur  ces  surfaces,  les  courbes  de  paramètres  o,  et 
p,  ont  leui-s  tangente»  parallèles;  donc  elles  forment  un  système  conjugué. 
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le  syslèmo  (38)  pourra  être  remplacé  [)ar  les  six  t'-quations 
suivantes 

(4o)  '  '^^=y,u,        ç^i^i,)^ 

les  (3//,  étant  les  quantités  déjà  introduites  et  définies  par  la 
formule 

On  a  vu  qu'elles  satisfont  aux  équations  comprises  dans  la 
formule  unique  (ii),  que  l'on  retrouverait  ici  en  écrivant  les 
conditions  d'intégrabibité  du  système  (4o)- 

D'après  cela,  aux  coordonnées  x,  )•,  5,  solutions  particulières 
du  système  (38).  correspondent,  parles  formules  (39),  des  quantités 
X,,  \,,  Z,  telles  que  l'on  ait 

i  dx  =  ri\ <h  +  Hi Xi^/p, -+- iLXorfp,, 

(42  )  j  dy  =  HV  d'.  -f-  Ui  V,  <o,  +  ILY..  f/p2, 

(  dz  =  HZ  <o  +  IIi  Zi  ^/pi  +  HoZo  do.. 

Or,  si  l'on  peut,  en  changeant  les  valeurs  dos  fonctions  H,  II,,  PL, 
conserver  les  mêmes  valeurs  aux  fonctions  (3//,,  qui  figurent  seules 
dans  le  système  {f\o').  il  est  clair  que,  dans  les  formules  précé- 
dentes, on  pourra  conserver  les  neuf  quantités  X,-,  \,,  Z,-  avec 
d'autres  expressions  de  H.  H,,  IL,  ce  qui  donnera  de  nouvelles 
fonctions  x' ,  r',  v',  définies  par  des  formules  telles  que  les  suivantes 

r  dv'  =\\'\  (h  +  If,  \ ,  d-. ,  -t-  ir,  x. r/p,, 

(43)  f//  =  II'  V  r/p  ^  H',  Yi  <si  +  H'o  Y,  rfp,, 

f  r/s'  =  H'Z  r/p  -+-  H',  Zi  4,  +  H',  Z,  f/po, 

et  qui  détermineront  évidemment  un  nouveau  système  de  coor- 
données curvilignes  satisfaisant  à  la  condition  demandée. 

Tout  se  réduit  donc  à  faire  voir  f{u'il  y  a  une  infinité  de  systèmes 
de  valeurs  des  H,-  satisfaisant  aux  équations  (4  0,  où  l'on  consi- 
dérera les  j3,7,  comme  des  fonctions  données  et  connues.  Or  on 
reconnaît  très  aisément  que  ce  système  admet  des  intégrales 
contenant  trois  fonctions  arbitraires  d'une  variable.  Au  reste,  on 
peut  établir  ce  résultat  en  le  ramenant,  d'une  infinité  de  manières. 
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à  la  forme  étudiée  dans  ce  Chapitre.  Car  si  Ion  désigne  par  L  ,  Ui, 
Lj  un  système  quelconque  de  solutions  des  équations  (  4»)»  on 
reconnaîtra  aisément  que  l'on  a  le  droit,  en  introduisant  une 
fonction  auxiliaire  0.  de  poser 

'',-'1 

et  alors  la  fonction  0  à  laquelle  se  trouve  ainsi  ramenée  la  déter- 
mination des  H,  devra  satisfaire  aux  trois  équations 

pour  lesquelles  les  conditions  d'intégrabililé  seront  vérifiées. 
En  résumé,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Toutes  les  fois  que  Von  aura  des  fonctions  |3,7,  satisfaisant 
au.v  équations  (i  i),  l'intégration  des  systèmes  (4o)  <?'  (I')?  ^i 
elle  est  possible,  donnera,  avec  douze  fonctions  arbitraires 
d'une  variable,  des  systèmes  de  coordonnées  curKilignes  à 
lignes  conjuguées. 

Si  trois  familles  de  surfaces  se  coupent  suiiant  des  lignes 
conjuguées,  il  existe  d^autres  systèmes  de  coordonnées  curvi- 
lignes, dépendant  de  trois  fonctions  arbitraires  d'une  seule 
variable,  correspondant  point  par  point,  surface  par  surface, 
au  système  proposé  et  tels  qu^aux  points  correspondants  les 
plans  tangents  aux  surfaces  correspondantes  soient  parallèles. 

1019.  On  peut  signaler  encore  d'autres  propriétés  géomé- 
triques se  rapportant  aux  systèmes  à  lignes  conjuguées.  Associons 
au  système  proposé  celui  qui  est  défini  par  les  fonctions  ar,,  j,.  -i 
satisfaisant  aux  trois  équations 


(4(i,l 


où  0  est  une  solution  quelconque  des  équations  (38).  Si  l'on  tient 
compte  de  ces  équations,  on  verra  aisément  que  l'on  peut  déduire. 
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par  la  différentiation  des  formules  prf^cédenles,  toutes  les  relations 
comprises  dans  la  formule  suivante 

,  ,    .                   'Ar,    ()x         Wn    ()y         >)z^    àz  /  •    ,  ,  N 

(47)  -jr -) ^1 f ^T~T-^'*  (.iT^J-)- 

Ces  relations  expriment  évidemment  qu'aux  points  correspondants 
des  deux  systèmes  les  plans  tangents  aux  surfaces  coordonnées 
forment  deux  trièdres  supplémentaires.  Comme,  en  faisant  varier 
la  fonction  0,  on  obtient  une  iniînité  de  systèmes  (^X\ ^y^^z^ ,)  pour 
lesquels  les  plans  tangents  sont  toujours  parallèles  en  vertu  même 
de  la  propriété  précédente,  on  voit  que,  dans  chacun  de  ces 
nouveaux  systèmes  (a^i,  >'<,  z^)^  les  surfaces  coordonnées  se 
coupent  aussi  suivant  des  lignes  conjuguées. 

Cliacune  des  équations  (46)  représente  le  plan  tangent  à  l'une 
des  trois  surfaces  coordonnées,  comme  on  s'en  assure  aisément  en 
cherchant  l'enveloppe  de  ce  plan. 

lOoO.  On  peut  démontrer  que  les  systèmes  définis  par  les 
équations  (4^)  sont  les  plus  généraux  parmi  ceux  qui  corres- 
pondent au  système  proposé  de  la  manière  indiquée;  c'est-à-dire 
de  telle  manière  que  toutes  les  équations  (47)  soient  vérifiées. 
En  effet,  s'il  en  est  ainsi,  les  plans  tangents  aux  surfaces  qui 
composent  le  système  clierché  seront  évidemment  définis  par  trois 
équations  telles  que  les  suivantes 

/        ()x  ày  dz 

\-;7-i->    -j-  -\-  l  -^  =  A, 

(AS) 


dp 

âp 

>)o 

"5 

\ 

,)x 

-h 
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■^w, 
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^1 
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Si  l'on  dilférentie  la  première  équation  par  rapport  à  pi,  on  sera 
conduit,  en  tenant  compte  des  équations  (38)  et  (4^),  à  l'identité 

dl   _  J_'^.         I   dU  , 
d^,  ~  W,  ~df'^^^  H  df/^' 

qui,  jointe  aux  identités  analogues,  nous  donne 


/)}.           d'/.  1 
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Oa  peut  donc  prendre  pour  /,  À,,  ).>  les  dérivées  d'une  même 
fonction  6;  et  cette  fonction  devra  satisfaire  aux  équations  (38). 
On  retrouve  donc  bien  les  formules  (46). 

1051.  Ces  nouveaux  systèmes  donnent  naissance  à  une  équa- 
tion identique  de  la  forme  suivante  : 

(49)  dxi  ox  -f-  dvi  oy  ■+-  dzi  oz  —  A  ch  oz  -f-  B  c?ii  opi  h-  C  ch^oz.,. 

Le  plan  défini  par  l'équation 

(50)  Xx-H  Yr-i- Zr  =  e, 

où  X,  l ,  Z  désignent  des  coordonnées  courantes,  donne  lieu  aux 
propriétés  suivantes. 

Suivant  qu'on  y  fait  arriver  Oi  et  pa,  ou  0  et  0.,,  ou  encore  p  etp,, 
il  enveloppe  trois  surfaces  différentes  et  a,  par  suite,  trois  points 
de  contact  distincts.  Pour  chacun  de  ces  points  de  contact,  on 
connaît  deux  tangentes  conjuguées  de  la  surface  correspondante  : 
ce  sont  les  droites  qui  les  joignent  aux  trois  surfaces  coordonnées  du 
système  (a:,,  r,,  :?,).  Si,  donc,  on  prend  le  pôle  du  plan  précédent 
relativement  à  une  quadrique  quelconque,  on  obtient  un  nouveau 
système  de  coordonnées  curvilignes  à  lignes  conjuguées. 

1052.  Ajoutons  que  les  systèmes  à  lignes  conjuguées  permettent 
d'interpréter  très  simplement  les  six  substitutions  définies  au 
n°  1042.  Si  l'on  considère  au  point  M(x,  )',  z)  la  tangente  à  la 
courbe  d'intersection  de  deux  surfaces  coordonnées,  par  exemple 
de  celles  de  paramètres  pi  et  p-.,  cette  droite  engendre  trois  con- 
gruences  différentes  suivant  que  l'on  fait  varier  p,  et  p^,  ou  0  et  p^, 
ou  p,  et  p. 

Ces  trois  congruences  ne  donnent  sur  la  droite  que  trois  points 
focaux.  Par  exemple,  si  Ion  fait  varier  p  et  po,  c'est-à-dire  si  la 
droite  se  déplace  en  restant  tangente  à  la  surface  (pi\  les  points 
focaux  sont  le  point  M  et  un  autre  point  Mo.  Si  la  droite  demeure 
langente  à  la  surface  (p>),  les  points  focaux  sont  M  et  un  autre 
point  M,  ;  mais  alors,  si  le  point  de  contact  de  la  droite  décrit  la 
surface  (p),  les  points  focaux  sont  M,   et  Mo.  Les   formules  par 
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lesquelles  on  passe  de  M.  aux  poinls  M|,  Mo  correspondent  préci- 
séinenl  à  deux  des  subslilulions  du  n"  1042.  D'ailleurs,  la  relation 
établie  ainsi  entre  M  et  M|,  ou  entre  M  et  Mo,  fait  dériver  du 
système  proposé  un  autre  système  à  lignes  conjuguées  correspon- 
dant, point  par  point,  surface  par  surface,  au  système  donné. 

1053.  On  pourrait  ici  étudier,  en  suivant  les  méthodes  analy- 
tiques du  Livre  IV,  et  plus  particulièrement  du  Chapitre  VIII, 
les  relations  que  présentent  tous  les  systèmes  d'équations  aux 
dérivées  partielles  analogues  au  système  (5)  et  relatifs  aux  différents 
systèmes  de  coordonnées  curvilignes  qui  sont  rattachés  les  uns 
aux  autres  par  les  propositions  géométriques  précédentes. 

Nous  réserverons  cette  discussion  pour  le  cas,  plus  important 
et  plus  simple,  où  les  systèmes  deviennent  orthogonaux. 

Ici  les  deux  séries  de  systèmes  dérivés  considérées  aux  n"'  1047, 
1049  se  ramènent  à  une  seule  et  l'on  peut  évidemment  énoncer  la 
proposition  suivante  : 

Etant  donné  un  système  triple  orthogonal^  pour  obtenir  tout 
autre  système  triple  admettant  la  même  représentation  sphé- 
rique^  c  est-à-dire  tel  que  les  surfaces  coordonnées  se  corres- 
pondent une  à  une  dans  les  deux  systèmes  et  qu'aux  points 
correspondants  les  plans  tangents  aux  surfaces  homologues 
soient  parallèles,  il  faudra  former  le  système  des  trois  équa- 
tions linéaires  de  la  forme  (38)  auxquelles  satisfont  les  coor- 
données X,  j',  z  considérées  comme  fonctions  p,  p,,  po.  Si  12 
désigne  la  solution  la  plus  générale  de  ce  système,  les  équa- 
tions 

I         à.r  <)y  àz         >hl 

,)z        <)9. 

i^^)  ^.  ■'■'  —  +''■' .t-  +  -' ;;j^  =  , 777' 

définiront  le  système  cherché. 

Le  systèuie  primitif  correspond  au  cas  où  l'on  prend  pour  12  la 
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solution 


qui,  nous  l'avons  vu  (n"^  1^7,  li8  i,  vérifie,  dans  ce  cas  et  dans 
ce  cas  seulement,  les  trois  équations  (38). 

lOoi.  On  peut  encore  établir  comme  il  suit  la  proposition 
précédente. 

Reprenons  les  quantités  déjà  introduites 

/-  X  .,        \    au 

où  u  désigne,  conformément  à  la  notation  de  Lamé,  une  quel- 
conque des  coordonnées  x,  y,  z.  Les  neuf  quantités  ainsi  définies 
sont  évidemment  les  cosinus  directeurs  des  normales  aux  surfaces 
qui  composent  le  système  orthogonal;  par  exemple,  X,,  Y»,  Z,- 
définissent  la  direction  de  la  normale  à  la  surface  de  paramétre  Oj. 
Par  suite,  dans  le  cas  spécial  que  nous  envisageons,  il  faut  intro- 
duire la  relation  nouvelle 

(53)  U^-f- Uî^  U]=  I, 

entre  les  trois  cosinus,  ce  qui  va  nous  conduire  à  de  nouvelles 
relations  différentielles,  venant  s'ajouter  aux  suivantes 

(54)  S^^'''^^''       ^'^^■>' 

déjà  établies  plus  haut  (  n"  1048).  Si  l'on  différentit\  en  effet,  la 
relation  (53)  en  tenant  compte  de  celles  que  nous  venons  de 
rappeler,  on  sera  conduit  à  une  relation  du  type  suivant 

(55)  ^'  =_  UxPx-,-  U/p/,-        (t  j^k^  l). 

Ces  nouvelles  relations  donnent  naissance  elles-mêmes  à  de 
nouvelles  conditions  d'intégrabilité;  et,  en  égalant  les  deux  valeurs 
de  -; — r^  que  l'on  peut  déduire  des  formules  (54)  et  (55),  on  est 
conduit  à  trois  relations  différentielles 

(56)  ^■  +  ^:|ii^o^,.;î,,  =  o       {i^k^l), 
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qui  viennent  s'ajouter  aux  suivantes 

(57)  '^=hi'^a        (i^k^l), 

Op  l 

déjà  démontrées  plus  haut. 

Cela  posé,  on  peut  reprendre  la  démonstration  du  n"  1048.  Si, 
conservant  tous  les  Uj,  on  calcule  de  nouvelles  quantités  Hj  satis- 
faisant aux  équations 

(58)  ^^-^H.p.,        {i-^k\ 

on  obtiendra    de  nouveaux   systèmes    triples   orthogonaux   ayant 
même  représentation  sphérique  que  le  système  proposé  ('  ). 


lOoo.  Revenons  à  notre  première  démonstration.  On  peut  en 
déduire  très  simplement  les  formules  propres  à  définir  le  nouveau 
système  orthogonal.  SI  l'on  introduit,  en  effet,  les  notations  de 
Lamé  déjà  employées  (n"  G72)  pour  des  invariants  analogues  et  si 
l'on  pose 


(.'59) 


^^=  (h^p)'-^(h.  i;)'-^(îiTjp;)"' 


les  relations  entre  les  neuf  cosinus  X/,  Yj,  Zj  nous  permettent  de 
résoudre  très  simplement  les  équations  (5i)  et  nous  donnent 

(60)  :r,  =  A(a:,  O),         jK,  =  AO',  O),  z,=  ^{z,  Q), 

( 61)  x\  -I-  y\  -^  z'\  =  AQ. 


(')  C'est  M.  E.  Combescure  qui,  dans  un  Mémoii'C  Sur  les  déterminants 
fonctionnels  et  les  coordonnées  curvilignes,  présenté  en  1864  à  l'Académie  des 
Sciences  et  inséré  en  1867  au  tome  IV  (i'°  série)  des  Annales  de  VEcole 
Normale  supérieure,  a  fait  le  premier  la  remarque  que  l'on  peut  toujours 
associer  à  un  système  triple  orthogonal  d'autres  sj'^stèmes  ayant,  aux  points 
correspondants,  leurs  plans  tangents  parallèles.  On  pourra  consulter  le  para- 
graphe VIII  de  ce  Mémoire  et  aussi  une  Note  de  l'auteur,  insérée  en  1868  au 
tome  LXVII,  p.  iioi,  des  Comptes  rendus. 
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D'autre  part,  les  relations  évidentes 

UTi        d^i        ITi 

àçi  àc,i  àpi 

nous  conduisent  à  la  suivante 

r}Xi         ri       »)jri         I     /7AQ 

«/x        ri       <yx       ri      àx 

En  tenant  compte  de  l'une  des  équations  (5i),  on  obtient  la 
formule 

.,,.  (ixi         I  tJx      àpi 

Si  donc  on  pose 
(64)  dx\  ■+-  dy\  ■+■  dz\  =  H  ^  dc.^-  -f-  H',-  dz\  ^  H',^  dz\, 

on  aura 


(65)  h;=h,    '^'' 


•>  — 

de  sorte  que  le  second  système  sera  aussi  complètement  counu 
que  le  premier. 

IO06.   Pour  indiquer  au  moins  une  application,  supposons  le 
système  primitif  déterminé  par  les  formules 

■r  _   y r^  _  I 


qui  définissent  une  inversion.  Les  trois  familles  de  surfaces  coor- 
données sont  formées  de  sphères  qui  passent  par  l'origine  et  sont 
tangentes  à  lun  des  plans  coordonnés. 
Le  système  (38)  prend  ici  la  forme 

M<;p--f-  CJ  H-  Sj)  =  O  il^k). 


à?i  àpk 
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Son   intégrale   générale  est   évidente;  elle  est  déterminée  par 
l'équation 

m(p'--i-  p7  -h  pi)  —  K  -4-  H]  -+-  R-2, 

où  R/  dépend  do  la  seule   variable  pj.  Les  formules  (60)   nous 
donnent  alors 

/  R  — pR'H-Ri- piR'i  +  Ro— PoR; 

Xi  —  ■?.  p  i 5 :: — — -  -+■  R  , 


p2-h   p-f  -+-    pi 

R  —  pR'H-  Ri— PiR'i  -t-  Ri 

-Pi  Ri 

p2  -1-  pj  -H  pi 

R  — p  R'+Ri— piR', -+-R., 

—  Pi  R'i 

(66)  l   yy=i^,- '    '    ■      y \     ^' L^ll^  +  R',, 

p    -t-  PT  -t-  pî 

R  — p  R'+Ri— piR', -+-R.— p,R'.>       ,,, 

Zy  =   2  Pi  ■ ; ^- -, : — -+-  R'., . 

p2-^piH-p5 

On  aura  de  même 

,.  .  ,j,       R_p]r-+-R,-p,R', -f-Ro-p,R;        , 

(67)  H/  =  :>. : 3 V- — ^  R'- 

P-+  PT+  pi 

Les  surfaces  coordonnées  du  nouveau  système  ont  toutes  leurs 
lignes  de  courbure  planes.  Elles  appartiennent  à  la  classe  définie 
par  les  équations  (12)  du  n"  104. 

1057.  Revenons  au  cas  général.  Nous  avons  déjà  remarqué  que 
les  équations  (38),  auxquelles  doit  satisfaire  la  fonction  £2.  doivent 
admettre  la  solution  particulière  x- -^  y- -\- z"^ .  D'après  cela,  il 
suffit  de  répéter  le  raisonnement  fait  au  n"  140  pour  reconnaître 
que,  si  l'on  effectue  la  substitution 

Q   ^  0,(a?2  +  j2+  s2)^ 

les  trois  nouvelles  équations  en  lij  seront  celles  auxquelles  satis- 
feront les  coordonnées  x' ^  y' ,  z'  relatives  au  système  orthogonal 
qui  se  déduit  du  premier  par  une  inversion  dont  le  pôle  est 
l'origine  des  coordonnées.  En  rapprochant  ce  résultat  de  tout  ce 
qui  précède,  on  peut  conclure  la  proposition  suivante  : 

Lorsqu'on  sait  déterminer  tous  les  systèmes  triples  admet- 
tant la  même  représentation  sphérique  qu'un  système  ortho- 
gonal donné,  on  sait  résoudre  le  même  problème  pour  tous 
les  systèmes  orthogonaux  qui  en  dérivent  par  inversion;  et 
cela  sans  aucune  intégration. 
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Plus  exactement,  à  chaque  solution  du  premier  problème 
correspond  une  solution  du  second  et  vice  versa. 

Ce  résultat,  qui  peut  être  considéré  comme  la  généralisation  des 
propositions  que  nous  avons  données  dans  les  Chapitres  précé- 
dents, relativement  à  la  représentation  sphérique  des  surfaces. 
va  nous  permettre  d'étendre  beaucoup  les  applications  de  la 
méthode. 

Considérons,  en  ellet,  un  svstéine  orthogonal  (S),  défini  par  les 
fonctions  x.  y.  z.  et  supposons  qu'on  sache  intégrer  les  équa- 
tions (38)  relatives  à  ce  système.  Si  12,  désigne  une  solution  quel- 
conque de  ce  système,  les  formules 

(68)  N-^' "^  =  wT"  (i  =  o.i.>) 

définiront  des  fonctions  x^,  r,,  Zt  qui  feront  connaître  un  nou- 
veau système  orthogonal  (S|)  dérivé  du  premier.  Or,  il  est  évident 
géométriquement  que  les  systèmes  orthogonaux  ayant  même 
représentation  sphérique  que  (S,)  ont  aussi  même  représentation 
sphérique  que  (S).  Donc,  on  saura  résoudre  les  équations  (38) 
relatives  au  système  (S,),  comme  on  sait  les  résoudre  pour  le 
svstème  (^S  i.  C'est  d'ailleurs  ce  que  confirme  la  remarque  analy- 
tique suivante. 

D'après  les  formules  (6o)  et  (63^  on  a.  par  exemple, 


2  dXi  =  ^ ;^^  dZj 


'J^Q, 

t^  Ox 

'>?/ 

<>Q, 

i 

'f?i 

et  les  formules  anologues  pour  i',  et  pour  Zi.  Or  x,  y,  z  sont  des 
solutions  particulières  du  système  (38)  relatif  à  (S):  ctx,,  y,.  r< 
sont  des  solutions  du  système  analogue  relatif  à  (^S,  ).  On  est  donc 
conduit  à  conclure  que  si  Î2  est  une  solution  quelconque  des  équa- 
tions relatives  au  système  (S),  il  existera  une  fonction  îi'  définie 
par  la  formule 
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et,  de  plus,  cette  fonction  il'  sera  la  solution  la  plus  générale  du 
système  (38)  relatif  à  (Si).  Aucun  calcul  n'est  nécessaire  pour 
vérifier  cette  conclusion.  Il  suffit,  en  effet,  de  remarquer  que  les 
conditions  d'intégrabilité  de  il',  les  équations  du  second  ordre 
auxquelles  elle  doit  satisfaire,  étant  vérifiées  quand  on  remplace  il 
par  X,  y  ou  z,  doivent  l'être  identiquement,  sous  la  seule  réserve 
que  il  satisfasse  aux  mêmes  équations  (38)  que  ces  solutions 
particulières  x,  y,  z. 

Ces  points  étant  admis,  on  reconnaît  immédialemenl  la  possi- 
bilité, dès  qu'on  sait  intégn^r  le  système  (38)  relatif  à  un  système 
orthogonal  (S),  d^obtenir  une  suite  illimitée  de  systètnes  triples 
orthogonaux  contenant  un  nombre  de  plus  en  plus  grand  de 
fonctions  arbitraires.  Il  suffira  de  passer  de  (S)  à  un  système  (S)) 
admettant  la  même  représentation  sphérique,  puis  de  prendre 
l'inverse  (S',)  de  (Si)  et  de  recommencer  sur  (S'j)  les  mêmes 
opérations  que  sur  (S).  Ces  opérations  introduiront  seulement  des 
quadratures  analogues  à  celle  qui  est  définie  par  la  formule  (69), 
quadratures  qui  s'effectuent  d'ailleurs  complètement  quand  le 
système  initial  est  complètement  intégrable. 

1058.  Pour  compléter  et  faciliter  les  applications  de  la 
méthode,  nous  indiquerons  comment  on  passe  d'un  système 
orthogonal  (S)  à  un  système  inverse  (S')  par  rapport  à  l'origine 
des  coordonnées. 

Soit,  pour  abréger, 

(70)  rs  —  *•--+- ,r--t-  Z-. 

Si  i2  est  une  solution  du  système  (38)  relatif  à  (S),  ^  sera  la 

solution  correspondante  du  même  système  relatif  à  (S').  D'autre 
part,  si  l'on  désigne  par  A'  le  A  relatif  à  (S')  on  a,  comme  on  sait, 
en  prenant  le  module  de  l'inversion  égal  à  l'unité, 

A'(0)  =  C72A(6). 

Donc  les  formules  qui  définissent  les  fonctions  a?',,  j',,  z\  rela- 
tives'au  système  (S'j)  dérivé  de  (S')  par  l'emploi  de  la  solution  i2, 
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formules  qui  se  déduisent  des  équations  (60),  seront 


(7.)  •'v,  =  ,=A(ff) 


\ 


(=:-"(;•;) 


En  appliquant  les  règles  données  au  n"  679  relativement  au 
symbole  opératoire  A  et  tenant  compte  des  formules  données  plus 
haut,  on  trouvera 

',  =  Xi—  — -(!>  —  .rj-,—  ri  1—  :zi), 

(72)  <  y,  =  1,—  ^(û  —  j-j-i—.r»,— ;::,), 
-.\  =  ;,  -H  ^  (û  —  XX, —  r>  1 —  --1), 

x,.^,,  Zf  étant  les  coordonnées  définies  par  les  formules  (60)  et 
relatives  au  svstéme  (S,)  dérivé  de  (S)  par  l'emploi  de  la  solu- 
tion £2. 

1039.  Supposons,  par  exemple,  que  le  système  (S)  soit  celu,* 
qui  correspond  aux  coordonnées  polaires  ayant  pour  origine  le 
point  \^h.  A',  /)  et  qui  est  défini  par  les  formule^ 

■    X  =  h  -i-  ç  sin  S|  cos  p». 

(73)  '   V  =  A'  -+-  ?  sin  Si  sin  Pi, 

(   JZ  =  /^ocosp,. 

Les  équations  en  x,  y,  z  admettront  la  solution  générale 

(74)  o  =  R -^  Ris -i- RîS  sinp,, 

où  R,  dépend  de  la  seule  variable  p,;  et  les  formules  (60),  (7a) 
feront  alors  connaître,  avec  les  trois  fonctions  arbitraires  R,  Ri ,  R2, 
un  système  orthogonal  admettant  même  représentation  sphérique 
que  le  svslème  inverse  de  (S),  c'est-à-dire  composé  de  trois 
familles  de  surfaces  à  lignes  de  courbure -.planes  dans  les  deux 
systèmes.  Elles  appartiennent  cette  fois^à  la  classe  de  celles  qu* 
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soQt  les  plus  générales  et  qui  ont  été  déterminées  par  les  équa- 
tions (i  i)  du  n"  KM. 

On  pourra  poursuivre  l'application  de  la  méthode  et  introduire 
autant  de  fonctions  arbitraires  qu'on  le  voudra,  sans  aucun  signe 
d'intégration. 

1060.  Pou^^"  obtenir  des  applications  très  générales,  nous  choi- 
sirons la  série  admettant  comme  système  initial  (S)  celui  qui  a 
été  déjà  déterminé  plus  haut  (n"  971)  et  pour  lequel  les  lignes 
d'intersection  des  surfaces  de  paramètres  p  et  p,,  par  exemple, 
sont  des  courbes  planes  (K).  On  peut  d'ailleurs  le  retrouver, 
comme  nous  l'avons  indiqué  (note  du  n"  972),  par  la  méthode 
suivante  : 

Si  nous  construisons  les  cercles  osculateurs  (C)  aux  ditférentes 
lignes  (R),  au  point  où  elles  sont  coupées  par  une  surface  déter- 
minée de  paramètre  p2,  tous  les  cercles  (C)  forment  un  système 
cyclique,  d'après  la  proposition  de  Ribaucour  (n°  972).  Nous  avons 
donc  deux  systèmes  orthogonaux  :  (S)  et  le  système  cyclique. 
Faisons  correspondre  à  chaque  courbe  (K)  le  cercle  (G)  de  son 
plan;  il  est  clair  que  les  surfaces  de  paramètres  p  et  pi  se  corres- 
pondront dans  les  deux  systèmes.  Mais  si,  de  plus,  on  associe  à 
chaque  point  M  de  (K)  le  point  Mi  de  (C)  où  la  tangente  est 
parallèle  à  celle  de  (K),  les  surfaces  de  paramètres  0  et  pi  se 
correspondront  par  plans  tangents  parallèles  dans  les  deux 
systèmes  orthogonaux;  et,  comme  ce  sont  leurs  lignes  de  courbure 
qui  forment  le  système  conjugué  commun,  on  voit  que  les  surfaces 
de  paramètre  p2  se  correspondront  aussi  dans  les  deux  systèmes 
orthogonaux  :  par  suite,  ces  deux  systèmes  auront  la  même 
représentation  sphérique  dans  le  sens  précis  défini  plus  haut.  On 
obtiendra  donc  les  systèmes  (S)  en  cherchant  tous  ceux  qui 
admettent  même  représentation  sphérique  que  le  système 
cyclique  le  plus  général. 

Or  nous  avons  donné  au  Livre  IV,  Chapitre  XV.  toutes  les  for- 
mules nécessaires,  relatives  au  système  cyclique  (Co)  formé  de 
cercles  normaux  à  une  surface  quelconque  (A).  Conservons  toutes 
les  notations  adoptées  :  :r,  y,  z  désignant  les  coordonnées  d'un 
point  de  la  surface  (A)  (n"  481);  c,  c',  c"  les  cosinus  directeurs  de 
la  normale  à  la  surface  en  ce  point;   X,  Y,  Z  les  coordonnées  du 
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point  du  cercle  (Ci  dans  le  svsténie  cyclique;  À  et  fi.  deux  fonc- 
tions de  s  et  p,  vérifiant  le  svsténie  ^^54)  [II,  p.  389],  on  aura, 
d'après  les  équations  (66)  [II,  p.  342], 


•-^'   ^ 


l    m    ,  -    '^0      I  'J\  I    fJH    I  .     r^s,     I 


de  sorte  que,  pour  former  les  équations  aux  dérivées  partielles  de 
la  forme  (38)  dont  X.  \ ,  Z  sont  des  solutions  particulières,  il 
suffira  d'employer  ces  deux  formules  et  d'en  éliminer  x  et  c,  en 
tenant  compte  uniquement  de  ce  fait  que  x  et  c  sont  des  solutions 
particulières  du  système  (54)  [II,  p.  SSg],  solutions  qui  ne 
dépendent  pas  de  Oo-  On  déduit  de  là  qu'il  est  inutile  de  former  ces 
équations  aux  dérivées  partielles  el  que  Ton  aura  immédiatement 
leur  intégrale  générale  en  cherchant  la  fonction  il  qui  satisfait 
aux  deux  équations  du  premier  ordre 


où  Ào,  /Xu  sont  les  fonctions  les  plus  générales  de  p  et  de  p,  satis- 
faisant aux  équations  (54):  <I"^  nous  reproduisons  ici, 


'//■O 

-h:^' 

'Jo 

'/Z 

-—  ^K,-^  =0. 
''?  1  'f?  1 


Par  exemple,  en  adoptant  les  solutions  suivantes 


/-Il  =  /-o  ^  '■ »  [J-,,  =  ;JL'y  ^  eu-  —  '■  \  -^  c' z-. 


on  trouverait  que  l'on  peut  prendre  pour  12  la  valeur 


Nous  ferons  usage  de  cette  remarque. 

L'intégration  des  deux  équations  simultanées  {r6)se  fait  à  vue; 
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elle  nous  donne 


A-^o  \ 


Après  quelques  transformations  simples  et  en  tenant  compte  de 
la  formule  (65)  [II,  p.  342],  on  peut  écrire 

en  posant,  pour  abréger, 

r 

rr  l     /  f)'X\-  I     /    àf. 

(79)  2K  =  [J.2  + 


Les  formules  qui  déterminent  alors  le  système  cherché  sont  les 
suivantes 


(80) 


S.,(x- 

àc  \ 
à\^     ] 

—    /MI-+-    À 

à]X(^ 
à,    , 
à'J- 

\ 

à?  / 

àp 

/ 

f)c  \ 

• 

6>[X0 

S-Jx- 

-..+  xf^  Uq. 

—  À(l  -t-  À 

àpi 

\ 

à?^J 

r>p, 

s-  (-- 

x+       ""'''      \    -0 

—  Ào-I-  À 

!^o-+-/'(p2) 

I-l  -^  P2  / 

IX  -4-  p2 

Ce  système  (S,),  défini  par  les  fonctions  x^,  r^,  z^^  est  le  plus 
général  de  ceux  qui  correspondent  par  plans  tangents  parallèles 
au  système  cyclique  donné  (Cq).  Mais,  si  l'on  veut  se  borner  à 
obtenir  le  système  le  plus  général  à  lignes  de  courbure  planes 
dans  un  système,  il  résulte  du  raisonnement  qui  a  été  notre  point 
de  départ  qu'au  lieu  de  garder  le  système  (Si),  on  peut  se  con- 
tenter de  déterminer  le  système  particulier  (Sq)  pour  lequel  les 
lignes  de  courbure  planes  (K)  sont  dans  les  plans  des  cercles  (C) 
correspondants. 

Or  on  obtient  ici  le  plan  de  chaque  ligne  (K)  en  retranchant 
membre  à  membre  les  deux  premières  équations  (80);  car  cette 
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opération  élimine  &2-  On  trouve  ainsi  l'équation 


àc 

.)c   \ 

')-Xo 

'^JAo 

7h 

ÔT.    \ 

>h 

'^Pl 

àx 

--^) 

f)u 

<yu  ' 

àl 

-^tJ 

f)0 

<>?. 

■^*  l    àx  à'x     I  àrx  ffu 


et  il  n'y  a  plus  qu'à  exprimer  que  cette  équation  définit  le  plaa 
du  cercle  (G),  c'est-à-dire  qu'elle  est  vérifiée  quand  on  y  rem- 
place j?i,  j'i,  2,  par  JT,  V.  z.  On  trouve  ainsi  la  condition 

à'JL    à  .  .  <)-x    à  .  , 

qui  nous  donnerait,  d'une  manière  générale, 

a,,  =  c  ./•  -+-  c'  y  -i-  c'  z  -+-  C  a  -h  Ci . 

C  et  C(  désignant  deux  constantes  quelconques.  En  se  repor- 
tant, par  exemple,  à  l'expression  de  ^  qui  précède  la  formule  (78), 
on  reconnaîtra  qu'on  peut  réduire  ces  constantes  à  zéro  sans 
diminuer  la  généralité,  et  prendre  simplement 

.'•--i-  y--r-  z- 
(  81  >  -J.,,  =  ;j.„  =  c.r  -^  f  y  -r-  c  z.  /,„  =  /. n  ^  ' • 


Dans  ce  cas,  l'intégrale  qui  figure  dans  l'expression  de  i2  dispa- 
raît et  l'on  peut  prendre 

1  s  >  .      tio  = 1-  e/o(  a-,  ) 

=  HM?i  1  —  A  -4-  :-i:^o  n-  -m ?.  -k  /.„ -h  ^  --  - — 1 j—  7^—  • 

Les  formules  (80)  nous  donnent  donc,  pour  le  svstéme  (S,),  les 
équations  suivantes  : 


^.  .ro-  ^  1/    X  -  .r  +      -A-^    1  =  0[/o.  p.)  -  >.], 
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OÙ  tout  est  connu  et  où  l'on  a  remplacé,  pour  plus  de  netteté  dans 
la  suite  du  raisonnement,  a;, ,  j^, ,  Zi  par  x^,  j>  ^î  ^o- 

On  aurait  pu  aussi  garder  les  formules  générales  (80)  :  en  sup- 
posant que  la  surface  (A)  se  réduise  à  une  sphère. 

1061.  Si  l'on  veut  appliquer  la  méthode  de  récurrence  indiquée 
plus  haut  au  système  (So)  que  nous  venons  de  déterminer,  il 
faudra  prendre  d'abord  l'inverse  de  ce  système,  ce  qui  donnera 
un  système  (S^)  pour  lequel  les  lignes  d'intersection  des  surfaces 
de  paramètres  p,  o^  seront  sphériques;  mais  les  sphères  contenant 
ces  lignes  passeront  par  un  point  fixe.  On  déterminera  ensuite 
tous  les  systèmes  ayant  même  représentation  sphérique  que  (S'o). 
Nous  allons  établir  d'abord  que,  parmi  ces  nouveaux  systèmes,  se 
trouvent  tous  ceux  pour  lesquels  les  surfaces  appartenant  à  deux 
familles  déterminées  se  coupent  suivant  des  courbes  sphériques. 
En  d'autres  termes,  sur  les  trois  familles  de  courbes  d'intersec- 
tion du  système  orthogonal,  une  seule  sera  assujettie  à  être  sphé- 
rique. 

Pour  établir  ce  résultat,  nous  remarquerons  qu'on  exprime  la 
propriété  cherchée  en  écrivant  que  les  coordonnées  .r,  y,  z  du 
système  orthogonal  vérifient  une  équation  de  la  forme  suivante  : 

(84)  J^(  ./•  -  a)2=  (.r  -  ccy-^ir  -  [i)-^+  (s  -  T)^=  '•^ 

OÙ  a,  (3,  Y,  r  sont  des  fonctions  des  seules  variables  p,  p^.  Pour 
abréger,  nous  écrirons  aussi,  sans  les  déduire  de  la  précédente, 
les  équations 

(85)  J^  g(.r-a)X,  =  «,    . 

§(./•- «)X   -r, 

OÙ  u  et  ('  sont  encore  des  fonctions  de  p  et  de  pi  assujetties  à 
vérifier  la  relation 

(86)  u--\-  V-  -+-  r-  ; 

la  première  est  évidente,  les  deux  autres  expriment  que  les  sur- 


(88) 


au                         àv 

=  Ul, 

(h 

'h 

^Cv, 
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faces  de  paramètres  o,  et  o  coupent  la  sphère  contenant  la  ligne 

de  courbure  commune  sous  des  anejles  dont  les  cosinus  -  et  -  ne 

"-  r         r 

dépendent  pas  de  pj, 

DifTérentions  la  seconde  formule  (85)  par  rapport  à  p.  On 
trouve,  en  tenant  compte  des  formules  (54),  la  relation 

S      0%      r-  au 

à  laquelle  on  peut  joindre  la  suivante 

S^.  âx        ,  dv 

X  -j H  .ioi  «  =  -p- 1 

obtenue  en  échangeant  les  indices  o  et  i .  Si  l'on  pose 

(87) 

[  ^f?i  àpi  dpt 

ces  deux  relations  deviendront 

(89)  SaX,  =  .3,„-.„         Sa,X  =  .5,„-. 

En  difierentiant  les  deux  membres  par  rapport  à  po  et  rempla- 
çant toujours  les  dérivées  de  X,  X,  par  leurs  valeurs,  on  en 
déduit  les  deux  suivantes 

(90)  s-^^'=--    S^'"'='^=- 

Continuons  encore  et  différenlions  la  première  de  ces  relations 
par  rapport  à  p^.  Il  viendra 

S^  ^^"^•''-' S -'^^' =*'*-• '^"^ 

ou,  en  remplaçant  v  AX|  par  la  valeur  (89), 
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Si  les  coefficients  de  Xa,  Y2,  Z^  n'étaient  pas  égaux  dans  les 
deux  membres,  l'équation  précédente  exprimerait  que,  pour 
chaque  ligne  de  courbure  sphérique,  la  tangente  est  parallèle  à 
un  plan  déterminé;  c'est-à-dire  que  cette  ligne  se  réduit  à  un 
cercle.  C'est  une  hypothèse  que  nous  pouvons  écarter,  et  il  est, 
par  suite,  permis  d'écrire  les  trois  relations 

OOj  f/Çi  (Jp^ 

auxquelles  on  devra  joindre  les  suivantes 

(92)  -—^eA,  ==B,  ^,C, 

00  (Jp  dp 

que  l'on  en  déduit  en  permutant  p  et  pi . 

Pour  obtenir  toutes  les  relations  qui  nous  seront  nécessaires, 
nous  n'avons  plus  qu'à  ajouter  les  deux  équations  (89),  après  avoir 
différentié  la  première  par  rapport  à  p,  et  la  seconde  par  rapport 
à  p,  ce  qui,  en  tenant  compte  de  la  formule  (56)  et  des  relations 
(91),  (92),  nous  donnera 


Tp 

-1- 

àp, 

ou 

encore 

(9'i 

) 

\,  X., 


Saxs.,x^S-'S'^'^-S«'S 


AA,+  HB,+  (:C,=  '|'-^^. 


106î2.  Toutes  les  relations  (89)  à  (93)  auxquelles  nous  avons 
été  conduits  se  rapportent  à  la  représenlion  sphérique  des 
systèmes  orthogonaux  cherchés.  En  les  combinant  et  les  difï'éren- 
tiant,  on  en  déduirait  d'autres  ;  on  pourrait  même  supposer  qu'elles 
conduisent  à  de  nouvelles  relations  entre  les  A  et  les  s.  Leur 
intégration  est  loin  de  paraître  facile;  mais  il  est  inutile  de 
l'entreprendre.  Il  nous  suffit  de  savoir  qu'il  existe  des  systèmes 
orthogonaux  à  lignes  de  courbure  sphériques  dans  un  système,  et 
que  nous  avons  entièrement  éliminé  des  relations  finales  les  fonc- 
tions a,  (3,  Y,  M,  r;  de  sorte  que,  lorsqu'on  aura  un  système,  de 
valeurs  pour  les  huit  fonctions  de  pet  de  pi,  A,  Ai,  ...,  £,  £4,  toutes 
les  fonctions  a,  (3,  y,  w  et  f  qui  satisferont  aux  équations  (87),  (88) 
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conviendront  à  des  systèmes  orthogonaux  admettant  une  famille 
de  lignes  de  courbure  sphériques.  Comme  les  conditions  d'inté- 
grabilité  sont  remplies  pour  les  équations  (88)  en  vertu  des 
relations  (87)  etigiV  on  voit  que  les  fonctions  u  et  c  se  déter- 
mineront par  l'intégration  des  deux  équations  (8-);  puis  les 
coordonnées  a,  (3,  y  du  centre  de  la  sphère  contenant  la  ligne  de 
courbure  sphérique  seront  données  par  les  quadratures  suivantes 

l  3t  =  /  -Kv  dz  -^  Xiu  d^\, 

(94)  I  2,=  f^vdo  +  ^,udo„ 

I  7  =  /  C  p  rfp  -I-  Cl  a  </p  I . 
Ainsi  : 

Toutes  les  fois  qu'il  existe  un  système  orthogonal  à  lignes 
de  courbure  sphériques  dans  un  système,  il  y  a  une  infinité  de 
systèmes  analogues  dépendant  de  deux  fonctions  arbitraires 
d'une  x^ariable  et  admettant  la  même  représentation  sphé- 
rique que  le  système  proposé. 

1063.  Nous  allons  compléter  cette  proposition  en  montrant  que, 
parmi  ces  systèmes  associés  au  premier,  il  en  existe  pour  lesquels 
les  sphères  qui  contiennent  les  lignes  de  courbure  passent  par  un 
point  fixe  et  qui,  par  suite,  peuvent  être  considérés  comme  les 
inverses  de  ceux  que  nous  avons  déterminés  plus  haut  in"  971). 

Pour  cela,  il  faut  montrer  que  l'on  peut  satisfaire  à  la  fois  aux 
équations  (87),  (94)  et  à  la  relation 

(95)  a2-f-3^-H-.'^— f/2— r^  =  o, 

par  laquelle  on  exprime  que  la  sphère  contenant  la  ligne  de 
courbure  passe  par  l'origine  des  coordonnées. 

Si  l'on  différentie  l'équation  précédente  par  rapport  à  p  et  à  p,, 
on  obtient  les  deux  relations 

Uïi  -+--.-=  Aa  -)-  B  3  -t-  Cy, 

Ou  .  T^     <-  r^ 

f  £    -H  ^—   =  A      -H  B,  J-+-  CiY. 
<7pi 
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Mais  si  l'on  dirtérentie  la  première  de  ces  équations  par  rapport 
à  p<.  ou  la  seconde  par  rapport  à  p,  on  n'obtient  pas  d'équa- 
tion nouvelle,  en  vertu  de  la  formule  (93).  Cela  suffit  à  montrer 
qu'il  y  aura  des  solutions  communes  aux  équations  (87),  (90)  et 
(96).  Au  reste,  voici  comment  on  pourra  les  obtenir.  La  dilTéren- 
tiation  des  équations  (96)  donnera  les  deux  écjuations 


(97) 


En  éliminant  a,  [3,  y  entre  les  cinq  équations  (90),  (96),  (97), 
on  aura  deux  équations  du  second  ordre  en  u  et  p,  qui,  jointes 
aux  précédentes  (87),  formeront  un  système  complet. 

1064.  U  est  ainsi  établi  que  tout  système  orthogonal  à  lignes 
de  courbure  sphériques  a  même  représentation  sphérique  qu'un 
système  analogue,  pour  lequel  les  sphères  contenant  les  lignes  de 
courbure  passent  par  un  point  fixe,  et  qu'il  pourra,  par  suite,  être 
obtenu  par  l'application  de  notre  méthode  générale  de  dérivation 
aux  systèmes  orthogonaux,  déterminés  plus  haut,  pour  lesquels 
les  lignes  de  courbure  sont  planes  dans  un  système.  Nous  termi- 
nerons ce  Chapitre  en  développant  cette  application.  Et,  à  cet 
effet,  nous  nous  appuierons  sur  la  remarque  suivante  : 

Soit  (S'i  )  le  système  cherché,  défini  par  les  fonctions  x ^ ,  y\ ,  x;', 
de  p.  Pi,  P2;  soit  (S„)  l'un  quelconque  de  ceux  qui  admettent 
même  représentation  sphérique,  défini  de  même  parles  expressions 
des  coordonnées  a;^,  /„,  z^^.  (S,)  ser^  déterminé  par  les  trois 
équations 

où  12'  est  une  solution  convenablement  choisie  des  trois  équations 
auxquelles  satisfont  a:,,,  y„,  ^,,.  Comme  on  a,  par  hypothèse, 

(  99  )  (  j? j  —  a  )•■;  -h  {y\  —  [i  y-  -+-  (  2',  —  7  )2  =  r^ , 

a,  j3,  y,  r  étant  des  fonctions  qui  ne  dépendent  pas  de  po,  la  diffé- 
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rentiation  par  rapport  à  oo  nous  donnera 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 


L'équation  (98),  écrite  pour  i  =  Oo;  prendra  donc  la  fornie 
suivante 

d'où  Ton  déduit,  en  intégrant, 

<  100  >  0'  =  a  j-y  -H  j  vé  -I-  7  ^0  -*-  ^• 

r  ne  dépendant  pas  non  plus  de  Oj.  Réciproquement,  la  condition 
précédente,  qui  est  nécessaire,  est  aussi  suffisante,  comme  on  le 
reconnaît  facilement  en  reprenant  en  sens  inverse  la  suite  du 
raisonnement. 

1065.  Ce  point  étant  démontré,  choisissons  pour  le  système 
(S^,)  l'inverse  de  celui  que  nous  avons  désigné  par  (So)  et  qui  est 
défini  par  les  formules  (^82  ),  (83).  En  posant  alors 


(  loi) 

7,1  =  ./■; 

1-t-Jii- 

on  aura 

(lo-ï  i 

/■   _   '^*', 

_  y« 

On  pourra  prendre  pour  Ci'  le  quotient 


a' 
0  =  _, 


i^"  étant  la  solution  par  laquelle  on  passe  de  (S„  1  au  système  de 
même  représentation  sphérique  (S,)  défini  par  les  formules  (78) 
et  (80);  de  sorte  que  Ton  aura  (n"  1057) 

-,  .^,    û"     I  r  "^   <j-i   'i^  , 


DARBOrX.    —    IV. 
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Q.  étant  la  fonction  définie  par  la  formule  (78)  et  le  symbole  A  se 
rapportant  au  système  cyclique  (Gq)  (n°  1060)  d'où  sont  déduits  à 
la  fois  (So  et  (S|).  L'équation  (100)  qu'il  s'agit  de  vérifier  prend 
donc  la  forme 

(  1 04  )  0"  =  a  .r (,  -+-  p  ro  -+-  Y  iJo  -I-  s  ^(1 . 

En  la  difFérentiant  par  rapport  à  p2  et  utilisant  les  équations 
telles  que  les  suivantes 

à  Aiio 
â.fo  i)p.,      àX 


do-,  ()iln     ()o. 


-0  =  Al.>„ 


démontrées  plus  haut  d'une  manière  générale,  on  trouve,  après  la 
suppression  du  facteur  -r— ^>  la  condition 

(io5  )  -—  =  a  -^ h  ji h  Y \-->X-—' 

</po  (3'p2  <t^l  'Jpt  Opi 

Réciproquement,  si  cette  équation  est  vérifiée,  on  en  déduira, 
en  remontant  la  suite  du  raisonnement,  l'équation  un  peu  plus 
générale  que  la  précédente  (  io4) 

où  y)  ne  dépend  pas  de  p^.  Mais,  comme  le  système  (Sy)  a  ses 
lignes  de  courbure  planes,  il  y  aura  entre  Xo,  j^o,  Zo  une  rela- 
tion linéaire  ne  dépendant  pas  de  po,  qui  permettra  toujours  de 
ramener  la  relation  précédente  à  la  forme  (  io4);  de  sorte  que  l'on 
peut  regarder  les  équations  (io4)  et  (io5)  comme  absolument 
équivalentes. 

Or  l'équation  (io5)  peut  évidemment  être  remplacée  par  la 
suivante 

(106)  Q  =aX+ [jY -h  yZ -H2^L)o-+-8, 

ô  étant  indépendant  de  p^  comme  a,  [3,  y,  .... 

D'autre  part,  si  l'on  remplace  ii,  i^o,  par  leurs  valeurs,  données 
plus  haut  (n''  1060),  et  X,  Y,  Z  par  leurs  valeurs  données  au 
n°  482,  la  relation  à  vérifier,  divisée  par  0,  se  ramène  à  la  forme 
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suivante 

où  M,  N.  P  ne  dépendent  pas  de  &o. 

Pour  que  cette  équation  ait  lieu  identiquement,  il  faudra, 
comme  on  le  reconnaît  par  la  dillerentiation,  que  X  se  réduise  à 
une  constante.  Les  formules  (io3)  et  (io4)  montrent  même  que 
cette  constante  disparaîtra  dans  les  dérivées  de  li',  qui  inter- 
viennent seules  pour  la  définition  du  système  cherché.  On  peut 
donc  supposer 

et  il  faudra  alors  que  la  fonction  /(pa'  se  réduise  à  un  poly- 
nôme du  second  degré  en  po.  En  égalant  ensuite  à  zéro  les 
coefficients  des  puissances  de  û>,  on  trouvera  trois  équations  qui 
établiront  les  relations  nécessaires  entre  les  fonctions  arbitraires 
a,  ^.  -;,  r,. 

Comme  il  fallait  s'y  attendre,  la  solution  précédente  exige 
l'intégration  des  deux  équations  aux  dérivées  partielles  (77). 
intégration  qui  était  déjà  requise  pour  la  détermination  des  systèmes 
à  lignes  de  courbure  planes  et  qui  équivaut  à  la  détermination 
des  surfaces  admettant  même  représentation  sphérique  que  la 
surface  (A). 


CHAPITRE  XIII. 

NOUVELLES    CLASSES    DE    SURFACES     APPLICABLES. 


Ce  Chapitre  est  consacré  à  l'exposition  des  résultats  nouveaux  que  l'on  doit  à 
M.  Weingartein  dans  la  recherche  des  surfaces  applicables  sur  une  surface 
donnée.  —  La  méthode  de  Weingartein  exige  que  l'on  connaisse  déjà  au 
moins  une  surface  réelle  ou  imaginaire  admettant  l'élément  linéaire  donné.  — 
Elle  fait  dépendre  la  détermination  de  toutes  les  surfaces  (0)  admettant  cet 
élément  linéaire  de  celle  d'autres  surfaces  (S),  satisfaisant  à  une  certaine  équa- 
tion aux  dérivées  partielles,  qui  établit  une  relation  entre  les  rayons  de 
courbure  principaux,  les  distances  d'un  point  fixe  au  plan  tangent  et  au  point 
de  contact.  —  Cas  particulier  où  les  caractéristiques  de  cette  équation  aux 
dérivées  partielles  sont  les  lignes  de  longueur  nulle  de  la  représentation  sphé- 
rique  de  (-).  —  L'élément  linéaire  est  alors  défini  par  la  formule  simple 

ds'  =  du-  -+-  2  [  a  -f-  -y  (  t'  )  j  rff -, 
et  l'équation  à  intégrer  prend  la  forme  simple 

07.  iV^  ~  (i  -f-a[i)=" 

Indication  des  différentes  formes  de  'If' {v)  pour  lesquelles  l'intégration  est 
possible.  —  Démonstration  de  différents  résultats  dus  à  MM.  \\'eingarten, 
Baroni,  Goursat.  —  Les  cas  les  plus  intéressants  font  connaître  toutes  les  surfaces 
applicables  sur  le  paraboloïde  du  second  degré  dont  une  génératrice  rectiligne 
est  tangente  au  cercle  de  l'infini.  —  Réduction  de  l'élément  linéaire  de  ces  sur- 
faces à  la  forme   de  Liouville   qui  permet  l'intégration  des  lignes  géodésiques. 


1066.  Nous  pouvons  maintenant  rattacher  aux  propositions 
des  Chapitres  précédents  une  méthode  singulière  par  laquelle 
M.  Weingarten  a  obtenu  de  nouveaux  succès  dans  la  recherche 
des  surfaces  applicables  sur  une  surface  donnée  (').  L'éminent 

(')  J.  Weingarten,  Sur  la  théorie  des  surfaces  applicables  sur  une  sur/ace 
donnée.  Extrait  d'une  lettre  à  M.  Darboux  {Comptes  rendus,  t.  CXII,  p.  607 
et  706;  mars  1891). 

On  pourra  consulter  aussi  une  Note  de  M.  Golrsat,  insérée  au  même  Recueil, 
p.  707,  et  un  Mémoire  plus  étendu  du  même  auteur  Sur  un  théorème  de 
M.  Weingarten  et  sur  la  théorie  de  sur/aces  applicables,  publié  en  1891,  au 
tome  V  des  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse. 
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géomètre  ne  nous  a  pas  fait  connaître  quels  sont  les  principes 
qui  lui  ont  servi  de  guide.  Nous  espérons  que  l'exposition 
suivante  expliquera  dans  une  certaine  mesure  pourquoi,  appliquée 
à  certains  cas  spéciaux,  elle  devait  réussir. 

Nous  avons  vu  que  les  caractéristiques  de  l'équation  aux 
dérivées  partielles  des  surfaces  applicables  sur  une  surface  donnée 
sont  les  lignes  asvmptotiques  de  ces  surfaces.  Par  suite,  toute  les 
fois  qu'il  sera  possible,  sinon  de  déterminer  ces  lignes  asympto- 
tiques.  tout  au  moins  d'en  indiquer  certaines  propriétés  particu- 
lières, le  problème  pourra  être  formulé  d'une  manière  nouvelle  et 
conduire  ainsi  à  quelque  résultat  nouveau.  La  considération  du 
système  conjugué  commun  à  deux  surfaces  applicables  lune  sur 
l'autre  va  nous  permettre  d'appliquer  celte  remarque  générale 

Nous  commencerons  par  supposer  que  nous  avons  une  solution 
particulière  du  problème,  c'est-à-dire  que  nous  connaissions 
une  surface  admettant  un  élément  linéaire  donné.  Si  x^,  r,,  z^ 
sont  les  coordonnées  d'un  point  de  cette  surface  (©i),  l'élément 
linéaire  sera  déterminé  par  l'équation 

( I )  ds-  =  dxi  -+-  d}'\  -^-  dz\. 

Posons 

{2)  j-i  =  «.  i-i-f-r;!  =  r,  l'i  —  izi^=-iw. 

iv  pourra  être  considérée  comme  une  fonction  de  u  et  de  p,  dont 
nous  écrirons  la  différentielle  sous  la  forme  classique 

(3)  dw  ■=  p  du  -^  q  d\-. 

et  l'élément  linéaire  considéré  prendra  la  forme 

( 4 )  ds'^  =  «t/m-  -(-  2  dv  div  =  du-  -+-  2/)  du  dv  -^  iq  dt-. 

qui  est  précisément  celle  qui  sert  de  point  de  départ  à  M.  Wein- 
garten. 

La  manière  même  dont  nous  y  sommes  conduits  montre  qu'on 
pourra  la  reproduire,  une  fois  obtenue,  avec  six  constantes  arbi- 
traires, en  effectuant  sur  x^,  j'i,  Zf  une  substitution  linéaire 
orthogonale  quelconque.  Il  est  vrai  que  la  relation  entre  u,  c,  w 
contient  des  imaginaires  lorsque  la  surface  (6|  )  est  réelle;  mais 
ici  encore,  on  pourra  utiliser  ces  solutions  signalées  au  n°  704, 
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et  pour  lesquelles  deux  des  coordonnées  x\,,  y^.  ^i  sont  des  fonc- 
tions réelles,  la  troisième  étant  une  imaginaire  pure.  Si  c'est  z^, 
par  exemple,  qui  est  purement  imaginaire,  on  reconnaît  imédia- 
lement  sur  les  formules  (2)  que  w  sera  une  fonction  réelle  des 
variables  réelles  u  et  r.  Les  substitutions  orthogonales  auxquelles 
on  a  le  droit  de  soumettre  Xt,  yi,  z^  pourront  alors  revêtir  une 
forme  réelle  quand  on  y  remplacera  ces  coordonnées  par  leurs 
expressions  en  u,  c,  w. 

1067.  Soient  maintenant  a;,  y,  z  les  coordonnées  rectangulaires 
d'un  point  de  la  surface  (0)  qu'il  s'agit  d'obtenir  et  qui  est  appli- 
cable sur  la  surface  (<")i)'  Si  l'on  fait  rouler  la  surface  ((")i)  sur  la 
surface  (0),  une  droite  isotrope  in\ariablement  liée  à  (0i)  cou- 
pera le  plan  de  contact  de  (0)  et  de  (0i)  suivant  un  point  dont  le 
lieu  géométrique  sera  une  de  ces  surfaces  (i')  pour  lesquelles  les 
lignes  de  courbure  correspondent  au  système  conjugué  commun 
à  (0)  et  à  (0|).  Prenons  la  droite  isotrope  particulière  (d)  qui, 
rapportée  aux  axes  invariablement  liés  à  (04),  est  représentée  par 
les  équations 

(5)  .'i  —  o,  )i-i-  i zi  —  (), 

c'est-à-dire  par  les  suivantes 

(())  //  =  o,  (■  =  o; 

et  proposons-nous  de  déterminer  les  coordonnées  X',  Y',  Z'  du 
point  où  elle  coupe  le  plan  de  contact  de  (0)  et  de  (0|),  Pour 
cela  nous  appliquerons  la  méthode  donnée  au  n"  968;  les  coor- 
données cherchées  sont  évidemment  de  la  forme  suivante  : 


(7) 


A  et  B  étant  des  coefficients  indépendants  du  choix  des  axes.  Par 
conséquent,  les  surfaces  (0),  (0i)  étant  applicables  l'une  sur 
l'autre,    on    pourra    appliquer    ces    formules    aux     axes     0,j;(. 


1  ^' 

= 

./■  -4- 

du 

-\- 

dx 

)  ^ 

= 

y-h 

A  '!f 

ou 

-f- 

B^^ 

ôv 

1    7/ 

\ 

= 

:■  -f- 

^t 

-1- 

ôz 
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OiXt,  Oi  3i  auxquels  est  rapportée  la  surface  {S),  sans  changer 
la  valeur  de  A  et  de  B.  On  aura  donc 

X',  =  J'j  -(-   A  — (-   B  -r—  y 

OU  av 

(8)  ^Y'.  =  .,-.A^^-hB'^, 

Z',  =  S,  -H  A k  B  -—  •• 

Les  équations  de  la  droite  isotrope  {d)  nous  donnent 
X',  =  o,         Y',  -t-  /Z',  =  o. 

et  l'on  a  dailleurs.  en  vertu  de  la  définition  de  u  et  de  t-, 

àx\  àxi 

■^•  =  "'  ^=*'  -^^^^ 

f)(vi  -+■  i  Zi  )  '^  >'i  ■+■  izi  I 

il  viendra  donc 


Vi-s-fCi  =  t.  —^ — ^  =  o.  -^ — =i; 

du  àv 


X=—u.         B=— r. 


de  sorte  que  les  coordonnées  du  point  de  {1')  seront  déterminées 
par  les  formules 


dx  dx 

\    =J- u   -7-    V   -:-  t 

au  av 

„  àz  ôz 

\  <^a  av 

Il  est  très  aisé  de  déterminer  les  cosinus  directeurs  C,  G',  C 
de  la  normale  à  (2').  Si  l'on  différentie,  en  effet,  les  formules 
précédentes,  on  trouve 

d\  =—  if  d V  d^r-j 

au  av 

l^io»  (d\'  =  —ud^ vd-^i 

au  av 

dZ  =  —  ud^   —vd-T-' 
du  av 
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Comme  on  doit  avoir 


il  viendra 


(il-  -H  (iy-  -I-  dz-  :=  (lu'-  -t-  }.p  du  dv  -+-  •.>.  (j  dv"-, 


(lO 


().r  >).r        Oy  <)y        ')z   <)z  _ 
au  ()v        i)u  ()v        i)u  i)v  ' 

et  l'on  déduira  de  là,  eu  égard  à  l'équation  (3),  les  deux  relations 

identiques 

,     .  o  àx   ,f).f  ri  ()x     ()x 

(12)  \ -;- «  ,     =0,  ^  ^    d   r    —  i), 

qui,  rapprochées  des  formules  (10),  nous  permettent  de  prendre 
pour  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface  (i')  les 
valeurs  suivantes  : 

(.3)  c^';^        .:-^,        (7=f. 

(lu  ou-  (lu. 

Ces  valeurs  C,  C,  G"  subsisteraient  sans  modification  si  l'on 
substituait  à  la  surface  (2i')  la  surface  plus  générale  (i")  définie 
par  les  formules 

I       \     =   .A-  (   t(   —    //„)   -  -■     —((,-_    (.„)     —   5 
1  ()U  (IV 

(i4)  (    \"  ^  Y  {u  -  u,)%  -  {y  -  v,)% , 

1  (lu  (Iv 

OÙ  7^0,  ^\,  désignent  deux  constantes  quelconques.  Au  reste,  la 
surface  (I^")  est  de  même  définition  que  (^');  elle  est  décrite  par 
le  point  OÙ  la  droite  isotrope  (ûf")  parallèle  k  [d)  et  définie  par 

les  équations 

./■j  =  /<„,         j'i  -+-  iz\  =  ro, 

coupe  le  plan  de  contact  de  (6)  et  de  (0|)-  Tous  ces  résultats 
sont  en  parfait  accord  avec  ceux  qui  ont  été  démontrés  au  Cha- 
pitre VI  de  ce  Livre.  Toutes  les  surfaces  (2")  ont,  aux  points  cor- 
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respondanls,  leurs  plans  laujj;ents  paralh'ies;  car.  pour  chacune 
d'elles,  ce  plan  tangent  est  le  plan  projetant  la  droite  isotrope 
correspondante.  Elles  ont  de  plus  même  représentation  sphérique 
de  leurs  lignes  de  courbure  (n°  947);  et  ces  lignes  de  courbure 
correspondent  aux  courbes  du  svstéme  conjugué  commun  à  (B) 
età(e,). 

Introduisons  ici  la  définition  suivante  :  étant  données  plusieurs 
surfaces  qui  se  correspondent  point  par  point,  désignons  sous  le 
nom  de  résultante  de  ces  surfaces  celle  qu'on  obtient  en  ajoutant 
géométriquement  les  rayons  vecteurs  qui  joignent  un  point  fixe 
de  l'espace  aux  points  correspondants  des  surfaces  données.  Il 
est  clair  que  la  surface  (i")  la  plus  générale  sera  la  résultante  de 
la  ëurface  (2')  et  de  deux  autres  surfaces  homothétiques  aux 
suivantes  (2„)  et  (2),  qui  sont  respectivement  définies  par  les 
équations 


(i5; 

Y  -'^y 

-'-% 

et 

(i6) 

(h' 

--t 

Toutes  ces  surfaces  se  correspondent  par  plans  tangents  paral- 
lèles; la  surface  (i„)  est  une  sphère:  quant  à  la  surface  (— ),  elle 
a  même  représentation  sphérique  de  ses  lignes  de  courbure  que 
les  différentes  surfaces  (2")  ;  et,  par  conséquent,  ses  lignes  de 
courbure  correspondent  au  système  conjugué  qui  est  commun 
à  (6)  et  à  (e,). 

On  peut  encore  rattacher  d'une  autre  manière  la  surface  (2)  aux 
surfaces  (-").  Si  l'on  suppose  que,  dans  les  formules  (i4)?  ^^"0 
grandisse  indéfiniment,  la  droite  isotrope  correspondante  {d') 
s'éloigne  indéfiniment  dans  le  plan 


rattaché  à  la  surface  mobile.  La  surface  (i')  s'éloigne  aussi  indéfi- 
niment; mais  la  surface  homothétique  décrite  par  le  point   dont 

les  coordonnées  sont 

V       Y"       Z" 

.  —  j     —  »     — 

'  Vo  V»  Va 
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demeure  à  dislance  finie  et  se  réduit  à  la  surface  (2)  définie  plus 
haut. 

1068.  Celte  surface  {!)  est  précisément  celle  qui  sert  de  base 
aux  recherches  de  M.  Weingarten.  L'éminent  géomètre  l'intro- 
duit directement  par  les  formules  (i6)  et  l'identité  (12),  déjà 
démontrée, 

Sàx    ,  r)j- 
-  a  —    =0, 

montre  alors  que  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface 
sont  bien  les  quantités  G,  C,  G"  définies  par  les  formules  (i3). 
Nous  allons  chercher  directement  les  lignes  de  courbure  et  les 
rajons  de  courbure  principaux  de  la  surface  (2).  Mais  auparavant 
nous  remarquerons  que,  lorsque  (2)  sera  connue,  la  surface  (0) 
sera  définie  par  les  formules  suivantes  : 


-S- 


du  -+-  X  dk', 

(17)  }y^Cc'du-h\di^, 

C'du  -+-  Z  d(>; 


/' 


et  nous  signalerons  les  identités 

(   CX  +  C'Y-^G"Z=y>, 
(10)  •; 

I    X2  ^    Y--Î    -+-    L-    =-iq, 

d'où  il  résulte  que  p  sera  la  distance  de  Vorigine  au  plan 
langent  de  (2)  et  2q  le  carré  de  la  distance  de  la  même 
origine  au  point  de  contact  de  ce  plan  langent. 

1069.   Gela    posé,    cherchons    les    lignes    de    courbure    et    les 
rayons  de  courbure  principaux  de  la  surface  (2). 
Les  équations  d'Olinde  Kodrigues 

d\  -+-  p  dC  =  o,         d\  -H  p  dC  =0,         d'L  ■+■  p  </C"=  o 

nous  donnent  ici  la  suivante 

à-^.r  &^x  [(Px  fr-x        \ 

I  I  q  )  -T — r-  du  -\ ; —  dv  ^r  o\  - —  dit  H — ■ —  dv     =  o 

■"  àaôv  ()v^  '  \àu^  /)udi>       / 
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el  les  deux  équations  analogues  en  r  et  z.  Or,  si  l'on  conserve  les 
notations  du  Livre  VII,  Chapitre  III,  le  système  (36)  [III,  p.  25 1] 
devient  ici 


(20) 


5^  ~  H  ^ 
à-x 


r    /  t)x  ()x  \ 

I   ^ p  -^  \ 


D' 

au  dv  ~  H^  "^  •^- 


dx 

r)7 


duj 
àx' 
au 


à^x 


D" 


s    I  dx  àx\ 

t     l<)x  i)x\ 


D,  D',  D"  étant  les  déterminants  d(^'jà  définis  et  r,  5,  t  les  dérivées 
secondes  de  «■,  considérée  comme  fonction  de  m,  v.  Si,  dans 
l'équation  (19),  on  remplace  les  dérivées  secondes  de  x  par  leurs 
valeurs  (26)  et  si  l'on  égale  à  zéro  le  coefficient  de  c  ainsi  que  celui 


de 


âx 


dx 


p-r--i  on  trouvera  les  deux  équations 


D'  </«  -f-  D' rfr  -I-  p (  D  rfa  -H  D'  dv )  =  o, 

s  du  -h   t  dv   -+-   p( r  du  -+-  s  dv )     =  o, 

qui  détermineront  à  la  fois  p  et  y--  L'équation  différentielle 
(21)    (  D'  du  -+-  D'  dv)  (rdu  ■+-  s  dv)  —  (D  du  -t-  D'  dv)(s  du  -+-  f  dv  )  =  o, 

qui  résulte  de  l'élimination  de  p,  définira  les  lignes  de  courbure 
et  l'équation 


(22) 


D       D'      D' 


fera  connaître  les  rayons  de  courbure  principaux. 

Le  premier  membre  de  l'équation(2i)  est  évidemment  de  la  forme 
quadratique  harmonique  aux  deux  suivantes  : 


D  du-^ 
r  du-  ■ 


2  D  '  du  dv 
2  s  du  dv 


D"  dv\ 
f  dv*'. 


qui,  égalées  à  zéro,  déterminent  respectivement  les  lignes  asymp- 
totiques  des  deux  surfaces  (^B)  et  (Bi).  On  vérifie  ainsi  que  les 
lignes  de  courbure  de  (2)  correspondent  bien  au  système  con- 
jugué commun  à  (B)  et  à  (B<  ).  Quant  à  l'équation  (22),  elle  peut 
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être  remplacée  par  les  deux  suivantes  : 

(23)  rp'^"-+-     .s-(p'-i- p") -I-     ^  =  o, 

(24)  Dû'p"-h  D'(p'-t-  p")-h  D"=o, 

OÙ  p'  et  p"  désignent  les  deux  rayons  de  courbure  principaux,  et 
dont  nous  aurons  à  faire  usage  plus  loin.  On  en  déduit,  en  parti- 
culier, que  l'on  aura  identiquement 

6*^-  (tu  <)V  <)V- 

comme  on  le  voit  en  utilisant  le  système  (^o).  Il  nous  reste  main- 
tenant à  indiquer  les  conséquences. 

1070.  Nous  remarquerons  d'abord  qu'on  peut,  en  quelque 
sorte,  supprimer  la  relation  entre  (0)  et  (2),  en  définissant  directe- 
ment cette  dernière  surface. 

En  effet,  dans  l'équation  (28)  et  dans  les  valeurs  de  /',  5,  t, 
exprimons  a  et  (^  en  fonction  des  variables  p  Qiq  qui  ont  par  rapport 
à  (i)  une  signification  géométrique  déterminée,  indiquée  à  la  fin 
du  n"  1068.  Nous  aurons  ainsi  une  relation  entre  les  rayons  de 
courbure  de  (li),  les  dislances  de  l'origine  au  plan  tangent  et 
au  point  de  contact,  c'est-à-dire  une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre  à  laquelle  devra  satisfaire  (i).  Voici 
un  moyen  élégant  de  faire  le  calcul.  Posons 

(26)  9  =  Up  -+-  (-'(/  —  w, 

et   exprimons   cp  en  fonction  de  p  et  q.  Comme  on  a,  en  diffé- 

rentiant, 

fh  =  u  dp  ■+-  V  dq^ 
on  pourra  poser 

^    '  ^  ()p  ()q 

De  plus,  les  équations 

dp  =  /■  du  H-  .V  r/c,  dq  ■=^  s  du  -+-  t  dv, 


qui  définissent  les  dérivées  secondes,  nous  donnent 

,f)-o         f  dp  —  s  dq  ,  ,f)o         r  dq  —  .v  1 

du  =  d  -'    =  — -^  <lv  =  rt--^  := 

()p  rt  —  .s-  ()q  rt  —  s- 
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et,  par  suite. 

<r-z  t  ,r-z         —s  ,r-z  r 

(  28  ) 


àp-         1 1  —  v-  f)p  t)q        rt  —  V-  'hf-         rt  —  5- 

G'est  la  transformation  bien  connue  de  Legendre.  qui  revient  à 
remplacer  la  surface  (  6|  )  par  sa  polaire  réciproque  relativement 
au  paraboloïde  défini  par  l'équation  ('  ) 

(29  )  2«r  =  ?<"--(-  t-. 

Après  cette  transformation,  l'équation  (28  )  à  laquelle  satisfait  (i) 
prend  la  forme 

<//)-  op  ijq  ifq- 

et  les  formules  définissant  la  surface  (8)  deviennent 


àp    '  f}q 

r)z 

')p    '  àq 

'//>  f)q 


J        ^p 

(3i)  '    y^  f^-'^T  -^^  ^^ 

Quant  à  l'élément  linéaire  de  (©),  il  s'exprimera  comme  il  suit  : 

(  32)  f/s-=  {d-r-  ]   -+-  ipd  -^d~-  -^  iqid-—  \   • 

\    fJp  J  ^       i)p     i)q  '  \     oq  I 

1071.  Nous  allons  maintenant  démontrer  la  réciproque  :  si  la 
surface  (i)  satisfait  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  (3o),  les 
formules  (3i)  déterminent  une  surface  (  B )  admettant  l'élément 
linéaire  donné. 

Comme  la  formule  (Sa  ),  équivalente  à  celle  (4)  qui  a  servi  de 
point  de  départ.' résulte  immédiatement   des   équations  (3i)    en 


i^)  En  effet,  d'après  les  formules  (2)  qui  relient  u.  v,  «'  aux  coordonnées  rec- 
tangulaires vT;.  _>',,  -,,  on  voit  que  ces  variables  u,  v,  w  constituent,  elles  aussi, 
un  système  de  coordonnées  rectilignes.  de  sorte  que  la  transformation  indiquée 
dans  le  texte  équivaut  à  prendre  la  polaire  réciproque  de  la  surface  (B.),  admet- 
tant l'élément  linéaire  donné,  relativement  au  paraboloïde  défini  en  coordonnées 
rectangulaires  par  l'équation 

y  —  i z  =  jc'-^iy  ^  i  z)-. 
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admettant  qu'elles  soient  établies,  tout  se  réduit  à  démontrer  que 
les  expressions  telles  que  la  suivante 

(33)  c^'-^^\./V 

op  ()q 

sont  des  différentielles  exactes. 

Or,  aux  équations  d'Olinde  Rodrigues,  qui  définissent  les  lignes 
de  courbure 

d\  -+-  p  c/C  =  o,         <l\  -h  c  dC ^  o.         dZ  -4-  p  dC"=  o, 
on  peut  adjoindre  la  suivante 

(34)  dq  -h  p  dp  =:  o. 

que  l'on  obtient  en  les  ajoutant  après  les  avoir  multipliées  respec- 
tivement par  X,  Y,  Z.  Si  donc  on  a  pris  p  et  rj  pour  variables 
indépendantes,  on  aura,  pour  chaque  ligne  de  courbure, 

-—  dl>  -I-  -T-  dq  -^  ai         dp  -h         dq  )  =  o, 

et,  en  remplaçant  -j-  par  sa  valeur  déduite  de  l'équation  (34). 


% 

^  V  'Ir      '^q  /     '^  ')q  "  '" 

de  sorte  que  l'on  peut  poser 

(36)               ^ 

àC          àC          r)\ 
1  ^'  ^^  'àq   -  àp~à^' 

\              .'."'^^^      '^^  . 

•^  '     ,)q   ~        ,)p  ' 

et  de  là  on  déduit 

(37) 

)^=-''àq' 

'  -y-  =  1 i  P  -+-  P  )  T-  •  ' 

^  ()q         op                           <)q 

Ces  relations,  auxquelles  il  faut  joindre  les  formules  analogues  en 
Y  et  C,  Z  et  C",  constituent  une  des  propriétés  du  système  de 
coordonnées  curvilignes/;,  q. 

Cela  posé,  écrivons  la  condition  d'intégrabilité  de  la  diffiéren- 
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lielle  (33);  il  viendra 


>)q  \      àp^- 

àp  àq  J 

t-x- 

àp  àq 

àq^- 

àC    <r-  Ç            /  >)\           r)C  \ 

âq  àp-         \àq         àp  J 

àpàq 

à\  à-z 
àp   àq- 

=  O. 

II  suffit  de  tenir  compte  des  relations  (36)  pour  voir  apparaître  le 
premier  membre  de  l'équation  (3o)  multiplié  par  3-  •  Notre  réci- 
proque est  donc  complètement  démontrée. 

1072.  Nous  avons  ainsi  réalisé  une  transformation  radicale  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles  qu'il  s'agissait  d'intégrer,  et 
notre  remarque  du  début  nous  montre  que,  pourvu  que  Ion 
connaisse  une  surface  particulière  admettant  un  élément  linéaire 
donné,  la  détermination  complète  des  surfaces  admettant  ce  même 
élément  linéaire  pourra  toujours  se  ramener  à  l'intégration  d'une 
équation  de  la  forme  (3o).  Comme  on  a  ici.  d'après  la  formule  (21) 
[III,  p.  246] 

(38)  DD'— D'ï=A-^— //. 

l'équation  à  laquelle  satisferait  la  coordonnée  x  relative  à  la 
surface  (©)  serait,  en  remplaçant  D.  D'.  D"  par  leurs  valeurs  tirées 
du  système  (20)  et  faisant  quelques  réductions, 

(àx  àx\   /    à^x  ,   '^•^'  à-x\ 

àr  ~P  àît)  \àïF  ~  ^'^JiTih-  ^  '1)^) 

=  ,,_,.,.[,_(-)']. 

Il  reviendra  au  même  d'intégrer  cette  équation,  ou  celle  (3o)  que 
nous  avons  formée  plus  haut  et  qui  détermine  (- 1. 

Nous  savons  [n"  703)  que  l'équation  précédente  admet  pour 
caractéristiques  les  lignes  asjmptotiques  de  la  surface  (0)  définies 
par  l'équation  différentielle 

( 40 )  D  ^«ï -)-  2 D '  du  dv  -^W  r/i*  =  o. 


3?.0  LIVRE    Vin.    —    CHAPITRE    XIII. 

Ces  caractéristiques  sont  aussi  celles  ([ui  conviennent  à  l'écjua- 
tion  (3o).  On  pourrait,  comme  l'a  fait  M.  Goursat  dans  le 
Mémoire  cité  plus  haut,  établir  ce  résultat  par  un  raisonnement 
a  priori.  Nous  nous  contenterons  de  remarquer  que  les  caracté- 
ristiques de  l'équalion  générale  aux  dérivées  partielles 

(4l)  *Ip'p"-+-  l^lp  -+-  ?"  }  H-  I^  =  O. 

OÙ  p',  p"  désignant  toujours  les  rayons  de  courbure  principaux, 
les  fonctions  H,  K,  L  ne  contiennent  que  les  coordonnées  X, 
Y,  Z  du  point  et  les  cosinus  directeurs  C,  C,  C"  de  la  normale  à  la 
surface,  sont  déterminées  par  l'équation  différentielle 

( 4.>-  )  H  ^  rK:  rf\  —  K  ^  ./C^  ^  o. 

Cette  équation,  à  laquelle  conduit  l'application  régulière  des 
méthodes  générales,  deviendra  ici 

')q-^  O  àp  <)(]  O 

ou,  en  tenant  compte  des  formules  (28), 

(  43  )  r  C  r/C  r/\  —  .V  C  rfC:'  =  c. 

Or,  calculons  les  trois  formes  quadratiques 

relatives  à  la  surface  (i),  et  qui  définissent,  pour  cette  surface,  les 
lignes  asjmptotiques.  les  lignes  de  longueur  nulle  et  les  lignes  de 
longueur  nulle  de  la  représentation  sphérique;  c'est-à-dire  trois 
systèmes  de  courbes  divisant  harmoniquement  les  lignes  de 
courbure  de  (i).  Un  calcul  facile,  où  l'on  aura  à  employer  les  for- 
mules (20)  et  à  tenir  compte  de  l'identité  (38),  nous  donnera 

1  D  /• 

k     dC-     —  .- .,  (  1  )  <:/m2  -(-  2  D'  du  dv  -1-  D"  dv"-  )  -f-  ;.-  (  /•  du-  -+-  > s  du  dv  -+-  t  di 

( 44  )     <   V  r/G  d\  =  jy;;  (  1  >  du-  -^  iX)'  du  dv  -+-  D"  di>- )  H-  -j;  (  /'  du-  -1-  2 .«  du  dv  -h-  t  di 

V     d\-    =  yy-  (  1)  du-  -+-  >  D'  du  dv  -\-  D"  dv'-  )  -j-     ,-  (  /■  du-  -+-  '>.s  du  dv  -^  1  di 
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Ces  relations  permettent,  en  premier  lieu,  d'établir  le  fait  annoncé 
et  de  mettre  en  évidence  l'identité  des  deux  systèmes  de  caracté- 
ristiques définis  par  les  équations  (4o)  et  <^43)-  Elles  montrent 
aussi  que  les  trois  familles  de  lignes  précédentes  sont  en  involution 
avec  les  lignes  asymptotiques  des  surfaces.  (B)  et  (0|».  11  fallait 
s'y  attendre,  puisqu'elles  divisent  toutes  harmoniquement  le  réseau 
formé  par  les  lignes  de  courbure  de  (  i'>.  qui  correspond  au  réseau 
conjugué  commun  à  (Q)  et  à  (  ©iV 

1073.  On  peut  faire  des  applications  diverses  des  résultats 
précédents.  Nous  présenterons  dabord  la  remarque  générale 
suivante. 

Supposons  qu'on  veuille  déterminer  toutes  les  surfaces  admet- 
tant un  élément  linéaire  donné.  La  connaissance  d'une  solution 
particulière  (  0|  )  nous  permettra  de  ramener  le  problème  à  l'inté- 
gration d'une  équation  de  la  forme  (3o^.  Cette  intégration  étant 
effectuée,  onconnaîtra  un  nombre  illimité  de  surfaces  (0'.i  admettant 
l'élément  linéaire  donné;  et  à  chacune  délies  correspondra  une 
forme  déterminée  de  l'équation  (3o).  Donc,  lorsqu'on  sait  intégrer 
une  équation  de  cette  forme,  il  en  existe  un  nombre  illimité 
d'autres  de  même  forme,  mais  où  la  fonction  z,  aura  une  détermi- 
nation diflérente.  que  l'on  saura  intégrer.  Rappelons  même  pour 
plus  de  netteté  la  signification  géométrique  de  la  fonction  ■^.  Nous 
avons  vu  que  l  équation 

représente,  si  l'on  y  regarde  les  variables  p.  q.  w  comme  des 
coordonnées  cartésiennes,  reliées  aux  coordonnées  rectangulaires 
par  les  formules  (2),  la  polaire  réciproque  de  l'une  des  surfaces 
admettant  l'élément  linéaire  donné,  prise  relativement  au  para- 
boloïde  représenté  par  l'équation  (29)  donnée  plus  haut. 

Pour  examiner  maintenant  quelques  applications  particulières, 
envisageons  d'abord  l'élément  linéaire  de  la  sphère 


En  prenant  ici 


.ri  =  ?/  =  cosO, 
f  =  T'i  ^  /^i  =  sinfle''r', 
iw  =  >'i  —  ?;i  =  sin6e— '!', 
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l'équation 

^1  ■+-y'\  +  -s'i  =1 

nous  donnera  la  relation 

2VW  =  l  —  U-, 

d'où  l'on  pourra  déduire 

u  u-  —  I  I  , 

V  ^  IV-    ■  V  ■  ■>  1-  1 

L'équation  (3o)  devient  ici 

{?'-^p){?"^p)=p-—-^q- 

Elle  exprime  que  la  sphère  ayant  pour  diamètre  la  droite  qui 
joint  les  deux  centres  de  courbure  principaux  de  (2)  doit  passera 
l'origine  des  coordonnées.  11  n'y  a  là  qu'un  fait  curieux,  l'équation 
précédente  étant  plus  compliquée  que  celle  des  surfaces  à  courbure 
constante. 

107i.  Pour  obtenir  d'autres  applications,  nous  remarquerons 
une  conséquence  intéressante  des  équations  (44)  relatives  aux  trois 
familles  de  lignes  tracées  sur  (D).  Il  faudra  une  seule  condition 
pour  que  les  lignes  qui  composent  Vune  de  ces  trois  Janiilles 
deviennent  les  caractéristiques  de  Véquation  aux  dérivées 
partielles  (3o)  à  laquelle  doit  satisfaire  la  suif  ace  (D).     . 

Si  l'on  veut,  par  exemple,  que  ces  caractéristiques  soient  les 
lignes  de  longueur  nulle  de  la  représentation  sphérique,  il  faudra 
supposer 

/•  =  O  OU  -— !    =  o. 

La  fonction  la  plus  générale  satisfaisant  à  cette  condition  sei'ait 

9  ^  çf(p)-^A(p); 

on  verra  aisément  qu'on  ne  restreint  pas  la  généralité  en  supposant 
f(p)  =/><  ce  qui  permet  d'écrire  o  sous  la  forme 

(45)  ?=/'$'-- y —1^(/>); 
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et  l'équation  à  intégrer  deviendra 

(46)  p'-(-p'  =  —  2//  —  •]/'(/)). 

On  aura  ici 

(47)  «  =  |='/-/>^-^'(i»,        ^•=|=/>^ 

de  sorte  que  l'élément  linéaire  de  (0)  pourra  s'écrire 
(^48)  ds"-  =  ffn- -^  oc  clu  di  -+-  fï>.^/  -♦-  2r--i-  -i-V  iv  )'[  dv- . 

Posons 

(49)  ^^^  —  =^^,, 

il  viendra 

(50)  </s- =  rfaî -1- 2[j/i -f- •y(r)]rf<.-ï. 

La  détermination  de  toutes  les  surfaces  qui  admettent  cet 
élément  linéaire  sera  ainsi  ramenée  à  l'intégration  de  l'équation 
aux  dérivées  partielles  (46). 

Or  cette  équation  prend  une  forme  très  simple  si  1  on  emploie 
le  système  de  coordonnées  tangentielles  défini  au  n"  165,  c'est- 
à-dire  si  l'on  regarde  la  surface  (  -^  comme  l'enveloppe  du  plan 
dont  l'équation  est 


(5i)                      (a-(-p)X 

-1-  i{ 

;?-=')Y  +  (a^- 

i)Z^?  =  o. 

On  aura  ici 

/  'It  ^               r        ^  "*"  -^  . 

ç,       t.'.3-a) 

x?;  —  I 
1    — 

^^^^                   '-l^:,-' 

I  -+-  at|i 

ai  —  I 

(53) 

?=-/),  i+a3) 

et  un  calcul  facile  donnera  les  formules  très  symétriques 

/    ,.        ^  .1-^  a3)2  (àp  àC       àp  ÔC\ 

1  ,-         ^.  I  I  -H  ai  )-  I  dp  àC        ôp  <)ÇJ\ 

/  „        ^„  (i-^a3)^  (dp  àC'      àp  dC'\ 
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Oa  déduira  de  là 

r55)  „  =  X--+- V--^Z-^  ^  p^-       (i  +  gp)^  dp  dp 

^      '  '  ■>.  2  2  àoi   df 

Les   rajons    de   courbure  sont   exprimés  par   la   première    des 
équations  (33)  [1,  p.  246],  qui  donne  ici 

(56)  V^,.  =  _.,,._|i|(,H-.f.)S 

et,    par   suite,    l'équation    (46)    prendra    la   forme   extrêmement 
simple 

(57)  '^'^    -      ^''P^    - 


Lorsque  l'on  aura  intégré  cette  équation,  on  aura  x,  y^  z  par  les 
formules  Cii)',  ce  qui  donnera,  après  quelques  réductions, 

U\  ayant  la  valeur  définie  par  la  formule  (49)5  qui  devient  ici 

(59)  "'^^T^i^-^^/')- 

Or  il  suffit  de  se  reporter  aux  propriétés  des  lignes  géodésiques 
et  à  la  forme  (to)  de  l'élément  linéaire  pour  interpréter  géométri- 
quement les  formules  qui  définissent  (2). 

Considérons  la  surface  auxiliaire  Ç^x)  définie  parles  équations 

(60  )  ,rj  =  .r — Cu[,         .'■i=J' — G'«i.  ^i=;  —  C'uv 

Il  résulte  immédiatement  des  équations  (58)  que  l'on  a 
G  d.i\  -+-  C  dy'i  -+-  G"  dzi  =  o. 

Par  conséquent  la  surface  (2i)  est  une  développante  de  (0)  suivant 
le  système  de  lignes  géodésiques  de  paramètre  p  :  ce  sont  les 
courbes  de  paramètre  v  sur  {^\)  qui  auront  pour  développées  les 
lignes  géodésiques  de  (0). 
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La  surface  (  i,  )  est  déterminée  ponctuellement  par  les  for- 
mules I  60  I.  On  peut  la  déterminer  langentiellement  en  la  consi- 
dérant comme  enveloppe  du  plan  défini  par  l'équation 

Cxi-f- C  Vi-i- C'^i-T-  7  =0 

I  -t-  a_j 

ou  encore 

I  61  )  (a  -t-  _3  >J-iH-  i(p  —  a)vi-t-  (2,3  —  i)Zi-i-oi  =  0, 

ce  qui  donne  les  relations 

(ftà 

-3 ^    J-i    —    ni    -^.i;i  =  o, 

ox 

à-  o)        'h- 1         .  ày'x        ^  àz  i 
âoL-  âiL  du  dT. 

<P(3}         àxi         .àji        ^  âzi 
aoL  oit         d'j  Oj  a'^ 

et  deux  autres  relations  semblables  faisant  connaître  -tf^i  -^r-' 

dp    ap- 

On  déduit  de  là 


-—    _  —  iJ      ■      ~^- 


t  62  ) 


d-M  'i'V(p') 


dx  '>> 

\ 


-/['(iy--Kiy^?-^'<''>'-^^]^ 


et  ces  trois  équations,  toujours  compatibles,  détermineront  jj.  Les 
termes  de  la  forme 

A  -f-Ba-,-  CW  Da.i 

introduits  par  les  intégrations  conviennent  à  des  surfaces  qui  se 
déduisent  les  unes  des  autres  par  une  translation  ou  par  le  passage 
à  la  surface  parallèle. 

On  voit  que  les  lignes  de  courbure  sont  déterminées  (n°  163) 
par  les  équations  différentielles 


Donc,  comme  il  fallait  s'y  attendre,  une  des  familles  est  formée 
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des  courbes 

p  =  const., 

auxquelles  correspondent  sur  (0)  les  lignes  géodésiques  de  para- 
métre V. 

1075.  En  résumé,  les  formules  auxquelles  nous  avons  éké 
conduits  font  dépendre  la  détermination  de  toutes  les  surfaces  (0) 
dont  l'élément  linéaire  est  donné  par  la  formule 

( 63 )  cW-  =  dii]  -h  ■?.  [i/i  -h  i/'(c)]  dr- 

de  l'intégration  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

(64)  '"'-  '"'''•• 


àa  à^i        ('  I  H-  a[i)- 

ou    de   la    détermination    des    surfaces   (2)   dont   les    rayons    de 
courbure  satisfont  à  la  relation 

(65)  ■i'-H  p"= —  2p  —  V(P.h 

dans  laquelle  p  désigne  la  distance  de  l'origine  au  plan  tangent. 

Malheureusement,  quelque  simple  qu'en  soit  la  forme,  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  (64)  n'est  pas  intégrable  en  général. 
M.  Weingarten,  et  ensuite  M.  Goursat,  ont  cependant  indiqué 
quelques  cas  dans  lesquels  on  peut  obtenir  son  intégrale  générale. 

Supposons,  par  exemple,    que   la  fonction  j/"  soit  linéaire,  et 
posons 

(66)  'M^O^ ' 

/n  désignant  une  constante  quelconque.  L'équation  (64)  deviendra 

-  â-i^    _  m{  1  —  m)f 

et,  si  l'on  effectue  la  substitution 

M-f. 

elle  se  réduira  à  l'équation  d'Euler 

((\n\  '^'''         in{i  —  m)v 
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que  nous  savons  iulétirer,  soit  par  des  formules  finies  lorsque  m 
est  ealier,  soit  par  des  intégrales  définies  dans  tous  les  autres  cas 
(Livre  IV.  Chap.  III  et  IV). 

Alors  la  relation  (65),  qui  sert  de  définition  à  la  surface  (2),  sera 

6g  y  -+-  _s'-+-  -ip  =^  m  (m  —  i  )/>. 

•Si  Ion  mène  le  plan  perpendiculaire  à  la  normale  d'une  surface 
à  égale  distance  des  deux  centres  de  courbure,  il  enveloppe  une 
autre  surface  à  laquelle  nous  donnerons  ici  le  nom  de  développée 
moyenne  àe  la  première  (M.  Gomme  la  dislance  de  l'origine  à 
ce  plan  e>t 


on  voit  que  l'équation  (69)  exprime  que  la  développée  moyenne 
de  la  surface  <  i)  est  une  surface  homothétique  à  (  —  )  (-  ). 

■  'j  Au  n"  912  nous  avons  déjà  donné  le  nom  de  développée  moyenne  k  la  sur- 
face décrite  par  le  milieu  du  seg^raent  formé  par  les  centres  de  courbure  princi- 
paux. Nous  mettrons  à  profit  cette  occasion  pour  rappeler  ici  que  Ribauconr  a 
introduit  avec  succès  deux  surfaces  dilTérentes  dans  la  théorie  des  congruences 
rectilignes  :  Tune,  la  surface  moyenne,  décrite  par  le  milieu  du  segment  focal; 
Tautre.  l'enveloppe  moyenne,  enveloppe  du  plan  perpendiculaire  sur  le  milieu 
du  segment  focal.  Quand  la  congruence  rectiligne  est  engendrée  par  les  normales 
d'une  surface  (H).  on  a  ainsi  deux  surfeces  distinctes  rattachées  à  >  S).  On  pourrait. 
si  on  les  rencontrait  dans  une  même  étude,  les  désigner  respectivement  sous  les 
noms  de  développée  moyenne  ponctuelle  et  de  développée  moyenne  tangentielle. 

(*)  Les  surfaces  jouissant  de  celte  propriété  avaient  été  déjà  considérées  par 
Ribauconr  et  par  M.  Appell  dans  le  cas  particulier  où  m  =  o  et  ou,  par  suite, la 
développée  moyenne  se  réduit  à  un  point.  Elles  avaient  été  étudiées  pour  toutes 
les  valeurs  de  m  par  M.  Gonrsat.  Le  lecteur  pourra  consulter  les  Mémoires 
suivants  : 

A.  RiBAitocR.  Mémoire  sur  la  théorie  générale  dés  sur/aces  courbes. 
Cliapitre  VI  (Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  VII.  4'  série, 
1^91.  présenté  en  18-6  à  l'Académie  des  Sciences). 

P.  Appell,  Surfaces  telles  que  l'origine  se  projette  sur  chaque  normale  nu 
milieu  des  centres  de  courbure  principaux  (American  Journal  of  Matbe- 
matics.  t.  X,  p.  175;  1S88). 

E.  GocRSAT.  Surfaces  telles  que  la  somme  des  rayons  de  courbure  prin- 
cipauœ  est  proportionnelle  à  la  distance  dun  point  fixe  au  plan  tangent. 
(Même  Recueil  et  même  tome.  p.  187). 

Mais,  il  est  juste  de  le  reconnaître,  c'est  à  un  jeune  géomètre  italien,  M.  Ettore 
Baboxi.  que  revient  le  mérite  d'avoir,  le  premier,  signalé  qu'à  chaque  sarface 
liomothétjque  à  sa  développée   moyenne  on  peut  faire  correspondre  une  sarface 
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Examinons  les  cas  particuliers  les  plus  intéressants.  Pour 
7?2  =  o  ou  m  =  i,  les  surfaces  (0)  sont  les  développées  des  sur- 
faces minlma;  cela  résulte  de  la  forme  même  de  leur  élément 
linéaire  (  n"  751).  La  surface  (i)  est  celle  dont  la  développée 
moyenne  se  réduit  à  un  point.  1^'équation  (68)  s'intègre  alors  sans 
difficulté  et  nous  donne 

'•=/(«)-+- /o(P)- 
Pour  m  =  2,  on  a 

(-0)  6'(p)=-r2. 

Ce  cas  intéressant  avait  été  étudié  depuis  longtemps  par 
M.  Weingarten  dans  un  Mémoire  cité  plus  loin  [p.  335]  et  inséré 
au  Nachriten  de  Gœtlingue.  Les  surfaces  (i)  se  réduisent 
aux  surfaces  minima;  elles  sont,  par  suite,  identiques  à  leur 
développée  moyenne. 

1076.  Considérons,  d'une  manière  plus  générale,  la  fonction  vp 
définie  par  la  formule 

(71)  J;'(c)  =  '"(i  — "0^  +  Ar, 

OÙ  A  désignée  une  constante  quelconque.  L'équation  (64)  à  inté- 
grer prendra  la  forme 

(T-  (•  1)1  (  I  • —  tn  )  (•  -t-  A 

Et  il  est  clair  que  si  m(i  —  m)  n'est  pas  nul,  on  peut,  parla 
substitution  très  simple, 

A 

/«  (  1  —  >n  ) 

la  ramener  à  l'équation  (67).  D'ailleurs  l'hypothèse  m{i  --  m)  =  o, 


admettant  un  élément  linéaire  donné;  de  sorte  que  l'intégration  complète  de 
l'équation  (69)  pour  une  valeur  donnée  de  m  fait  connaître  par  cela  même  toutes 
les  surfaces  qui  admettent  un  même  élément  linéaire.  Fo//le  Mémoire  intitulé  : 
Superflue  S  in  cui  la  somma  dei  raggi  principali  di  curvatura  è  propor- 
zionale  alla  distanza  di  un  punto  flsso  dal  piano  tangente^  inséré  par 
M.  Baroni,  en  1890,  au  tome  XXVIII  du  Giornale  di  Matematiclie,  p.  349. 
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nous  donne 

r  =  A  Lo-    r  -  a3)  +/,  a;  ^/„(?). 

L'élément  linéaiie  de  6 

(Is-  =  du  \  -+-  (  2  i<  i  -H  2  A  V  )  dv- 

convient  (n"  693)  aux  surfaces  que  nous  avons  reconnues  être 
applicables  sur  le  paraboloïde  de  révolulion.  Les  surfaces  (i) 
correspondantes  admettent  comme  développée  moyenne  une 
sphère.  Pour  le  cas  général  de  la  formule  (ji);  ^^  développée 
moyenne  serait  homothétique  à  une  surface  parallèle  à  (2). 

Comme  on  peut  toujours  remplacer  (i)  par  une  surface  paral- 
lèle, notre  nouvelle  hypothèse  ne  donne  donc  rien  d'essentiellement 
nouveau.  Au  reste,  par  un  changement  de  notations,  on  peut 
toujours  faire  disparaître  la  constante  A  dans  l'expression  de 
l'élément  linéaire,  toules  les  fois  que  le  produit  md  —  m^  est 
diftérent  de  zéro. 

1077.  Pour  trouver,  s'il  en  existe,  d'autres  cas  dans  lesquels 
l'équation  aux  dérivées  partielles  puisse  être  intégrée,  appliquons 
les  méthodes  régulières  et  commençons  par  chercher  si  elle  peut 
admettre,  par  exemple,  une  intégrale  première.  Soit 


cette  intégrale  première.  Si  on  la  différenlie  par  rapport  à  a,  par 
exemple,  on  aura 

,     ,  ^F    .       d¥        à¥  <)U-       /VF      'l'(v) 

(-4)  ^P 


dv  doi         dp    tJ-x-        'Jq    <  i  -f-  z  j  i- 

p  et  (jf  désignant  les  dérivées  premières  de  v.  En  dift'érenliant  par 
rapport  à  3,  on,*aura  de  même 

d¥    ,      ôY        d¥       yCr»  d¥  dn- 

di-  ^         di         dp    (  I  -H  3£  j  )-        dq     oy 

Si  Tune  ou  l'autre  des  deux  équations  précédentes  n'est  pas 
véritiée  identiquement,  on  pourra  déterminer  les  trois  dérivées 
secondes  ou  les  deux  dérivées  premières  de  v\  et,  par  suite,  les 
seules  solutions  qui  pourront  être  communes  à  l'équation  i~'^^  et 
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à  la  proposée  contiendront  louL  au  plus  des  constantes  arbitraires. 
Supposons  donc  que  l'une  des  équations  (74)5  i']^)^  la  seconde 
par  exemple,  soit  vérifiée  identiquement.  11  faudra  que  l'on  ait 

()F 

-7-;  =  o. 

àq 

L'équation  (~3)  pourra  donc  s'écrire 
//=.*(p,  a,  p), 

et  l'équation  (70)  deviendra 


ce  qui  donne 

<J;"(^)  devra  donc  se  réduire  à  une  constante^  et  l'on  retrouve  une 
des  hypothèses  déjà  examinées. 

1078.  Voilà  tout  ce  que  donnerait  la  méthode  de  Monge. 
Essayons  celle  que  j'ai  proposée  et  qui  consiste  à  chercher  des 
équations  aux  dérivées  partielles  de  tous  ordres  ayant  en  commun 
avec  la  proposée  la  solution  la  plus  étendue  possible.  Nous  nous 
bornerons  à  examiner  le  cas  où  ces  équations  sont  du  second 
ordre.  On  reconnaîtra  aisément  qu'elles  doivent  être  de  la  forme 
suivante 

ou  de  celle  qu'on  obtient  en  changeant  a  en  (3.  Pour  déterminer  F, 
il  faut  différentier  par  rapport  à  |3,  ce  qui  donnera 

d       <>"((0  dF        àF      6"{u) 


(^a  (  IH-  afi)2         d'à        àp'  (  1  +  afi)-2 

et  exprimer  que  cette  équation  a  lieu  identiquement.  Le  dévelop- 
pement du  calcul  nous  donne 

,      ,  (l"'(p)       ,        2<I."(P)3        â¥        dF      è"(p) 


(l-+-ap)2^         (H_ap)3         e^P         dp'  {i -+- ot.'^y- 
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Comme  F  ne  contient  pas  t-,  on  peut  donner  à  x.  ^,  p'  des 
valeurs  constantes  et  l'on  aura  une  relation  linéaire  entre  ^J/"  et  '1/ . 
Ecartant  le  ca>  déjà  examiné  ou  <!*"  serait  constante,  nous  écrirons 


'-// 


et  il  restera  à  égaler  les  coefficients  de  -y,  ainsi  que  les  termes  qui 
ne  contiennent  pas  cette  fonction,  dans  les  deux  membres  de 
l'équation  t  --  ).  C)n  aura  ainsi 

'^F        •>     ,  ï  j  <^F  _        hp' 

i)p'         Il  1  -*-  ai  'Vj         I  I  -t-  aVr- 

Pour  que  ces  équations  soient  compatibles,  il  faut  que  l'on  ail 
/i  =  —  2.  Il  vient  alors 

a  I  -r-  2[i 

L'équation  (761  prend  donc  la  forme 

On  pourra  de  même  poser 

Quant  à  l'équation  aux  dérivées  partielles,  comme  on  déduit  de 
l'équation  (78).  où  1  on  a  remplacé  li  par  —  2.  la  valeur  suivante 
de  •j." 


elle  deviendra 

(81) 


0 


d'V  o 


âj.d'i.         11-1-  riv- 


al il  ne  restera  plus  qu'à  trouver  la  solution  commune  aux  trois 
équations  ^79),  (80)  et  (81). 

Ce  calcul  n'offrirait  aucune  difficulté.  Mais  il  vaut  mieux,  une 
fois  l'équation  obtenue,  opérer  comme  il  suit. 
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Effectuons  la  substitution 

(  82  )  p  =  a  Log(  1  -f-  a[i  )  -+-  w. 


L'équation  (81)  prend  la  forme 


(83) 


ô-w 


r^"     ' 


d^  ai  h 

dont  Liou ville  à  donné  l'intégrale  (n°  726)  (  '  ).  (3n  a 
(84)  e^^Jl±^l_, 

A  désignant  une  fonction  arbitraire  do  a  et  B  une  fonclion 
arbitraire  de  [3.  On  trouvera  donc  pour  c  la  valeur  définie  par 
l'équation  suivante 

(«»)    •  ■      ^^-"^Bi^- 

Quant  à  l'élément  linéaire  de  (0),  il  sera  donné  par  la  formule 

(86)  ds^  =  du\  -4-  (  2 ?/)  -f-  2 ap r  <^  "  )  <^*^'- 

Par  une  substitution  de  la  forme 

(87)  («,=«.«'*/-. 

(     V  =    ap    -I-  A, 

on  peut  obtenir  l'expression  plus  simple 

(  88 )  r/52  =  «4  [ du">-  -f-  (  2  u'  -h  2  c'  +  e2'''  )  r/(/2  ]. 

Ce  cas  nouveau  a  été  signalé  par  M.  Weingarten.  L'éminent 
géomètre  a  indiqué  qu'on  peut  alors  ramener  l'élément  linéaire  à 
la  forme  suivante 

(89)  ds^-={'J.-^){^~^da^-^^^dr- 

Cela  nous  conduit  à  présenter  les  remarques  suivantes,  par 
lesquelles  nous  terminerons  ce  Chapitre. 

(')  Les  démonstrations  de  Liouville  se  trouvent,  soit  dans  la  Note  IV  de  la 
cinquième  édition  de  V Application  de  l'Analyse  à  la  Géométrie  par  Monge, 
soit  au  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées  (i"  série,  t.  XVIII, 
p.  71;  i853). 
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1079.   La  forme  générale 

(go)  ds-  =  dit\  -<-  [ 2  «1  -I-  2 -y  I  f  (]  dv- 

est  évidemment  un  cas  limite  de  celle  qui  convient  aux  surfaces 
réglées.  Et,  en  etîet,  il  est  possible  de  trouver  toute  une  classe  de 
surfaces  réglées  imaginaires  admettant  cet  élément  linéaire. 

Si  l'on  se  reporte  aux  calculs  du  n"  7!28,  on  trouvera  que  toutes 
ces  surfaces  réglées  sont  engendrées  par  la  droite 

les  fonctions  a\,  a-,,  a^.  6|,  bo,  b^  étant  définies  par  les  rela- 
tions (2)  [HT,  p.  294],  qui  deviennent  ici 

a\-  -+-    a'-r    -i-    a'^    =  o,  «161  -f-  «jè*  -1-  «363  =  o. 

a\  b'i  -t-  a',  6'î  -i-  a'^  6'^  =  i ,  «f  -f-    al    -+-     uf.    —  i . 

b-2  ^    èV-    -    b'?    ^26'ic). 

La  première  de  ces  relations  montre  que  les  surfaces  réglées 
cherchées  admettent  un  plan  directeur  isotrope.  Comme  on  peut 
supposer  que  ce  plan  soit  parallèle  au  suivant 

y  -+-  iz  =  o, 

on  trouvera  aisément  que.  si  a  désigne  une  fonction  de  v  et  a'  sa 
dérivée,  on  peut  écrire  les  équations  qui  déterminent  la  surface 
sous  la  forme 

r  dv 

(91)  <    r  —  iz-z^^-xiLi—    \  :i' 'V  iy\  di- —  /   — -,dv. 

X  =  Ui  —  /  —dv. 

Inversement,  toutes  les  surfaces  réglées  qui  admettent  un  plan 
directeur  isotrope  ont  leur  élément  linéaire  réductible  à  la 
forme  (90V 

D'après  cela,  cherchons  toutes  les  surfaces  du  second  degré 
qui  rentrent  dans  la  classe  précédente.  Une  seule  est  réelle,  c'est 
le  paraboloïde  de  révolution.  Nous  l'avons  déjà  examiné,  et  nous 
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avons  même  donné  (n"  727)  la  forme  de  4''(^)  4"^  correspond  à 
son  élément  linéaire.  Mais  il  y  a  d'autres  paraboloïdes  qui  rem- 
plissent les  conditions  que  nous  venons  d'indiquer  :  ce  sont  ceux 
qui  admettent  une  génératrice  rectiligne  tangente  au  cercle  de 
l'infini. 

Considérons  d'abord  celui  ([ui  touche  le  plan  de  l'infini,  en  un 
point  non  situé  sur  le  cercle  de  l'infini.  Son  équation  pourra 
toujours  se  ramener  à  la  forme 

(92»  (^j-  ^  ,-)j-  =  —  /^x. 

En  substituant  les  valeurs  (91)  de  x,  y,  z  dans  les  formules 
précédentes,  on  verra  aisément  que  Ton  peut  prendre 


,/     a  *  2 

et  l'on  trouvera 

(  Ç)3  )    ■  'Vi  (•)  =  --  (.■  \  I  —  2  ke    *'^ 

C'est,  aux  notations  prés,  l'expression  de  'Y {i')  qui  correspond 
au  cas  nouveau  signalé  par  M.  Weingarten. 

On  peut  donc  énoncer  le  résultat  que  nous  lui  devons  en  disant 
qu'il  nous  a  appris  à  connaître  toutes  les  surfaces  applicables 
sur  ce  paraboloïde  particulier  dont  une  génératrice  rectiligne  est 
tangente  au  cercle  de  l'infini,  le  point  de  contact  de  cette  géné- 
ratrice et  du  cercle  étant  distinct  du  point  de  contact  du  paraboloïde 
et  du  plan  de  l'infini. 

Considérons  maintenant  le  paraboloïde  dont  une  génératrice  est 
tangente  au  cercle  de  l'infini,  le  point  de  contact  de  cette  géné- 
ratrice étant  aussi  celui  où  le  paraboloïde  touche  le  plan  de 
l'infini.  L'équation  de  la  surface  pourra  être  ramenée  à  la  forme 

(94)  -^(y  -+-  ''s)  =  A(r  —  '■-)• 

Appliquant  la  même  méthode  que  précédemment,  on  trouvera 

(95)  •y(p)  =  — p2. 

C'est  le  cas  qui  a  servi  de  point  de  départ  à  toutes  les  nouvelles 
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recherches  de  M.  ^^  eingarten  et  qui  a  été  signalé  plus  haut 
(n"  1075).  M.  Weingartea  l'avait  obtenu  dès  1887  (M  et  il  semble 
bien  que  la  méthode  que  nous  avons  exposée  dans  ce  Chapitre,  et 
qu'il  a  ensuite  appliquée  aux  cas  les  plus  généraux,  a  son  point  de 
départ  et  son  origine  dans  celle  qu'il  avait  d'abord  employée  pour 
cette  forme  plus  particulière  de  l'élément  linéaire. 


1080.  Dans  les  deux  hvpolhéses  que  nous  venons  d'examiner, 
M.  ^^  eingarten,  sans  chercher  si  les  éléments  linéaires  pouvaient 
convenir  à  des  surfaces  du  second  degré,  a  reconnu  qu'ils  sont, 
l'un  et  l'autre,  réductibles  à  la  forme  de  Liouville,  ce  qui  permet 
l'intégration  des  lignes  géodésiques.  Ce  point  paraîtra  maintenant 
évident  au  lecteur  puisqu'il  suffit,  pour  obtenir  cette  forme  de 
l'élément  linéaire,  de  rapporter  une  surface  du  second  degré  à  ses 
lignes  de  courbure.  Mais  il  ne  sera  pas  inutile  d'effectuer  cette 
transformation  de  l'élément  linéaire  et  de  retrouver  effectivement 
les  expressions  données  par  M.  Weingarten.  Nous  nous  conten- 
terons seulement  d'indiquer  la  marche  du  calcul,  que  rétablira 
aisément  tout  lecteur  un  peu  versé  dans  la  connaissance  de  la 
Géométrie  analytique. 

Soit 

(96)     fi^y  yt  -)  =  A.  j:- -T-  A' »■- -H  A"^- -*-  2 B  » .:  ~  îB'xz  —  2 B'xy 

-i-  -iCx  -f-   iC'y  —  C':;  —  E'  =  <> 

l'équation  d'une  surface  du  second  degré.  Désignons  par  H  le 

hessien 

A     B'    B      C 

B'    A'     B      C 

B'     B     A'     C 

C     C     C     D 


(97)  H  = 


de  cette  équation.  Les  lignes  de  courbure  seront  à  l'intersection 
de  la  surface  et  des  suivantes,  où  a  désigne  un  paramètre  arbi- 


(')  J.  WsiîfGARTEy,  Eine  neue   Classe  auf  einander  abwickelbarer  FlSchen 
{Nachrichten  de  Gœttingue.  janvier.  1887,  p.  28). 
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(98) 
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àll  àU  àll  àU        àH         à  H 


^j-^v-^'  +  r-^--)       ^jç^-^      5q,v      ôâ'  ''  '   àX    ■   àX'   ■   âK 


'] 


Si  l'on  pose 

(99) 


4 


/,'=  iii/^       À"=  fi  p, 


/.'  et  X"  étant  les  deux  racines  do  l'équation  en  >.  (98),  on  aura, 
pour  l'élément  linéaire  de  la  surface,  l'expression 


(100) 


4 


da^ 


,h-'- 


,r-x[l.\       r^A^' 


OÙ  l'on  a  désigné,  pour  abréger,  par  A(S)  le  déterminant  suivant 

(loi)  '  A(S)  = 


A  —  S        B"  ir 

B"        A'— S         B 
B'  B         A"—  S 


Appliquons  d'abord  ce  résultat  au  paraboloïde  défini  par  l'équa- 
tion (92) 

■>  r-  -f-  1  i yz  -H  '}.  /.  ,/■  =  o. 
On  aura  ici 


Il=  — /,S        A(S)  =  — S(S  — 1)-^ 

V  dv- 


et  il  viendra 

(  102  )  «.s-  =  -r  (  "  —  <■  )     r- 

4  L',"  — ^)■- 


Pour  le  second  paraboloïde,  ayant  pour  écjuation 

2 xy  -¥■  lixz  —  2  A" r  -+-  2 i/i  r  =  o. 

on  trouvera 

H=.  — 4A^.         A(S)  =  — S3; 

de  sorte  qu'il  viendra 

(  io3  )  di^-  =  A- (  ?/  —  p )  (  ?/-  du''-  —  V  dv-  ). 

Ces  résultats  sont  conformes  à  ceux  qui  ont  été  indiqués  par 
M.  Weingarten. 
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H)81.  Bien  que  les  paraboloïdes  considérés  dans  les  numéros 
précédents  soient  imaginaires,  il  nous  a  paru  utile  de  les  intro- 
duire pour  préciser  le  degré  de  généralité  des  résultats  nouveaux 
qui  ont  été  obtenus  dans  la  th«''orie  de  la  déformation  et  pour 
bien  montrer  combien  on  est  encore  éloigné  d'une  solution 
quelque  peu  étendue  du  problème.  Si  l'on  se  place  à  ce  point  de 
vue,  il  ne  sera  pas  inutile  d'indiquer  quebjues  surfaces  réglées, 
aussi  simples  que  possible,  admettant  les  éléments  linéaires, 
indiqués  par  MM.  Baroni  et  Goursat,  pour  lesquels  la  solution 
du  problème  de  la  déformation  peut  être  obtenue  d'une  manière 
complète. 

A  cet  etVet.  nous  remarquerons  que  si.  dans  les  formules  géné- 
rales (91),  on  remplace  la  fonction  arbitraire  y.  par  av.  on  obtient 
une  surface  réglée  admettant  l'élément  linéaire  (63)  et  définie  par 
l'équation 

■>  . 

(io4  _'  —  /  ;  =  2  ./■(  r  —  /;)  —  -  '  »'  —  /;   •  —  2  '\\y  —  '  •;  > 

Si  donc  Ton  pose 

■L     1=  //M  I  —  m  \^  —  A V. 
■> 

la  surface  correspondante  aura  pour  équation 

En  laissant  de  côté  le  cas  où  m  est  égal  à  2,  on  voit  que,  pour 
les  cas  signalés  par  MM.  Baroni  et  Goursat.  lélément  linéaire 
convient  à  une  surface  réglée  du  troisième  degré  à  plan  directeur 
isotrope. 
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Nouveau  développement  donné  pav  M.   Weingarlen  aux  reclierches  précédentes, 

—  Problème  proposé.  —  Etant  donné  un  élément  linéaire,  pour  résoudre  le 
problème  de  la  déformation,  on  mène  par  chaque  point  de  la  surface  clier- 
(•liée  (0)  une  tangente  faisant  un  angle  déterminé,  mais  d'ailleurs  variable, 
avec  les  courbes  coordonnées;  puis  ou  prend  comme  variables  indépendantes 
deux  paramètres  quelconques  pi'opres  à  définir  la  direction  de  cette  droite 
dans  l'espace.  —  Formation  des  équations  aux  dérivées  partielles  auxquelles 
satisfont  les  coordonnées  curvilignes  u  et  v  considérées  comme  fonctions  de 
ces  paramètres.  —  A  ce  propos,  l'on  rappelle  et  l'on  complète  quelques  propriétés 
de  la  ligne  de  striction  des  surfaces  réglées.  —  Étant  donnée  une  congruence 
rectiligne,  assembler  les  droites  en  surfaces  réglées  dont  les  lignes  de  striction 
soient  sur  une  des  nappes  focales  de  la  congruence,  —  Les  propriétés  géomé- 
triques établies  permettent  de  simplifier  les  équations  qui  détemninent  m  et  p 
et  (le  les  réduire  à  une  seule  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre. 

—  Renvoi  au  Ménioii'e  de  M.  Weingarten  couronné  par  l'Académie  des  Sciences. 


1082.  Si  l'on  analyse  la  méthode  suivie  par  M.  Weingarlen  el 
exposée  dans  le  Chapitre  précédent,  on  remarquera  qu'elle  peut 
être  interprétée  comme  il  suit.  Par  chaque  point  de  la  surface  (0) 
admettant  l'élément  linéaire  donné  par  la  formule  (4)  [p-  ^09] 
on  mène  une  tangente  (d)  dont  les  cosinus  directeurs  C,  C, 
C"  s'expriment  par  les  formules  (i3)  [p.  012].  On  exprime  ces 
cosinus  directeurs  en  fonction  de  deux  paramétres  u'  et  e'  et  l'on 
essaye  de  déterminer  les  coordonnées  curvilignes  w  et  p  en  fonc- 
tion de  ces  paramètres.  Dans  le  cas  particulier  le  plus  important, 
celui  où  l'élément  linéaire  de  (0)  revêt  la  forme  (48)?  l'une  des 
coordonnées  ç  est  déterminée  par  une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre,  l'équation  (07)  [p.  824 1-  L'autre  u  s'ex- 
prime rationnellement  en  fonction  de  p,  supposée  connue,  et  de  ses 
dérivées  premières  par  rapport  aux  variables  a  et  (3,  en  fonction 
desquelles  les  cosinus  C,  C,  C"  ont  été  exprimés  par  les  foi-- 
mules  (ya). 
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Pour  rechercher  si  des  siuiplificatioas  analogues  se  produisent 
toujours,  proposons-nous  donc  le  problème  général  suivant  : 

Etant  donné  un  élément  linéaire  quelconque,  défini  par  Im 
formule 

!  ^s-=E ^11-  —  >  F  '//'  'A  —  G  rfi-. 

supposons  qu'il  sagisse  de  déterminer  toutes  les  surfaces  ^^B  i 
admettant  cet  élément  linéaire.  Si  l'on  mène,  par  chaque  point 
d'une  de  ces  surfaces,  une  tangente  (6^)  déterminée  exclusivement  au 
moven  de  l'élément  linéaire,  c'est-à-dire  une  tangente  faisant  a*ec 
l'une  des  courbes  coordonnées  un  angle  qui  sera  une  fonction  déter- 
miut'e  de  u  et  de  v.  la  direction  des  droites  telles  que  id)  dépendra 
de  deux  paramètres  que  l'on  pourra  choisir  d'une  infinité  de 
manières  différentes.  Par  exemple,  on  mènera  par  le  centre  d'une 
sphère  <S»  de  ravon  i  des  parallt-les  aux  droites  [d).  Si  l'on  prend 
snr  la  sphère  (S)  un  sTstéme  de  coordonnées  curvilignes  quel- 
conques u'j  i\  la  direction  de  chaque  droite  îd)  sera  définie  par 
les  coordonnées  curvilignes  du  point  où  la  parallèle  à  celle  droite 
rencontre  la  sphère  (S).  Proposons-nous,  avec  M.  Weingarlen,  de 
déterminer  les  coordonnées  curvilignes  u  et  f  du  point  de  la 
surface  -.  O  »  en  fonction  des  variables  indépendantes  u  et  v. 

Employons  ici  encore  le  triêdre  (Ti.  U  est  clair  qu'on  peut  le 
déterminer  par  la  condition  que  son  axe  des  x  coïncide  avec  la 
droite  •  d).  D'après  les  notations  que  nous  avons  adoptées,  a,  al ^ 
a    sont  les  cosinus  directeurs  de  cette  droite  et  Ton  doit  avoir 

I  1  '  fis-  :=  da-  -^  ffa-  -^  da-  =  r  du'-  -r-  ■?.  f  du'  dv  -t-  ^  dv'-. 

e,/.  ^  étant  des  fonctions  connues  de  u  et  de  v.  L'équation  pré- 
cédente donne  l'élément  linéaire  de  la  sphère  {S},  exprimé  en 
fonction  des  variables  u'  et  v.  Si  l'on  emploie  les  formules 

!da  =  bi  r  dit  -»-  /-|  r/r  »  —  c{q  du  -»-  y  i  </r). 
dtt  =  b'ir  du  -^  fi  dv  i  —  c'iq  du  -t-  qi  drt, 
da''=^  b'i  r  du  ^-  /"i  d\-  >  —  c'iq  du  -r-  qi  df  >. 

ou  peut  lui  donner  la  forme  suivante 

14        ■  q  du  —  qi  //r  1--^  >  ••  -hi  —  '-.  d\-  -  ^  »*  du-  -^  >  f  du'  di'  -r-  _çdv-. 

qui.  jointe  aux  six  équations  fondamentales  (A  )  [II.  p.  SSa]  entre 
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les  rotations  cl  les  translations,  permettra  d'éliminer  les  rotations 
et  conduira  aux  équations  aux  dérivées  partielles  propres  à  déter- 
miner M  et  f  en  fonction  de  u'  et  de  p'.  Le  premier  point  à  établir 
est  le  suivant  :  parmi  les  équations  du  système  (A),  l'une  d'elles, 
la  première,  peut  être  laissée  de  coté  et  sera  toujours,  dans  le  cas 
actuel,  une  conséquence  des  cinq  autres. 

Si,  en  effet,  l'on  mène,  par  le  point  m  de  (S)  qui  sert  de  repré- 
sentation sphérique  à  la  droite  {d)  tangente  en  M  à  (0).  un 
trièdre  (Ti)  ayant  ses  axes  parallèles  à  ceux  de  (T),  ce  trièdre 
aura  son  axe  des  x  normal  en  m  à  la  sphère  (S);  et,  comme  il  a 
les  mêmes  rotations  que  le  trièdre  (T),  il  suffit  de  faire  une  per- 
mutation circulaire  pour  reconnaître  que  la  première  équation  (A) 
exprime  le  fait  suivant  :  la  courbure  totale  de  (S)  est  égale  à 
l'unité.  Comme  la  formule  (2)  nous  donne  l'élément  linéaire  de 
cette  sphère,  il  n'est  donc  pas  douteux  que  la  première  équa- 
tion (A)  sera  une  conséquence  de  toutes  les  autres  et  que  nous 
pourrons  la  négliger. 

1083.  Gela  posé,  revenons  à  l'équation  (4).  Si  nous  v  rem- 
plaçons du,  dv  par  leurs  expressions 

du  =  -T-7  du  H — —7  dv  ,  dv  —  -— ,  du  -+-  -—7  di-  . 

au  (Jv  iJu  âv 

et  si  nous  égalons  les  coefficients  de  duJ-,  du' dç' ,  dv'-  dans  les 
deux  membres,  elle  se  décomposera  en  trois  équations.  Comme  r 
et  }\  sont  des  fonctions  connues  de  u  et  de  c,  ces  trois  équa- 
tions, non  seulement  nous  fourniront  les  valeurs  de  q  et  de  q^. 
mais  elles  nous  donneront  de  plus  une  relation  entre  u' .  r',  les 
fonctions  w,  v  et  leurs  dérivées  premières  par  rapport  à  m'  et  à  c'. 
Voici  comment  on  peut  obtenir  cette  relation. 
Donnons  à  l'équation  (4)  la  forme  suivante  : 

(5)       (q  (lu  H-  c/i  c/rV-  =  >'  du'-  -(-  x  f  du'  dv'  -+■  ,;,'■  dv'- 

ôu 


<)u' 


''i 


,)v  \.    ,       I    ,)u  Ov  \ 


En  écrivant  que  le  second  membre  est  un  carré  parfait,  nous 
aurons  la  relation 

(6)  r-  \u  -+-  2/v'i  A(«f,  v)  -H  ri  \{v)  —  i, 
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le  symbole  AO  élanl  le  paramétre  ditlérentiel  du  premier  ordre 

,>(  —  \'  —  ,  -^^    '^^       J  ^^  \' 
K7)  ^^= 


eg—p- 

relatif  à  F  élément  linéaire  de  la  sphère  (S). 

Quand  la  relation  (6)  sera  vérifiée,  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (5)  sera  un  carré  parfait 

(Qc^m'-+-Q,  «/^■')^ 

où  Q  et  Q,  seront  des  fonctions  connues  de 'a',  f',  de  a,  v  et  de 
leurs  dérivées  premières.  Les  rotations  q  et  ^i  seront  déterminées 
par  l'identité 

q  (lu  -!-  «/i  f/p-  =  Q  du  -¥-  Qi  dv', 

qui  donnera 

du  dv         -. 

(8)  l 

au  i)v         ^ 

On  déduit  de  là  les  valeurs  de  q  et  de  ^|.  Ces  valeurs  donnent 
lieu  à  l'identité  suivante 

<^Q  _  ^  —  ( ^1  _ 'hl\  ( '^"^  '^^'  _  ^"  èl\ 

t't'         au         \  àv         au  )  \àu'  àv'        àv'  du'} 

dont  la  vérification  n'offre  aucune  difticulté. 

Les  valeurs  de  q  et  de  q^  une  fois  obtenues,  il  n'y  a  plus  qu'à 
les  porter  dans  les  équations  (A),  qui  se  réduisent  aui  suivantes, 
si  l'on  tient  compte  de  la  remarque  faite  plus  haut, 

'   >)q         dqx  O'z         ')zi 

ov         Ou  <h-         Ou 

(lo)  \  dr        dr^  >h.        dr.i 

p^t\  —  ^./>i  =qli—:.qi- 

Les  deux  premières  de  droite  servent  de  définition  à  r  et  à  ri  ; 
les  trois  autres  contiennent  le>  deux  rotations/»,  p^  que  l'on  peut 
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éliminer;  et  il  reste  l'unique  équation 


ôq 

()qy 
(ht 

f)r 

àr, 

àv 

Ju 

—  qi 

Si  l'on  remplace  g.  c/.,  -—-  '■ —  —-par  leurs  valeurs  déduites  des 

équations  (8)  et  (9).  on  sera  conduit  à  une  nouvelle  relation 
entre  u,  v  et  leurs  dérivées  par  rapport  à  m'  et  à  v  .  Cette  équation, 
jointe  à  celle  (6)  que  nous  avons  obtenue,  donnera  toutes  les 
relations  nécessaires  entre  les  variables  m,  p,  u\  v' .  Mais  elle  sera 
cette  fois  du  second  ordre  par  rapport  aux  dérivées  de  u  et  de  r. 

1084.  D'ailleurs,  lorsqu'on  aura  les  expressions  de  a,  v  en 
fonction  de  u\  v' .  la  surface  (0)  s'obtiendra  par  de  simples  qua- 
dratures, pourvu  que  le  système  de  coordonnées  u' ,  v'  soit  choisi, 
sur  la  sphère  (S),  de  telle  manière  que  l'on  connaisse  les  expres- 
sions de  «,  a  .  <("  en  fonction  de  u'  et  p'.  Dans  cette  hypothèse, 
en  effet,  les  formules  (3)  nous  feront  connaître  h^  6',  b"  en 
fonction  des  dérivées  premières  de  a,  a',  a",  et  la  surface  (0)  sera 
définie  par  les  formules 


(12) 


du  -H  ;i  c/c  )  -i-  l)(■r^  du  H-  r,  i  dv  ). 
du  -H  ;i  d\'  )  -H  />'(r,  du  H-  r^  i  f/r), 
du  -i-  ;]  l'A'  j  H-  //'(  T^du  -f-  T,  I  cA). 


Les  deux  équations  qui  déterminent  m  et  p  en  fonction  de  w'  et 
de  p'  sont,  en  général,  assez  compliquées.  On  les  ramène  à  la  forme 
la  plus  simple  qu'elles  puissent  recevoir  à  l'aide  de  l'artifice 
suivant. 


1085.  Supposons  d'abord  que  les  droites  {d)  aient  été  données 
a  priori,  c'est-à-dire  que  l'on  ait  indiqué  d'une  manière  précise 
comment  le  triédre  (T)  est  rattaché  à  la  surface  (0).  Cherchons 
sur   cette    surface   les   courbes  (K)   définies  par  l'équation  difi'é- 


DERNIÈRES   RECHERCHES.  343 

rentielle 

(i3)  r  iJu  -r-  /•]  dv  ^  o. 

c'est-à-dire  les  courbes  telles  que.  lorsqu'on  se  déplace  suivant 
Tune  d'elles,  la  composante  de  la  rotation  du  irièdre  autour  de  la 
normale  soit  nulle.  On  peut  interpréter  géométriquement  cette 
condition. 

En  effet,  les  formules  (3),  qui  donnent  les  différentielles  de  a, 
a',  a",  nous  montrent  que,  si  l'équation  (i3)  est  vérifiée,  la  sur- 
face réglée  engendrée  par  l'axe  des  x  du  triédre  (T)  a  son  plan 
tangent  à  1  infini  perpendiculaire  à  l'axe  des  r  de  ce  triédre.  c'est- 
à-dire  normal  au  plan  langent  de  (6).  Donc  les  courbes  définies 
par  l'équation  différentielle  (i3)  sont  les  lignes  de  striction  des 
surfaces  réglées  engendrées  par  l'axe  des  x  du  triédre  iT»,  et  nous 
pouvons  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Étant  donnée  une  congruence  formée  de  droites  (d)  tan- 
gentes à  une  sur/ace  (B),  si  Uon  veut  assembler  ces  droites  en 
sur/aces  réglées  dont  les  lignes  de  striction  soient  sur  la 
surface  (8),  il  faudra  intégrer  une  équation  différentielle  du 
premier  ordre,  qui  fera  connaître  ces  lignes  de  striction.  Cette 
équation  ne  changera  pa^  de  forme  quand  la  surface  {%)  se 
déformera  en  entraînant  les  droites  de  la  congruence. 

Il  résulte  de  la  méthode  suivie  que  ces  lignes  de  striction 
subsisteront  si,  à  chaque  droite  {d)  de  la  congruence,  on  substitue, 
dans  le  même  plan  tangent  de  (6),  une  autre  droite  {d')  faisant 
avec  (d)  un  angle  qui  demeure  constant  sur  chaque  ligne  de  stric- 
tion, car  alors  les  triédres  relatifs  aux  droites  \d)  et  {d')  auront 
les  mêmes  rotations. 

Au  lieu  de  donner  la  congruence  formée  par  les  droites  (d) 
supposons  que  l'on  donne  les  lignes  de  striction  (Ki.  Nous  allons 
voir  que,  pour  déterminer  la  congruence,  il  ne  sera  pas  nécessaire 
celte  fois  d'intégrer  une  équation  différentielle  :  il  suffira  d'effec- 
tuer une  quadrature. 

Employons,  en  effet,  un  triédre  (Ti  rattaché  à  (6)  d'une 
manière  arbitraire,  mais  connue;  et  déterminons  la  droite  id)  de 
la  congruence  qui  passe  en  un  point  M  de  (©)  par  1  angle  a  qu'elle 
fait  avec  Taxe  des  x  du  triédre.  Lorsqu'on  se  déplace  sur  une  des 
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lignes  (K)  dounées,  la  droite  (d)  engendre  une  surface  réglée. 
Délerminons  le  plan  tangent  à  l'infini  de  celle  surface.  Pour  cela, 
menons  par  un  point  fixe  O  une  droite  Om  de  longueur  i, 
parallèle  à  {d);  et  rapportons  celte  droite  à  un  Irièdre  (T'),  de 
sommet  O,  parallèle  au  trièdre  (T).  Le  point  m  ayant  pour  coor- 
données relatives  à  ce  Irièdre 


les  projections  de  son  déplacement  seront 

—  «ina(r/a  -i-  ;■  du  -+-  i\  di>), 
cos  a  (  <5^x  -H  r  du  -k-  ri  dv  ), 
{p  du  ■+-  jOi  dv )  sin  a  —  (  q  du  -+-  qy  dv )  cos  y.. 

Pour  que  la  courbe  (R)  décrite  par  le  point  M  de  (0)  soit  ligne 
de  striction  de  la  surface  réglée  engendrée  par  la  droite  (c?),  il 
faut  que  le  déplacement  précédent  soit  normal  au  plan  des  xy^ 
c'est-à-dire  que  l'on  ait 

(i4)  dy.  -\-  r  du  -v-  i\  dv  =  o. 

Cette  équation  met  immédiatement  en  évidence  le  résultat 
énoncé.  On  aura 


/' 


(l5)  a  = —    1   r  du  H-  ri  dv, 

l'intégrale  étant  prise  suivant  l'une  quelconque  des  courbes  (K). 
La  constante  qu'il  faudra  lui  ajouter  pourra  varier  quand  on 
passera  de  l'une  de  ces  courbes  à  une  autre.  Si,  par  exemple,  on  a 
choisi  le  système  de  coordonnées  curvilignes  de  telle  manière  que 
les  courbes  (K)  soient  définies  par  l'équation 

u  =  const., 
on  aura 

a  =  —  /     i\  dv  -f-  9  (  ?<  ), 

(p(a)  étant  une  fonction  arbitraire  de  u. 

1086.  Les  remarques  précédentes  établissent  implicitement  cer- 
taines propriétés  intéressantes  delà  ligne  de  striction  d'une  surface 
réglée.  On  savait  déjà  que  celte  ligne  conserve  sa  définition  quand 
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la  surface  se  déforme  de  telle  raaaiére  que  ses  génératrices 
demeurent  rectillgnes.  Nous  vovons  maintenant  que,  si  l'on  inscrit 
suivant  la  ligne  de  striction  une  surface  quelconque  (0)  tangente 
à  la  surface  réglée,  on  pourra  déformer  cette  surface  de  telle 
manière  qu'elle  entraîne  dans  ses  plans  tangents  les  génératrices  de 
la  surface  réglée  sans  que  la  ligne  de  contact  cesse  d'être  la  ligne 
de  striction.  Cette  nouvelle  proposition  comprend  la  précédente, 
car  la  surface  (0)  peut  se  réduire  à  la  surface  réglée  elle-même; 
il  serait  d'ailleurs  aisé  de  la  démontrer  par  une  voie  entièrement 
géométrique.  Elle  conduit  à  la  conséquence  suivante  : 

Soit  (K.)  une  courbe  quelconque  tracée  sur  (0);  proposons-nous 
de  déterminer  les  surfaces  réglées,  tangentes  à  (0).  dont  elle  est 
la  ligne  de  striction.  Nous  substituerons  à  la  surface  (0*)  la 
développable  (A)  circonscrite  à  (0)  suivant  la  courbe  (K>,  et  nous 
effectuerons  le  développement  de  (A)  sur  un  plan.  I.a  courbe  (K) 
se  transformera  ainsi  en  une  courbe  plane  (K').  Les  généra- 
trices {d)  de  la  surface  réglée  deviendront  des  droites  (d').  situées 
dans  le  plan  de  (K'i  et  passant  par  ses  différents  points.  Pour  que 
la  courbe  (K')  puisse  être  regardée  comme  une  ligne  de  striction 
pour  la  surface  réglée  engendrée  par  ces  droites  («?'),  il  faudra 
(jumelles  soient  toutes  parallèles.  Car,  si  elles  se  coupaient  à 
distance  tînie,  le  plan  tangent  à  l'infini  de  la  surface  réglée  coïn- 
ciderait avec  le  plan  de  (K);  tandis  que,  dans  le  cas  où  les  droites 
sont  toutes  parallèles,  ce  plan  tangent  est  indéterminé  et  peut  être 
considéré  comme  perpendiculaire  au  plan  de  (K'i.  Nous  sommes 
donc  conduits  à  la  construction  suivante  : 

Etant  donnée  une  courbe  (K)  située  sur  une  surface  (0), 
pour  obtenir  les  surfaces  réglées,  tangentes  à  (0)  suivant  cette 
courbe,  dont  elle  est  la  ligne  de  striction,  on  circonscrira 
une  développable  à  la  surface  {S)  suivant  la  courbe  (K);  puis 
on  déformera  cette  développable  de  telle  manière  que,  ses 
génératrices  demeurant  rectilignes.  elle  vienne  s'appliquer 
sur  un  plan.  La  courbe  (R)  sera  ainsi  transformée  en  une 
courbe  (K').  Si,  par  les  différents  points  de  cette  courbe  plane, 
on  mène  des  parallèles  (d)  à  une  direction  quelconque,  ces 
parallèles  seront  les  transformées  des  génératrices  recti- 
lignes {d)  de  la  surface  cherchée. 
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Au  lieu  d'employer  la  Géométrie,  on  peut  aussi,  pour  retrouver 
ces  résultats,  remarquer  que,  si  l'on  introduit  le  rayon  de  cour- 
bure géodésique  p,.  de  (R),  l'équation  fondamentale  (i4)  peut 
s'écrire 

7/  \  ^^■'^ 

les  notations  du  Livre  V,  Chapitre  IV,  étant  conservées,  a  —  w 
est  l'angle  que  fait  la  droite  cherchée  avec  la  courbe  (K),  si  nous 
le  désignons  par  I,  on  a 

(iC)  r/I=-'^% 

de  sorte  que  la  théorie  actuelle  nous  donne  une  interprétation 
géométrique  élégante  de  l'angle  de  contingence  géodésique.  En 
particulier,  les  propositions  démontrées  au  u"  737  et  dues  à 
M.  Bonnet  sont  ramenées  à  leur  véritable  origine;  la  formule  (44) 
de  ce  numéro  est  d'ailleurs  identique,  aux  notations  près,  à  celle 
que  nous  venons  d'indiquer. 

1087.  Prévenons  maintenant  à  la  question  que  nous  avons  à 
traiter,  et  supposons  que  l'on  ait  pris  sur  la  surface  (0)  une  famille 
quelconque  de  courbes  (K).  Associons-leur  une  seconde  famille  de 
courbes  (^L),  qui  détermineront  avec  les  premières  un  système  de 
coordonnées  curvilignes  u  et  ç,  le  paramètre  u  étant  celui  qui 
convient  aux  courbes  (K).  Je  dis  d'abord  que  l'on  peut  toujours 
déterminer  les  courbes  (L)  de  telle  manière  que,  si  l'on  fait  corres- 
pondre au  point  de  (0)  un  point  d'un  plan  (P)  de  coordonnées 
rectilignes  u  et  c,  la  courbure  d'une  portion  quelconque  de  (0) 
soit  égale  à  l'aire  de  la  portion  correspondante  du  plan  (P). 

Comme  la  courbure  est  représentée  (n'"*  490  à  499)  par  l'intégrale 

double 

'  f)r         i)r\ 


Jl 


du  fh\ 


il  faudra  que  l'on  ait 

,  dr         ()r\ 

('"•  à.  -du 
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Or.  si  l  on  a  clioisi  arbitrairement  les  courbes  (LV  on  aura 
Changeons  les  courbes  de  paramètre  v.  c'est-à-dire  posons 

i"  =^  z<  II.  r^: 

/•".  r"  désignant  les  nouvelles  rotations,  on  devra  avoir 

/•  '  r/ii  ~  r'\  (lv'>  =  /•  du  -t-  ri  di\ 
ce  qui  donnera 

'Ju  àv 

et,  par  suite. 

')r        àr,  _  I  /ir-        Or'^  \  àv* 


àv         du         \  ffr" 


i)r^  \  àv 
au  I  àv 


On  doit  avoir,  avec  le  nouveau  système  de  coordonn»'es  ii.  (", 

àr'         àr"  

àv  au 

Donc  l'équation  précédente  nous  donnera 

àv  ^ 

-7-  =  / 1  "-  »  '- 
àv        ' 

OU 


(•(   désignant  une  constante:  de   sorte  que.  par  une  simple  qua- 
drature, la  question  proposée  sera  résolue. 

Ainsi,  en  laissant  entièrement  arbitraires  les  courbes  de  para- 
mètre u.  on  peut  toujours  réaliser  la  condition 

àr        art  

ài-'        au 

Il  existera  donc  alors  une  fonction  a,  déterminée  à  une  constante 
prés  et  satisfaisant  aux  deux  équations 

àx  ài. 

(19)  à7c^''  =  '^       T.  ^ ''  =  ''•  ^ 
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Or,  si  l'on  substitue  au  trièdre  (T)  choisi  primitivement  un 
autre  trièdre  dont  l'axe  des  x  fasse  avec  le  premier  l'angle  cf.  défini 
par  les  deux  relations  précédentes,  les  premiers  membres  de  ces 
relations  seront  les  rotations  nouvelles  de  ce  trièdre  autour  de 
l'axe  des  z.  On  peut  donc,  par  de  simples  quadratures.,  et  en 
laissant  entièrement  arbitraires  les  courbes  de  paramètre  u, 
réaliser  les  deux  conditions 

(20)  /•  =  f ,  ri  =  o. 

Alors  les  lignes  de  paramètre  u  seront  lignes  de  striction 
pour  les  surfaces  réglées  qui  sont  engendrées  par  Vaxe  des  x 
{ou  par  Vaxe  des  y)  du  trièdre  (T)  lorsque  le  sommet  du 
trièdre  se  déplace  suivant  une  de  ces  courbes. 

1088.  Avec  ce  système  de  coordonnées,  la  première  des  deux 
équations  (6)  et  (  i  i),  qui  déterminent  u  et  v  en  fonction  de  u'  et 
de  i'',  se  ramène  à  la  forme  simple 

(21)  (,-2^    ~-, 

de  sorte  qu'elle  permet  d'exprimer  ç  en  fonction  de  u.  La  valeur 
de  p,  portée  dans  l'équation  (i  i),  donnera  une  équation,  nécessaire 
et  suffisante,  qui  déterminera  u.  Il  est  facile  de  reconnaître  que 
cette  équation  est  du  second  ordre  et  de  la  former,  en  employant 
les  paramètres  différentiels  pour  abréger  les  calculs. 

Reprenons  à  cet  effet  l'élément  linéaire  de  la  sphère  (S),  défini 

par  l'équation 

ds'-  =  e  du --h  2  f  du'  dv' -\-  ,^-  di'''^, 

et  formons  les  paramètres  différentiels  de  u.  relatifs  à  cet  élé- 
ment. Par  suite  des  propriétés  d'invariance  de  ces  paramètres,  on 
pourra  écrire  l'élément  linéaire  avec  les  variables  u  et  c,  ce  qui 
donnera,  en  tenant  compte  des  relations  (4)  et  (20), 

(  22  )  ds'-  =  (■-  du-  -h  ((/  du  -+-  q  \  dv  )- , 

puis  former  les  paramètres  différentiels  avec  ces  variables  u  et  v. 
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On  aura,  0.  n  désigiianl  des  fonctions  quelconques, 

„,      '   ,  ^  I    f)b  an  I      /     àh  à%\/    fh  à7\ 

■  «Zr  '^t'  àv        i-^qi  \^  ai-  ^    àii/\^  àv       ^    au  J 

t         \   f,  _  _I_    'i   I  (Ji  àb         Ç  àb\  I       à  /  i^'-i-  q-  àb         q  â*)  \ 

iqi  ')i(  \  (•   àii         V  ôv I  vqi  àv\      vqi       Ov         v  Ou ) 

Et  l'on  déduit  de  là  immédiatement  lôquation  (21)  donnée  plus 

haut.  Appliquant  aussi  la  seconde  formule  aux  deux  fonctions  a 

et  u,  on  trouvera 

i      /    >)a  i)u 

A(  a,  U}= :; —  [q- '/i  l"  )  • 

ou,  en  remplaçant  ^- 5  -j-  parleurs  expressions  connues,  déduites 
des  formules  (3), 

Oa        J  Oa        , 

et  tenant  compte  des  équations  (20) 

I  .>4  '  A  =  i-  A'  o.  Il  ■. 

Ainsi,   quand  u   sera  connue,  les  coordonnées  du  point  de  la 
surface  cherchée  (9)  seront  définies  par  les  quadratures 

iX  =   f  ft  {l  (fil  -+-  ri  f/^'  »  —  <■  A(  a,  u){^■r^  du  -+-  t,,  rfr;. 
Y  =    /  «'(;  du  -r-  ^1  </i-  1  —  (•  A(a'.  u}{r,  du  -t-  t,i  dv). 
Z  =    /  «'(^  du  -t-  ;i  (A-  )  -r-  (•  A(  «'j  ^<)(T,  du  -t-  t,i  ^p). 
Tout  est  donc  ramené  à  la  détermination  de  u.  Or  on  a 


et  enfin 


(27)  '      a({fi  —  -J— 
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'j{u)  étant  l'invariant  défini  au  n"  707  et  exprimé  en  fonction  des 
précédents  par  la  formule 

,    „,  lia  —  -îK  u.  \u)  \oU 

(28)  -:/(=  — '—■ 

i  A  II 

Il  n'y  a  plus  qu'à  adjoindre  la  dernière  des  relatious  (10).  écrite 
sous  la  forme 


et  à  remplacer,  dans  celte  nouvelle  équation,  les  rapports      ?  —5 
-—  par  leurs  valeurs,  que  l'on  déduira  des  équations  (26)  et  (2-), 


(  29  )  r,  I  0:  (  M  )  H ^  A2  î<  -H  -r ' — — —  Ai//.  A  //  i  =  <>. 


à  laquelle  devra  satisfaire  u.  H  faudra  y  remplacer  partout,  et  en 
particulier  dans  les  expressions   des  translations  ;,  /;.  ;,,  rj,,   la 

variable  v  par  sa  valeur  — —•  Ces  translations  satisfont  à  deux  des 
\  A'/ 

équations  (10)  qui  deviennent  ici 

(3o)  S 

I  ^)r,         (h,\   _  ^ 

[rh--  7F,    -        ''■'■ 

1081).  Pour  faire  des  applications  de  sa  méthode,  M.  Weingarteu 
a  choisi  sur  la  sphère  (S)  le  système  de  coordonnées  symétriques 
pour  lequel  on  a 

■/■-!-)'  ,       n|-  — ./■')  „       ./'i' -H  I 

(  ^  n  a  ~  ■—  1  a  =  — 5  a  —  — , 

I  -t-  ,/•)•  I  -H  .r\V  1  -f-  .'■} 

l'élément  linéaire  ayant  pour  expression 

(  ;}'i  )  //•v  -  =  ■ ^  • 

^      '  ^  {i  -\-  ./;-»•)- 

On    a    ici,    en    adoptant    les    notations    de    Monge    pour    les 
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dérivées. 

I      A//  =  1 1  —  ^'y}-pq-  Hit  —  (I  —  xyY'iqii-^ ps'\( pt^-r-  qs 

1      \                             *                                   ».             l'i  -T-  xkV  , 
/oo\  -i_  "  =  i.  I  ^x)- i-i.  \tji,\ii}~  î — (2pqs -hp-ti-i- q-ri 

ri-.. 

I  î  I -^  jr  r  I' 

r  -  '/    = r" — '/i/i  — J5-). 

4 

/'i  et  f,  désignant,  pour  abréger,  les  combinaisons  suivantes 

'.  34  '  'i  =  /• — 

I  —  ./T 

La  substitution  de  ces  valeurs  conduit  à  une  équation  de  la 
forme 

•. /■  —  A  M  /  —  C  '  —  I  ■>■  —  F>  us  —  B|  i  =  o. 

ou  A.  C.  B,  B,  sont  des  fonctions  dejc,y,  u,  p.  q.  M.  Weingarten, 
après  avoir  formé  cette  équation,  a  cherché  dans  quel  cas  elle 
peut  être  complètement  intégrée  par  la  méthode  de  Monge.  ce  qui 
la  conduit  aux  surfaces  applicables  sur  le  paraboloïde  de  révolu- 
tion. Mais  son  Mémoire,  couronné  par  rAcadémie  des  Sciences  (  '), 
n  étant  pas  encore  publié,  nous  nous  contenterons  des  indica- 
tions précédentes.  Nous  ferons  seulement  remarquer  que  si. 
pour  simplifier  autant  que  possible  léquation,  on  fait  les  deui 
hypothèses 

T,I  ^  «I.  T,  -i-  ;i  C-  =  n. 

on  retrouve  les  propositions  établies  dans  le  Chapitre  précédent. 
Le  résultat  des  recherches  contenues   dans  ce  Chapitre  peut 
s'énoncer  comme  il  suit  : 

Etant  donnée  une  famille  quelconque  de  courbes  (K)  tracées 
sur  une  surface  (0),  on  peut  toujours,  par  de  simples  quadra- 
tures, déterminer  toutes  les  congruences  {G)  formées  de  tan- 
gentes à  (0)  et  telles  que  les  surfaces  réglées  engendrées  par 
toutes  les  droites  de  la  congruence  ayant  leur  origine  sur  une 
des  courbes  (R  )  admettent  cette  courbe  comme  ligne  de  striction. 

t.  )  Voir  le?  Comptes  rendus,  t.  CXIX.  p.  loôo,  io5i,  décembre  iî>94-  Pour  la 
partie  analytique  et  pour  le  fond,  notre  exposition  eoïneide  a^ec  celle  de 
M.  Weingarten;  les  propriétés  géométriques  sont  nouvelles. 


352  LIVRE    Vin.    —    CHAPITRE   XIV.    —    DERNIÈRES    RECHERCHES. 

La  relation  entre  la  congruence  et  la  surface  subsiste  quand 
la  surface  se  déforme  en  entraînant  les  droites.  Si  Pon  prend 
deux  variables  indépendantes  pour  définir  la  direction  de 
chaque  droite  de  la  congruence.,  le  paramètre  de  la  famille  de 
courbes  (R)  doit  satisfaire  à  une  équation  aux  déri\>ées  par- 
tielles du  second  ordre  qui  dépendra  exclusivement  de  Vélé- 
ment  linéaire  de  (0)  et  dont  l'intégration  permet^  par  suite,  de 
déterminer  par  de  simples  quadratures  toutes  les  surfaces 
applicables  sur  la  surface  (0). 


NOTES  ET  ADDITIONS. 


NOTE  I 


SUR  LES  MÉTHODES  D'APPROXIMATIONS  SUCCESSIVES 
DANS    L\   THÉORIE    DES   ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES; 

Par  m.  Emile  PICARD. 


J'ai  consacré  plusieurs  Mémoires  à  l'application  de  méthodes 
d'approximations  successives  pour  démontrer  l'existence  et  faire  la 
recherche  des  intégrales  de  certaines  équations diflérentielles,  quand 
des  conditions  aux  lirai  tes  sont  données  qui  définissent  ces  intégrales. 
Ces  méthodes  s'appliquent  aux  équations  diflérentielles  ordinaires 
comme  aux  équations  aux  dérivées  partielles,  mais  pour  ces  dernières 
les  conditions  d'application  sont  bien  diff"érentes  suivant  que  les  équa- 
tions considérées  appartiennent  au  type  elliptique  ou  au  type  hyper- 
bolique. Les  premières  se  rencontrent  surtout  en  Physique  mathé- 
matique et  dans  la  théorie  des  fonctions:  je  ne  m'en  occuperai  pas 
dans  cette  Xote  (')•  Relativement  aux  équations  du  type  hyperbo- 

(')  Relativement  aux  théorèmes  généraux  relatifs  à  ce  cas,  nous  énoncerons 
seulement  la  proposition  smxAnte  (Journal  de  l'École  Polytechnique,  iSijo).  Soit 
l'équation  linéaire 

dr-z  dPz  d-z  dz  âz 

A  -—;    —   2B ; h  C  ^-^   -l-D- -E r-F5  =  0. 

dx-  dxdy  dy-  dx  dy 

ou  les  coefficients  sont  des  fonctions  analytiques  des  deux  variables  réelles  x 

et  y  :  toute  intégrale  de  cette  équation  bien  déterminée  et  continue  ainsi  que 

ses  dérivées  partielles  des  deux  premiers  ordres  dans  une  région  du  plan 

pour  laquelle 

B=— AC<o 

est  une  fonction  analytique  de  x  et  y.  Il  est  clair  qu'il  peut  en  être  autrement 
dans  une  région  où  B- —  AC  serait  positif. 

DARBOmc.   —  IV.  23 
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lique,  l'ulilité  de  ces  méthodes  est  d'une  double  nature.  Elles  per- 
mettent d'abord  de  faire  la  recherche  des  intégrales  en  supposant  les 
équations  différentielles  définies  seulement  pour  les  valeurs  réelles 
des  variables,  et  en  faisant  ainsi  le  minimum  d'hjpothéses  sur  ces 
équations;  c'est  là  un  point  d'un  certain  intérêt  philosophique. 

Une  conséquence  pratique  en  découle;  on  obtient,  en  général, 
pour  les  intégrales  un  champ  de  détermination  plus  étendu  qu'avec 
les  méthodes  fondées  sur  l'emploi  de  fonctions  majorantes  quand  ces 
méthodes  sont  applicables. 

1.  Rappelons  d'abord,  sans  y  insister,  les  résultats  relatifs  à 
une  équation  ordinaire  du  premier  ordre 

Sif^x,  y)  est  une  fonction  réelle  et  continue  des  deux  variables 
réelles   x   et  y,  quand  celles-ci  varient  respectivement  dans  les 

intervalles 

(x,^— a,  xo-h  a),         (jo— 6,  Jo-H  6), 

et  si,  de  plus,  il  existe  une  constante  positive  A"  telle  que 

\JXx,  y  -+-  \y)  —f{x,  y)  \<k\  \y  |, 

x,i  y  et  y  y- ^y  étant  les  intervalles  indiqués,  et  qu'enfin  M 
désigne  le  maximum  de  la  valeur  absolue  de  f{x^  y)  dans  ces 
mêmes  intervalles,  les  approximations  successives  donnent 
l'intégrale  de  l'équation  prenant  pour  x  ^  Xç^  la  valeur  jkoj  sous 
forme  de  série  convergente  dans  l'intervalle  (^o — p,  ^^o  +  p),  en 
désignant  par  p  la  plus  petite  des  deux  quantités  (  '  ) 

(i)  a     et     j^. 

M.  E,  Lindelôf,  qui  a  très  heureusement  approfondi  cette  ques- 

(')  Nous  avons  supposé  la  fonction  f{x,  y)  définie  seulement  pour  les  valeurs 
réelles  de  x  e.X.  y-  Dans  le  cas  où  f{x,y)  est  une  fonction  analytique  de  x  ety, 
holomorplie  dans  les  cercles  de  rayons  a  et  6  tracés  respectivement  autour  des 
points  Xf,  et  y^,  et  en  désignant  par  M  le"  module  maximum  de  /  dans  ces 
cercles,  les  approximations  successives  permettent  d'obtenir  l'intégrale  prenant 
pour  X  —  Xf,  la  valeur  y^  sous  forme  de  série  convergente  dans  un  cercle  de 
rayon  p  autour  de  x^  (en  désignant  par  p  la  même  quantité  que  ci-dessus).  La 
métiiode  des  fonctions  majorantes  donne  un  champ  de  convergence  moins  étendu. 
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lion  {Journal de  Math..  1894).  a  même  indiqué  un  autre  champ  de 

convergence  qui  peut  quelquefois  être  plus  étendu  que  le  précédent. 
Désignons  par  Alo  la  plus  grande  valeur  absolue  de/(x._)'o),  quand 
X  varie  de  x„ — a  k  Xa-'f  a\  un  champ  de  convergence  assurée  est 
l'intervalle  (x„ —  0  .  x„  -}-  p'),  en  désignant  par  p'  la  plus  petite  des 
deux  quantités 

I  ,      /  kb\ 

(  2  )  «et      —  lo2  (  I  -+-  ^j-  )) 

^      "  \  Mo  / 

et  p'  peut  dans  certains  cas  dépasser  p. 

Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  rappeler  que  la  première  méthode  de 
Cauchv,  telle  que  nous  la  connaissons  par  les  leçons  qu'a  rédigées 
M.  Moigno.  et  qui  a  été  depuis  reprise  par  M.  Lipschitz,  méthode 
dont  le  principe  est  de  considérer  l'équation  ditVérentielle  comme 
une  équation  aux  différences,  définissait  précisément  l'intégrale 
dans  l'intervalle  correspondant  à  (1). 

2.  Considérons  maintenant  une  équation  aux  dérivées  partielles 

de  la  forme 

4u:  à  y  \      àx    or         '  j 

Les  approximations  successives  permettent,  entre  autres 
problèmes,  de  former  1  intégrale  d'une  telle  équation  se  réduisant, 
pour  j?  =  a7oj  à  une  fonction  donnée  de  y^  et  pour  y  :=yo  à  une 
fonction  donnée  de  x.  Je  prendrai  d'abord  le  cas  de  l'équation 

linéaire 

<r-  z         ôz      .  âz 

^  fl  ^  -~-  o  ~, ~  cz. 


<)x  i)y  i).c  ày 

OÙ  a,  b.  c  sont  des  fonctions  des  deux  variables  réelles  x  et  y. 
Nous  les  supposerons  continues  à  l'intérieur  et  sur  le  périmètre 
d'un  rectangle  R  de  côtés  y.  et  3  parallèles  aux  axes  et  dont 
(Xo,  y»)  sera  le  sommet  de  moindres  abscisse  et  ordonnée.  On 
veut  trouver  l'intégrale  de  cette  équation  se  réduisant  pour 
_^=>-o  à  <o{x)  et  pour  x  =  Xo  à  'J'(r)'  La  fonction  o{x)  est 
continue  de  a:©  à  Xo-h  a,  et<}y(v)  est  continue  de  Vq  àj'o+  P\  on 
a,  bien  entendu.  o^Xi,^  =  if  t..^  et  les  deux  fonctions  9  et  tj;  ont 
des  dérivées  premières  continues. 

Envisageons,  en  premier  lieu,  l'équation 

ax  a  y 
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onf[x,y)  est  une  fonction  donnée.  La  fonction 


z  =  j    j    f{x.y)dxdy 


est  l'intégrale  de  cette  équation  s'annulant,  pour  a?  =  ^Tq,  quel  que 
soit  y,  et  pour  yz=:y^^  quel  que  soit  x.  Ceci  posé,  nous  formons 
les  équations  successives 

à'^  Z\ 


o. 


âx  ày 

ffizi  Ozi        ,  âzi 

=  a  -j—  -+-  b  -T V-  cz\, 


Ox  dy  âx  dy 


d^Zn  dz„-^  ,  dZn-\ 

a    ; h    h   ; h  CZn—'i  ■ 


dx  dy  dx  dy 

On  intégrera  la  première  équation  en  cherchant  son  intégrale  z^ 
se  réduisant  à  cp(^)  pour  jk  =  yo  6t  à  ']'{x)  pour  x  =  a7„,  intégrale 
qui  est  visiblement 

Zi  =  3)(x)-^<>(j)  — 'f  (a^o). 

Pour  toutes  les  autres  fonctions  Zn  {n  >  i),  elles  sont  supposées 
se  réduire  à  zéro  pour  ^  =  ip„  quel  que  soit  y.  et  pour  yi=yQ 
quel  que  soit  x. 

Nous  allons  montrer  dans  un  moment  que  les  séries 


^1  -+-     X.-2  -H  .  . 

.  .-+-     X.,1 

dz\        àz-i 
dx         dx 

dZn 

■-^   dx 

dzi        dz2 
dy         dy 

dZn 

sont  uniformément  convergentes  dans  le  rectangle  R.  Ce  point 
admis,  on  voit  sans  peine  que  la  fonction 

L  :^  Z\  -t-  ^2  -H  .  .  .  —H  Zn  ■+■  •  •  • 

est    Vintégrale    cherchée.    On    tire,    en    effet,    des    équations 
précédentes 

^1  -H  /S2 -!-•••-+-  .^^ 

4-    /       /        a— ^-^ —  -\-b— -^ ^  c{z-^-\-...-^  Zn-\)\dxdy 
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d'où  l'on  conclut  à  la  limite,  en  s'appuvant  sur  la  convergence 
uniforme  des  séries  écrites  plus  haut, 


Z  =  ç  '  .r  !  -t-  !»  I  »  I  —  9  (  J^.i  ) 
et  enfin 


X^X^bÈ^^f^''^]'^''^ 


rPZ  ÔZ  ^r)Z 

=  «  -; 1-  o •-  c L. 


f)x  à  Y  >)x  fJy 

Abordons  donc  la  question  de  convergence.  Je  désigne  par  M  le 
maximum  de 

a- H  6  — H  cj|  Il 

I      ox  oy  i 

dans  R,  et  par  k  le  module  maximum  de  a.  h.  c  dans  ce  même 
rectangle,  et  je  considère  le  système 

i?l^  ==  M. 

dx  dy 

à^Uo  ,     àui  ,     âui  , 

-—f-  =  A-   — —    -+-  A    _—     H-  A«,. 
àx  oy  ox  ay 

^—  =  K — H  K 7 h  AM„_i, 

ax  oy  ox  <)y 

tous  les  u  s'annulant  pour  jr  =  j:„  quel  que  soit  j>',  et  pour  ^  =  ^0 
quel  que  soit  x. 

Si  nous  prouvons  la  convergence  uniforme  de  la  série 


la  convergence  de  la  série  des  ^  en  résultera  immédiatement,  car 

|-ni<  i  Un-\\'   Or.   soit 


on  aura 


Un  =  A"-'  l  „, 

•tx  f)y 

=  M. 

^r. 

.)\\           ,A, 

ôx  ày  i)x  ôy 

Si  la  série  des  «  est  convergente,  la  série 

(4)  L  ,  H- AUî -(- . . . -f- A"  L  „+, -+- 
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représentera  l'intégrale  de  réquation 

il.l- ()\  (IX  (lY 

s'annulant  pour  .27  =  .2?,,,  quel  que  soit  r,  etpoury=j'„,  quelque 
soit  X.  Or  si  nous  montrons  que,  pour  l'équation  précédente, 
l'intégrale  satisfaisant  à  ces  conditions  initiales,  est  une  fonction 
holomorphe  de  k  pour  toute  valeur  de  A,  la  convergence  de  la 
série  (3)  sera  établie,  car  cette  intégrale  devra  nécessairement 
avoir  la  forme  (4)- 

Or  l'équation  (5)  est  facile  à  discuter.   Prenant  a7„=r„  =  o, 
nous  poserons 

L'équation  (5)  devient 

(6)  4^  =  (  1^'-  -^  k)  V  -+-  M  e-^i-f+.r) . 

(IX  ()y 

L'application  des  approximations  successives  à  cette  dernière 
équation  est  immédiate.  On  a  à  considérer  les  équations 


()X  ()y 
f)x  ây 

à-' y,, 

,)x  ()y 


tous  les  V  s'annulant  pour  ^  r=:  o,  ainsi  que  pour  y  =  o.  En 
désignant  par  N  la  valeur  absolue  maxima  de  V^  dans  R,  on  aura 

,    ^  (A-^+ A-V'.r"j" 

d'où  l'on  déduit  de  suite  la  convergence  de  la  série 

Vo  H-  V, +...-+•¥„ -4-.  .  ., 

qui  représente  l'intégrale  cherchée  de  l'équation  (6).  La  méthode 
des  approximations  successives  donne  donc  pour  l'équation  (6) 
une  série  convergente,  quand  {x,  y)  est  dans  R.  Chacun  des 
termes  de  cette  série  est  une  fonction  holomorphe  de  k,  et  la  série 
converge  uniformément,  quel  que  soit  /r,  dans  un  domaine  fini 
quelconque  du  plan  de  cette  variable.  L'intégrale  V  de  (6)  est 
donc  une  fonction  entière  de  /r,  et  il  en  est  alors  de  même  de 
l'intégrale  U  de  (5),  comme  nous  voulions  l'établir.  Les  mêmes 
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raisonnements  sont  valables  pour  les  séries  formées  avec  les 
dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

3.   Passons  au  cas  de  l'équation  non  linéaire 

Jl±.  =  p(j.    y    -   '^±,  '^\. 
âx  ày  \      '      "    ').r     à  y  / 

Nous  abrégerons  l'exposition,  sans  diminuer  la  généralité,  en 
supposant  que  z  z=  o  pour  x  =  o.  et  aussi  pour  >'^o.  Il  suffit 
évidemment  pour  cela  de  remplacer  z  par 

-  -H  [  o(j:^  -f-  •i(y)  —  5(Xo)]. 

Ceci  posé,  nous  admettons  que  la  fonction 

F(j-.  y.  z.  u.  v) 

est  continue  quand  (x,  y )  est  dans  R,  quand  :?  varie  entre  —  a  et 
H-  «,  et  que  //  et  i-  varient  entre  —  b  el  -r  0.  De  plus,  pour  jc.  v, 
z,  u  et  v  dans  ces  intervalles,  on  a 

\F{x,y,  z',  u'.  v')  —  F (x.  >'.-.«.  f)' <  Al    :;  — -   — A";  a'  —  u\-^kz\i>' — ci, 

les  k  étant  des  constantes  positives.  Soit  enfin  M  le  maximum  de  la 
valeur  absolue  de  F  dans  la  région  où  cette  fonction  est  définie. 
On  considère  les  équations  successives 


âx  ày 


=  F(x.  ».  o.  o.  oV 


'V^--         p,/  àz,    Oz,\ 


fj-z„  /  àz„-,     <)z„^x\ 

.        .       =F(X,  J',  Zn-l-  —, • )■> 

Ox  ày  \       •'  àx  iJy     / 

les  ;  s'annulant  tous  pour  x  =  a,\,,  quel  que  soit  j>^.  et  pour  y  =  l© 
quel  que  soit  x.  On  sera  assuré  que 

_  ^       àz,,         ÔZ„ 

Zn-      ~~i — •       ~; — 

àx         ày 

restent  compris  dans  les  limites  indiquées,  si  (ic,j')  est  à  l'intérieur 
d'un  rectangle  compris  dans  R,  ayant  pour  sommet  {x^^  j'o),  et 
dont  les  côtés  o  et  &'  satisfont  aux  inégalités 

(7)  M?p'<rt.         Mp<6,         M?'<6. 

Nous  supposerons  d'ailleurs  que  p  et  p'  sont  au  plus  égaux  aux 
côlés  a  et  'l  du  rectangle  R. 
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Dans  ces  conditions  la  série 

.3 1  -|-  Z'-i  -+-  .  .  .  -t-  Z /,  -+-  .  .  . 

représentera  l'intégrale  cherchée.  On  est,  en  ettet,  ramené 
immédiatement  au  cas  de  l'équation  linéaire,  en  considérant  les 
équations 

^^  =  l.(......  0,0,0), 

à-(z-^  —  Z\)        .,/  àzi     à 


()x  f)y 


J  àz,     àzA        ,,^ 


et  en  leur  substituant  les  équations  linéaires 

=   /.'l  «„_i  -1-   kl   ; 1-  AT;;  ■ 


âx  ()y  '     <)x  "     ()}■ 

La  convergence  de  la  suite  déduite  de  ces  dernières  équations 
entraîne  immédiatement  la  convergence  de  la  série  des  z  dans  le 
rectangle  (p,  p'),  et  lo  problème  est  par  suite  résolu.  L'intégrale 
est  déterminée  dans  le  rectangle  (p,  p'). 

4.  Il  est  remarquable  que,  dans  la  question  précédente,  les 
limites  trouvées  pour  p  et  p'  ne  dépendent  pas  des  constantes  /..  Il 
faut  cependant  que  l'on  soit  assuré  de  l'existence  de  ces  constantes 
pour  que  le  raisonnement  soit  variable.  Un  cas  intéressant  est 
celui  où  la  fonction 

i^X-p,  j)  ^5  «.'  ^) 

serait  déterminée  et  continue  pour  toute  valeur  réelle  de  g,  m  et  p 
[le  point  [x^  y)  étant  dans  le  rectangle  R]  et  où  cette  fonction 
aurait  des  dérivées  premières 

()¥       àV       ()¥ 
àz'      .h,'      Ih^' 

restant  en  valeur  absolue  moindre  qu'un  nombre  fixe  dans  les 
mêmes  conditions. 

Nous  n'aurons  pas  alors  à  nous  préoccuper  des  inégalités  (7), 
puisque  la  fonction  F  est  déterminée  pour  toute  valeur  de  z^  u.v; 
par  suite,  dans  ce  cas,  la  série  représentant  V intégrale 
convergera  dans  R. 
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Ainsi,  par  exemple,  IVquation 

ffi  z  àz        ,  àz 

- — r-  =  «  -t H  6  -, h  c  sin  ::;. 

axo\  ax  ov 

OÙ  a,  6,  c  sont  des  fonctions  continues  de  x  et  >  dans  le  rectangle  R, 
admettra  ce  rectangle  même  comme  champ  de  convergence  pour  la 
série  donnée  par  les  approximations  successives.  On  sait  que 
l'équation 

f)-  z 

=  s  I  n 


r)-Z 

âx  àv 


se  rencontre  dans  la  théorie  des  surfaces  à  courbure  constante,  et. 
dans  ses  leçons  de  Géométrie  différentielle,  M.  Bianchi  s'est  servi 
des  approximations  successives  appliquées  à  cette  équation  pour 
traiter  un  intéressant  problème  de  Géométrie. 

5.  Bien  d'autres  problèmes  concernant  les  équations  précédentes 
pourraient  être  traités  par  une  autre  voie  analogue.  Pour  indiquer 
au  moins  un  nouvel  exemple  reprenons  l'équation  linéaire 

d'-z  f)z       ,  àz 

- — —  =  «  —  -4-  6  —   -t-  C-. 
ijjc  a  y  ax  a  y 

et  construisons  sur  Ox  et  Or  ifig'  89)  le  carré  OABC  de  côtés 
OA  =  OC  =  «, 

Fig.  S.,. 


que  nous  désignerons  par  R.  On  se  donne  la  valeur  d'une  inté- 
grale :?  sur  OA  et  sur  OB;  on  aura  ainsi 

:;  =  /'(  X  )         pour  y  =  o, 

3  =  ç  (  x)         iX)ur  y  =  X  : 

/'(x)  et  q{x)  sont  deux  fonctions  continues  ainsi  que  leurs 
dérivées  du  premier  ordre;  elles  sont  définies  de  x  =^  o  à x  =^  a,  el 
l'on  a,  bien  entendu, y"(o)  =  0(0).  L'intégrale  de  l'équation 

rP-Z 

=  o. 

»  âx  àj 
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satisfaisanl  à  ces  conditions  initiales,  sera  évidemment 

Ensuite,  en  désignant  par  P(.3?,  y)  une  fonction  donnée  de  x  et 
de  jK  dans  le  carré  R,  l'intégrale  de  l'équation 

'^-  il 
s'annulant  sur  OA  et  sur  OB,  ser.t 

le  champ  d'intégration  est  le  rectangle  MPQR,  en  désignant  par  M 
le  point  [x,  y). 

Formons  alors,  comme  précédemment,  le  système 

âx  ây 

à-Zi    _      dzi        .  àZi 
dx  dy  dx  ày  ' 


à-Zn  àZn-\  ,   àz„^i 


dx  à  y  dx  à  y 

On  intègre  la  première  avec  les  conditions 

^1  =  y'(.r)     pour  y  =  0         et  Si  =  o(i!7)     pour  y  =  .r, 

et  pour  n  supérieur  à  un^  on  prend 

Zn  =  o     pour  y  =  o         et         z,i  =  o     pour  y  =  x. 

Des  considérations  analogues  à  celles  que  nous  avons  employées 
ci-dessus  permettent  aisément  d'établir  que  la  série 

Sl-(-  Z-2-4-.  .  .-+-  .3,,-f-.  .  . 

converge  uniformément  dans  R,  et  représente  l'intégrale  cherchée. 

6.  Gomme  exemple  d'équations  d'ordre  supérieur  au  second, 
pour  lesquelles  s'appliquent  sans  difficultés  les  méthodes  précé- 
dentes, je  citerai  les  équations  suivantes  étudiées  à  ce  point  de  vue 
par  M.  Delassus  dans  un  des  chapitres  de  son  intéressante  thèse 
{voir  aussi  Comptes  rendus^  1898).  Ce  sont  les  équations  d'ordre  n 
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de  la  forme 


Kk 


avec  les  conditions  suivantes  : 

i=o,    I,    ..../> 

yp^q  ^n,  pq  =  o) 
A:  =  o,  I ,   ....  q 

et  en  supposant  A,,,/  =  i . 

7.  Je  voudrais  maintenant  considérer  des  équations  pour 
lesquelles  on  ne  puisse  appliquer  la  méthode  précédente  d'approxi- 
mations. Il  n'est  pas  difficile  de  trouver  de  tels  exemples,  nous 
n'avons  qu'à  prendre  l'équation  du  premier  ordre 

r)z  (JZ 

ii.r  '     ôy 

Supposons  qu'on  veuille  trouver  l'intégrale  de  celte  équation 
se  réduisant,  pour  x  ^  :ro,  à  une  fonction  donnée  F(  >-  ).  On  peut 
former  les*  équations  suivantes 
àz. 


àZn  àZn- 

:=  rt(^  J-.    1 


z^  prenant  pour  ;r  =  Xq  la  valeur  F(j),  et  les  autres  c  s'annulant 
identiquement  pour  cette  valeur  de  x.  Mais  on  voit  que  l'on  ne 

pourra  former  les  fonctions  ^o z,,,  ■  ■  ■  que  si  F(i-)  et  a(a",r) 

ont  des  dérivées  partielles  de  tout  ordre  par  rapport  à  y,  et  la 
convergence  du  développement  ne  peut  être  établie  que  si  l'on 
suppose  que  F(i')  et  a\x.  >' i  sont  des  fonctions  analytiques.  Il 
semble  donc  qu'on  ne  puisse  établir  l'existence  des  intégrales  de 
l'équation  1 8  \  qu'en  admettant  que  a{x,  y)  est  analytique. 
Quoique  la  question  n'ait  qu'un  intérêt  théorique,  elle  vaut  peut- 
être  la  peine  d'être  examinée. 

Reprenons  d'abord,  à  cet  effet,  l'étude  de  l'équation  différen- 
tielle ordinaire 
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et  plaçoas-nous  dans  les  hypothèses  du  n°  1.  Nous  avons  trouvé 
une  intégrale  prenant  pour  x  =  Xola  valeur  jo,  soit 

.r  =  F(.z:,  Xf,,   Ko), 

en  mettant  en  évidence  toutes  les  quantités  dont  dépend  F.  La 
fonction  F  est  une  fonction  continue  de  a;,  a;,^  et  }„  ;  elle  a  une 
dérivée  première  par  rapport  à  x,  mais  toute  la  difficulté  de  la 
question  qui  nous  occupe  est  de  savoir  si  cette  fonction  a  une 
dérivée  partielle  du  premier  ordre  par  rapport  à  jo-  Or  les 
approximations  successives  nous  conduisent  à  la  suite  de  fonctions 

7l»      .,^27       •••)       Vn,       ■■■, 

se  calculant  de  proche  en  proche  au  moyen  des  formules 


vi  =  .r'o  -+- 


-  f    /(•^!  yo)dx, 
y-^  ^  .Vo  ■+-  I     /(  -^j  ri  )  dx, 

et  F(a7,  a^o,  y^)  est  la  limite  à^jn'  On  peut  calculer  de  proche  en 
proche  les  dérivées  partielles 

si  l'on  admet  seulement  que  j\x,  y)  a  une  dérivée  partielle  du 
premier  ordre  par  rapport  à  y.  Il  est  donc  bien  vraisemblable 
que  F  aura  une  dérivée  partielle  du  premier  ordre  par  rapport  à  j)^'o- 
Nous  le  démontrerons  élégamment  sans  calculs  en  rattachant  la 
question  à  un  problème  traité  plus  haut;  on  va  supposer  que/(:r,jv') 
a  des  dérivées  partielles  des  deux  premiers  ordres  par  rapport  ky. 

Il  suffirait  même  d'admettre  que  la  dérivée  -,—  ?  sans  avoir  de 
dérivée  par  rapport  à  y,  jouit  de  la  propriété  dont  jouissait  la 
fonction  appelée /(:r,  y)  au  n"  1. 

Je  considérerai,  dans  ce  qui  va  suivre,  Xq  comme  une  constante 
numérique    et    j3    désignera    une    seconde    quantité   numérique. 
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J'envisage  l'équation  aux  dérivées  partielles 

^^'  àxây^~  ày  àyo' 

définissant  une  fonction  y  des  deux  variables  x  et  Vi,.  D'après  ce 
qui  a  été  vu  au  n"  3,  nous  pouvons  l'intégrer  en  prenant  les 
conditions  initiales  suivantes  : 

Y  —  Yn  pour  j-  =  Xo, 

Y  ^=  ¥\  X.  .r^,,  !3  I         pour  )(,=  3. 

L'intégrale  y  de  l'équation  (9)  sera  alors  complètement  déter- 
minée. Or,  on  déduit  de  cette  équation 

P(x)  ne  dépendant  pas  de  j>'o.  Or,  pour  >-o=  3.  on  a 

puisque,  pour  >\,  =  3,  y  est  l'intégrale  de  l'équation  -j-  ^=J\x,yi, 

qui  prend,  pour  x  =  jc^,,  la  valeur  (3.  La  fonction  P{x)  est  donc 
identiquement  nulle,  et  l'intégrale 

que  nous  venons  d'obtenir,  est  l'intégrale  de  1  équation-^  ^  /ix.  )) 
prenant  pour  x  r=  x^t  la  valeur  jo I  elle  est  identique  à  la  fonction 
F(j;,  Xo,  yo),  et  celle-ci  a.  par  suite,  une  dérivée  du  premier 
ordre  par  rapport  à  >  o- 

On  démontrera  d'une  manière  analogue  que  F{x,  Xq,  Vo)  a  une 
dérivée  du  premier  ordre  par  rapport  à  Xo.  On  regardera  j',, 
comme  une  constante  numérique,  et  soit  x  une  seconde  quantité 
numérique.  Nous  formons  l'équation  z 

(.0)  ^.v      _  àf    ày 

âx  àxo        ày  âxo 

en  l'intégrant  avec  les  conditions  initiales 

y=yo  pourj=Xo. 

Y  =  F(j:,  a,  ^0)  pourj-o=a, 


366  NOTES    ET    ADDITIONS.    —    NOTE    I.    PAR    M.    É.  PICARD. 

ce  qui  correspond  au  cas  étudié  (n''o).  On  déduit  de  l'équation  (lo) 

^=./X^,  v)  +  Q(x), 

Q(a?)  ne  dépendant  pas  de  .z,,;  on  voit  que  Q('^)  est  nul,  en 
faisant  dans  cette  relation  a7o=a,  et  l'on  termine  comme  plus 
haut. 

Ainsi,   la  fonction  F{ic,  x^,  j,,)  a  des  dérivées   partielles   du 
premier  ordre  par  rapport  à  cc^  et  à  i,,-  Or,  la  relation 

j  =  F{x,  ./■„,  ro) 

peut  manifestement  s'écrire         ^ 

_Vo  =  FCj-o,  .r,  y), 

puisque  l'intégrale  qui.  pour  la  valeur  x  de  la  \ariable,  prend  la 
,  valeur  y  aura  en  ^o  la  valeur  y^.  D'après  ce  qui  précède, 
F(a7o,  X,  y)  est  une  fonction  continue  de  x  et  r,  et  elle  a  des 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  elles-mêmes  continues. 
Désignons  cette  fonction  par 

^'(•^•,.r), 
en  n'écrivant  plus  la  constante  a;,,  ;  nous  aurons  l'intégrale  générale 
de  l'équation  -^  =f(^x,  y)  sous  la  forme 

F(^-,  y)  =  coiisl., 

et  F  satisfera  à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

^F         ..         .  àF 

Nous  avons  donc  établi  l'existence  d'une  intégrale  de  cette  équa- 
tion, et  par  suite  de  toutes  les  intégrales,  en  supposant  seulement 
que  f{x,  y)  est  continue  et  a  des  dérivées  partielles  des  deux 
premiers  ordres  par  rapport  à  y. 

Ainsi,    comme    application,    on   peut   établir   l'existence    d'un 
facteur  intégrant  pour  l'expression 

ày  -h  P(  J',  i)  dx, 

en  supposant  seulement  que  la  fonction  P{x,  j-)  est  continue  et  a 
des  dérivées  partielles  des  deux  premiers  ordres  par  rapport  à  j'. 

8.   Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  subsistera  évidemment  si 
les  fonctions  considérées,  au  lieu  d'être  réelles,  sont  des  fonctions 
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lomplexes  des  deux  variables  réelles  x  et  y.  En  particulier,  le 
théorème  relatif  au  facteur  intégrant  qui  vient  d'être  énoncé 
s'applique  aussi  bien  si  Ton  a 

P(-^,  V)  =/>(  Jr,  y)  ■+■  iqix,  y), 

p  &i  q  étant  des  fonctions  réelles  de  xet^,  jouissant  des  propriétés 

indiquées. 

Une  application,  qui  offre  quelque  intérêt,  se  présente  immé- 
diatement. C  est  une  proposition  élémentaire,  qu  une  surface 
analytique  peut  être  représentée  sur  un  plan,  de  manière  qu'il  y 
ait  conservation  des  angles  :  on  a  ainsi  une  carte  géographique  de 
la  surface.  La  démonstration  bien  connue  de  ce  théorème  s'appuie 
essentiellement  sur  ce  que  la  surface  est  analytique;  elle  revient 
à  la  recherche  d'un  facteur  intégrant.  Avec  l'extension  donnée  à 
cette  dernière  recherche,  nous  n'avons  plus  besoin  d'admettre  que 
la  surface  est  analytique.  Soit  une  surface  pour  laquelle  le  carré 
de  l'élément  linéaire  se  mette  sous  la  forme 

ds'-  =  E  da:^ -h  2¥  dx  dy  -f-  G  dy*-. 

On  peut,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  démontrer  la  possi- 
bilité de  faire  la  carte  de  cette  surface  sur  un  plan,  si  les  trois 
coefficients  E,  F.  G  sont  des  fonctions  continues  de  x  et_}',  ayant 
des  dérivées  partielles  des  deux  premiers  ordres  par  rapport  à  v. 
11  suffit  même  de  supposer  que  les  trois  dérivées  du  premier  ordre 

^       ^       ^G 
ày        ày        dy 

jouissent  de  la  propriété  admise  pour  la  fonction /(j:,  y)  au  n°  1. 
Ces  conditions,  un  peu  dissymétriques,  sont  suffisantes;  elles  ne 

sont  sans  doute  pas  toutes  nécessaires,  mais,  pour  s'en  afTranchir. 
il  faudrait  trouver  un  autre  mode  de  démonstration  pour  l'existence 
du  facteur  intégrant. 


NOTE   II. 


SUR  LES  GÉODÉSIQUES  A  INTÉGRALES  QUADRATIQUES 
Par  m.  g.  KŒNIGS. 


1.  Nous  nous  proposons  dans  cette  Note  de  développer  la 
solution  complète  du  problème  des  géodésiques  qui  admettent 
plusieurs  intégrales  quadratiques,  problème  partiellement  traité 
dans  le  Tome  III. 

Si  l'on  cherche  à  exprimer  que  la  fonction 

(  I  )  9  =  aD-  -+-  î>  bpq  -l-  cq'- 

est  une  intégrale  pour  le  problème  des  géodésiques  du  ds- 

( 2 )  ds-  =^  \\  dx  dfj 

on  trouve  l'équation  (n°  593,  t.  III,  p.  3o) 

/      da  db  „  àc\  g        /    ^àn  db  ^  àc  \  p 

pq  dX  pq  .  c^X 

-f-  2  -r-^  iap  -h  bq)  ^-  H-  a  Vr  (bq  -^  cq  )  ^—  =  o. 

A-       '  ^    àx  /.-       ■'  ^    ây 

En  raisonnant  comme  au  n"  393,  on  reconnaît  que  l'équation  (3) 
se  décompose  en  quatre  autres,  à  savoir  tout  d'abord  les  équations 

àc        ùa 
Jx"^  ày^  "' 
en  sorte  que  l'on  a 

a  =  X,        6  =  Y, 

où  X  ne  dépend  que  de  j?  et  Y  que  de  j'.  Les  deux  autres  équations 
qui  proviennent  de  la  décomposition  de  l'équation  (3)  s'écrivent 

alors 

à(bX)  àl 

—  2  — =  A  Y   -H  2  Y  -T-  , 

âx  oy 

0(hX)       _.,         ^.àX 

—  ■>,  ; =    A  \     -h  2  X  ;r-  ) 

à  Y  ox 
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OU  encore,  ce  qui  revient  au  même. 

U,         -.6>.=/(;.v^.v|)rf..,(;.x-^.x;^)<„ 

et,  b  étant  définie  par  celle  équation,  l'intégrale  z^  prend  la  forme 
suivante 

(5)  z  =  \pi-^2bpq  -^\f/-. 

Il  faut  toutefois  que  la  condition  d'intégrabilité  dansTinlégrale  (4  ) 
soit  satisfaite,  ce  qui  s'exprime  par  l'équation 

'Jy  \  àv  !       dx  \  i)x  j 

Déreloppée,  celle  équation  devient 

(6)  2\  -— ;    -H  3  \     —    -1-   \    A   =    2  \     -—   ^    i  ^  -^   \      ,.. 

âx'  àx  »)}-  ôy 

C'est  précisément  l'équation  (4')  du  n"  413  [II,  p.  209].  Elle 
exprime  à  cet  jendroit  que.  si  X,  Y  ne  sonl  pas  nuls,  la  transforma- 
tion 

rdx  i^'ly 

amène  le  ds-  à  la  forme  de  Liou ville. 

Si  l'une  des  deux  fonctions  est  nulle,  tout  ce  qui  a  irait  à  l'inté- 
grale (5)  persiste,  mais  la  forme  de  Liouville  disparaît.  Nous 
sommes  alors  dans  le  cas  traité  au  n"  o94  [III.  p.  3i].  et  le  ds-  se 
réduit  par  la  transformation 

(8)  j:'=  /  — —j         »  ' —  r         1  Y  étanl  nul), 

-/   \  X 

à  la  forme  de  Lie. 

A  l'égard  de  l'équation  (6)  on  a  remarqué  au  n"  413  [II,  p.  209] 

que,  si  (X,,  \^),  (Xo,  Y,')  sont  deux  couples  de  solutions  de  cette 

équation,  il  en  est  de  même  du  couple  de  fonctions 

(aXi-f-6Xî.  a\i-t-  b\ti, 

où  a.  b  sont  deux  constantes. 

Plus  généralement,  si  (A,,  B,),  (Ao,  Bo),  . .  .,  (A^,  B^)  sont 
p  couples  de  solutions  de  l'équation  (6)  et  A(,  Ao,  ....  k,.  des 
constantes,  les  fonctions  i/.,  A/,  iA",B,  constituent  un  couple  de 
solutions. 

Désignons,  d'une  façon  générale,  par  cp,-  l'intégrale  qui,  d'après 
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les  foi'inules  (4),  (5),  correspond  au  couple  X  =  Aj,  Y  =  B^-;  l'inté- 
grale correspondante  au  couple  (i/i,A,,  ItkiBi)  sera,  comme  on 
le  constate  sans  peine, 

S'il  n'existe  pas  de  système  de  valeurs  des  A",  (si  ce  n'est  zéro) 
qui  annule  à  la  fois  2/riA,-,  iA'jB,,  nous  dirons  que  les,  p  couples 
(A|,  B<),  ....  (A/,,  B/,)  sont  indépendants.  Si  les/?  couples  sont 
indépendants,  pour  aucune  valeur  des  A",-  l'intégrale  o  ne  se  réduira 
à  une  constante  ou  à  l'intégrale  des  forces  vives  qui  estn^*  Il  fau- 
drait en  effet  que  les  coefficients  de/>^  et  de  q-  fussent  nuls  ;cela  ne 
se  peut,  car  ces  coefficients  sont  justement  D/fjAj  et  iAjB,,  qui, 
par  hypothèse,  ne  peuvent  s'annuler  en  même  temps. 

Nous  pouvons  dire  qu'à  p  couples  indépendants  des  solutions  de 
l'équation  (6)  il  correspond  p  intégrales  quadratiques  indépen- 
dantes. Nous  nous  proposons  de  rechercher  tous  les  ds-  dont  les 
géodésiques  admettent  plusieurs  intégrales  quadratiques  indépen- 
dantes. 

2.  A  la  page  218  du  Tome  II  a  été  posée  la  question  de  trouver 
les  ds-  qui  admettent  plusieurs  réductions  au  type  de  Liouville. 
Les  liens  connus  qui  rattachent  les  intégrales  quadratiques  aux 
formes  de  Liouville  d'un  ds-  montrent  que  ce  problème  et  le  pré- 
cédent n'en  font  qu'un.  Cependant,  l'existence  possible  des  formes 
de  M.  Lie  peut  faire  naître  un  doute.  Il  convient  de  le  dissiper. 
Si  l'équation  (6)  admet'un  couple  de  solutions  unique  (X,  Y),  la 
forme  de  Liouville  est  acquise  au  ds-,  sauf  le  cas  où  l'une  des 
fonctions  X,  Y  est  nulle,  car  alors  la  forme  de  Lie  intervient.  Par 
contre,  si  V équation  (6)  admet  plusieurs  couples  de  solutions 
indépendants ,  jo  >>  i ,  la  forme  de  Liouville  est  sûrement  acquise 
au  ds-.  On  verra  même,  par  la  suite,  que  la  réduction  au  type  de 
Liouville  comporte/?  —  i  paramètres,  si/?  est  le  nombre  exact  des 
couples  indépendants  de  solutions  de  l'équation  (6). 

La  démonstration  de  la  proposition  précédente  est  des  plus 
simples.  Quels  que  soient  les  p  coefficients  constants  /tj,  l'équa- 
tion (6)  admet  le  couple  de  solutions  IkiAt,  ^/tjBj.  Donc,  si  les  A 
ne  sont  pas  tous  nuls  et  si  les  B  ne  sont  pas  tous  nuls,  l'équation  (6) 
admet  un  couple  dans  lequel  aucune  des  fonctions  X,  Y  n'est  nulle 
et  la  transformation  (7)  amènera  la  forme  de  Liouville. 
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Keste  le  cas  où  loules  les  tonctions  A.  par  exemple,  seraient 
nulles.  L  équation  (6)  admet  alors  les  couples  de  solutions  [o,  B,  ) 
(o,  Bo)  et  un  calcul  facile  prouve  que  le  ds-  est  celui  du  plan. 
Comme  le  ds-  du  plan  possède  des  formes  de  Liouville,  le  théo- 
rème est  démontré. 

La  forme  de  Liouville  étant  acquise  aux  ds-  que  nous  éludions, 
nous  pourrons  prendre,  comme  point  de  départ,  une  forme  de 
Liouville  de  ce  ds-  supposée  connue.  Dans  ce  cas,  on  le  vérifie 
aisément,  l'équation  [6)  admet  normalement  le  couple  de  solu- 
tions (X  =  i,  Y  =  I  ),  Soit  X,  \  un  autre  couple  de  solutions; 
la  transformation  (  -  )  fera  passer  de  la  forme  de  Liouville  du  ds-  à 
une  autre:  pour  ce  motif,  j'appelle  les  fonctions  X,  Y  des  coeffi- 
cients de  transformation  du  ds'-.  Cette  locution  abrégera  beaucoup 
le  langage.  Si  Téqualion  (6)  admet  <?arrtc/eme/if/)  couples  indépen- 
dants, nous  aurons,  outre  le  couple  (i,  i)/> — i  autres  couples 
(Al.  B|),  (Aj,  Ba),  ...,  (Ay,_i,  By:^,)  et  l'indépendance  de  tous 
ces  couples  se  traduit  par  ce  fait  qu'une  équation  de  la  forme 
( 9.»  ^1 V  Al  —  B,  I  -H ...  -4-  A/,—,  (  A/,_i  —  P>/,_,  )  =  o 

est  impossible,  sauf  si  les  constantes  U  sont  toutes  nulles. 

La  réduction  la  plus  générale  du  ds-  à  la  forme  de  Liouville 
s'obtiendra  par  les  formules  (7)  qui  seront  ici 

[ ..  =  /•  ■'■■     ■ 

\  J  V  A-,  A,-...- A/_,  A/,    ,^/.„ 

'  10  I  < 

(  J   \  A,H,^...-^Av,-,H/,    >--^/' 

Si  on  laisse  aux  constantes  k  toute  leur  généralité,  le  ds-  acquiert 

uue  forme  de  Liouville  que  nous  appelons  son  type  essentiel  elles 

variables  x',  y',  sont  les  variables  essentielles. 

Pour  certaines  valeurs  particulières  des  constantes  A,  le  type 

essentiel    dégt'nère    et    change    d'aspect    pour    devenir    un  type 

singulier. 

Les  divers  types  essentiels  d'un  même  ds-  ont  le  même  aspect 

et  ne  différent  que  par  certaines  constantes  ;  par  exemple,  s'il  s'agit 

de  tonctions  elliptiques,  les  invariants  g^^.,  gs  pourront  changer. 

3.   Ceci  posé,  proposons-nous  tout  d'abord  de  trouver  les  ds- 

dontlesgéodésiques  admettent  plus  de  trois  intégrales  quadratiques 
indépendantes.  Xous  prenons  le  ds-  sous  la  forme  de  Liouville 
[X I  (  J-, }  —  Y,  (  jTi  ) ]  f/jT  dy, 
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OU  Xi 

notations, 

rii  ) 


— =^5  JK)  =  '■ — -;=^;  l'équation  (6)  devient  alors,  avec  ces 

ii  =  (X  -  Y)(X';  -  Y'; )  -4-  (  Xi -  Yi )(x"-  y") 

-f-  ---  (^'-  Y')  X',  -  ~  (X'-  Y')  Y',  =  o. 

V'2  V'2 


Posons,  pour  abréger. 


_     I    X',-Y',                        ,    X',-Y', 

^2    ^^l^    Il                                  y' 2    -^i—    Il 

_         I        .>Mos:(X,-Y,)              .^j 

fj.r 

(  I  2  ,) 

I    k.=  _  _ 

Xi  —  Y 1  àr  Ov  X 1  —  Y 1        X 1  —  Y , 

en  sorte  que  —  2k^  est  la  courbe  totale  du  ds"^]  faisons  aussi 


(l'i) 


,         à- kl  àk,        à^ki         ,       ()k\ 

^1=  -I— r  +  i/'i  -y-  =  -TV  -^  Wi  -r-' 


Le  lecteur  vérifiera  que  l'on  a  identiquement 

3 


(i4) 

où  Ton  a  posé 

('15') 


Xi- 
^>x  ()  y 


A'iL)  =  (Xi-Yj)*, 


.I,^5^X'-5^Y'+2A,(X-Y\ 


L'équation  12  =  o  entraîne  donc  0  =  o.  Supposons  que  le  ds"^ 
admette  au  moins  quatre  intégrales  quadratiques  indépendantes; 
outre  le  couple  (i,  i),  l'équation  (ii)  doit  admettre  encore  au 
moins  trois  autres  couples  (Ai,  Bi  ),  (A^,  Bo),  (A;.,  B;,),  ce  qui 
donne  les  trois  équations 

ôk^   .,        r  àkx 
5  —  Ai-i)  —  B,H-2Ai(Ai-Bi)=:o, 


^   l'_n^R' 


ôx 


a;  — 


<yy 


B;  +  2/ii(A2— B2)  =  o, 


0  -T—  A-y  —  0  — —  B'.;  H-  2  Al (  A3  —  B3  )  =  o. 
c'a;  ^y 


Si  le  déterminant 


a;     B'i     Ai-Bi 

a;    b;    a,— b, 

A',     b;     A-.— b., 


=  A 
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n'est  pas  nul.  il  faut  donc  avoir 

àky  àkt 

— —  =  o.  -— =  o.         Ai  =  o. 

ojc  oy 

La  courbure  —  2Â,  est  donc  constante. 

La  conclusion  est  la  même  si  le  déterminant  est  nul.  Ce  déter- 
minant nul  exprime,  en  effet,  que  l'on  a  une  équation  de  la  forme 


A3-B.^     /A.-BA 
Ai-bi      -'Vai-bJ 


où  y  ne  peut  désigner  une  fonction  linéaire,  sans  quoi  il  existerait 
une  relation  de  la  forme  (9).  Dans  ces  conditions  on  constate 
facilement  que  ^r^ — ~-  et  -^ — t^  ne  peuvent  dépendre  que  d'une 
seule  des  variables  x,  v;  àe y  par  exemple.  Alors  A,,  Ao,  A3  sont 
des  constantes  que  l'on  peut  ramener  à  zéro  en  substituant  aux 
couples  (A,,  Bj)  les  trois  couples  (^o,  B,  —  A,).  On  est  donc  ramené 
au  cas  où  les  fonctions  d'un  même  nom  sont  nulles  dans  plusieurs 
couples.  Nous  avons  déjà  dit  que  ce  cas  était  celui  du  plan  ou  des 
surfaces  à  courbure  nulle. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Si  un  ds-  admet  plus  de  trois  intégrales  quadratiques  indé- 
pendantes, pour  ses  géodésiques.  sa  courbure  est  constante . 

Un  ds-  de  courbure  constante  admet  exactement  cinq  intégrales 
quadratiques  pour  ses  géodésiques,  comme  on  l'a  vu  à  la  page  2 10 
du  Tome  IL  Si  on  le  prend  sous  la  forme  simple 

dx  dv 

ds-  =  '- 

^x—yf 

l'équation  (11)  admet,  en  effet,  les  cinq  couples 

(1,1).     (a",  v),     (ar^,  >*),     (  jr3,  k3  )     (j:*,J'*)- 

Dans  le  cas  du  plan 

ds-  =  dx  dy, 

léquation  (6)  se  réduit  à  X'=  Y"  et  admet  les  cinq  couples  indé- 
pendants 

(1,0),    (>,  i),    (i,.»-),    {x,y),    {x^',y-)- 

On  voit  donc  que.  si  un  ds-  admet  plus  de  trois  intégrales  quadra- 
tiques, il  en  admet  exactement  cinq.  Il  n'y  en  a  pas  qui  en  possède 
quatre  ou  plus  de  cinq. 
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4.  Cherchons  ù  présent  les  ds-  qui  admettent  exactement  trois 
intégrales  quadratiques  et  pour  lesquelles,  par  conséquent,  la  cour- 
bure sera  variable.  On  a  vu  au  n°  596  [III,  p.  38]  que  si  un  ds- 
admet  à  la  fois  une  intégrale  linéaire  et  une  intégrale  quadratique 
pour  ses  géodésiques,  il  est  de  révolution;  et  que,  outre  l'intégrale 
quadratique  en  question  et  le  carré  de  l'intégrale  linéaire,  qui  est 
aussi  une  intégrale  quadratique,  il  admet  une  troisième  intégrale 
quadratique,  indépendante  des  deux  premières. 

La  réciproque  de  cette  proposition  est  vraie;  en  sorte  que,  tout 
ds-  dont  les  géodésiques  admettent  trois  intégrales  quadratiques 
indépendantes  convient  à  une  surface  de  révolution  (nous  disons 
pour  abréger  ds-  de  révolution). 

Voici  la  méthode  qui  nous  conduit  à  ce  résultat  : 

Supposons  que,  par  un  procédé  quelconque,  analogue  à  celui 
qui  nous  a  donné  l'équation  $  =  o,  on  ait  tiré  de  ii=.o  deux 
équations  linéaires  de  la  forme 

Ri  X'  —  R.  Y' -^  R, ( X  —  Y )  =  o, 
SiX'— S,Y'+ S:,(X  — Y)==  o, 

où  les  R  et  les  S  ne  dépendent  que  des  fonctions  X, ,  Yi  et  de  leurs 

X'  Y' 

dérivées.  Ces  équations,  résolues  en  y~ — y  '  y" — v'  donneront 

X  -  Y  '  X  -  Y       ^' 

d'où 

(i6)  rflog(X  — Y)  =  Pif^ -4- Q/^r. 

P  dx  -f-  Q  dy  devra  être  une  différentielle  exacte,  en  sorte  que  les 
fonctions  Xi ,  Y,  devront  vérifier  la  relation 

Cette  condition  vérifiée,  posons  P  dx  +  Q  dy  =  dlo^u.  La  fonc- 
tion u  ne  dépendra  que  de  X<,  Y^,  comme  P,  Q,  et  l'équation  (  i6) 

donne  alors 

X  —  Y^C.u; 

C  désigne  une  constante.  Il  faudra  que  u  soit  de  la  formey(:r)  —  ^(jk) 
oùy(ar),  g{y)  sont  des  fonctions  déterminées,  et  l'équation  précé- 
dente donnera,  a  étant  une  constante, 

X  ^  Cf(a.-) -^  a,         Y  =^Cg-{r)-ha. 


CÉODÉSIQUES    A    INTÉGRALES   QUADRATIQUES.  875 

Dans  ce  cas.  par  conséquent,  le  «ii- n'admet  pas  d'autres  couples 
de  solutions  pour  l'équation  (  1 1  )  que  (  i ,  i  )  [/(x),  ^{V)]- 

Il  faut  donc,  pour  que  le  ds-  admette  trois  intégrales  quadra- 
tiques, que  toutes  les  équations  linéaires  analogues  à  ^  =  0  se 
réduisent  à  une  seule,  qui  sera  $  =  0  elle-même,  puisque  l'on  fait 
abstraction  des  ds-  de  courbure  constante,  les  seuls  pour  lesquels 
^  soit  identiquement  nulle. 

C'est  ainsi  qu'en  posant 


àki  àki 
X  =  àx    ày  î 

dentité 

X,-Y, 

.i*         à^ 
àx           à  y 

—  - 

.          0               0     àxày 

àki     '    àk, 
àx           à  y 

'  Xi  —  ^  1         5  àk\  àk\ 
àx    ày 

e  expression 

7.  W  = 

àz 
àx 

X'-^Y-^,".-X- 
ày 

4>  =  -T. 


g^  est  une  fonction  sans  importance. 

Il  est  clair  que  ^  =  o  entraîne  <^  =  o  et  ^'  =  o.  Il  faudra  donc 
que  ^"  soit  proportionnel  à  ^  ou  que 


di  ài 

àx  ày  e\ 


.  àki         .  àki         2/41 
àx  ày 

La  première  de  ces  équations  nous  donnera 

Au  lieu  d'utiliser  la  seconde,  qui  est  compliquée,   nous   allons 
former  une  autre  combinaison.  Posons 

à^-k^ 


àxày 


X,-\/ 
on  trouvera,  sans  peine,  que  l'on  a  identiquement 


o r-  T^ ;—  =  I,  -V  —  1 1  )♦*• 


àx  ày  àx  ày  Xi—  \i 
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avec  celle  expression  de  0, 

l\  esl  une  fonction  qu'il  esl  inulile  de  calculer.  Comme  0  =  o  est 
une  conséquence  de  il  =  o,  on  doit  écrire  encore 

i)x  t)z 

Nous  n'utiliserons  que  la  première  de  ces  équaïions  qui  donne 

ou  encore 

Prenons  alors  une  fonction  quelconque  de  k^,  ^{k^).  On  aura 

— — j-  =  0  (  A-i  ) hi)  {kl)  - — — , 

ax  oy  (IX    II  y  ■         dx  ày 

et  comme  on  a  trouvé 

§|i^(X.-YOa  =  (X,-YO/(AO, 
'^^ ^'        ( Xi -  YO  ?  =  ( Xi -  Y.)  ?  ( Al ), 


()x  dy 
il  viendra 


'^'^   =.(X,-YO[e"(A-o/(A-o  +  o'(;^0?(A,)]; 


()x  ()y 

J  {kx)  ne  peut  être  nul  sans  quoi  a  serait  nul,  et  l'on  verrait  que  la 
courbure  esl  constante.  Dés  lors,  on  peut  trouver  une  fonction 
0(/:i  ),  contenant  effectivement  k^  et  vérifiant  l'équation 

0"( /.-,)/(  Al  )  +  0'(A-O?(A-O-o. 

On  aura  alors  -; — ;—  =  o,  d'où  résulte 

()x  oy 

e(A-i)  =  t  +  r., 
OÙ  \  est  une  fonction  de  x,  et  yj  à&  y.  En  résolvant,  on  trouvera 

Ai-'K;-+--^i); 
si  ^  (ou  fi)  se  réduisait  à  une  constante,  a  serait  nul,  cas  écarté.  On 
peut  donc  prendre  E,  'n  pour  variables;  or  il  vient 

'^^1  -  \'t'  '^^^^  _  I'   ' 
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d'où 

a(\,— \,  .= —  =  '^îï  T., 

dx  dy 

et  enfin 

•y-  6'- 

(  X|  —  ^1  \dx  dy  =-^—  ;'  T,'  dz  dy  =  —4 —  </r  dr,. 

a  "  ./  *  ^"1 ,' 

Comme  vj/'  est  une  fonction  de  ^  -h  ri  ainsi  que  f( kt  ).  on  a  bien  le 
ds-  d'une  surface  de  révolution. 

5.   Le  théorème  étant  ainsi  établi,   nous  pouvons  en  déduire. 

par   une   nouvelle    méthode,    les   ds-    de    révolution  à  intégrales 

quadratiques. 

Soit,  en  effet, 

o{x  —  >■  )  dx  dy 

un  de  ces  ds-  et  (X,  Y)  un  de  ses  coefficients  de  transformation: 
comme  le  ds-  ne  change  pas  par  le  changement  de  i  x,  y)  en 
(x -h  A,  >• -i- A),  il  est  clair  que  Xiar^/iJ,  Y  (j' -j- A)  est  encore 
un  couple  de  coefficients  de  transformation.   Il  en  est  de  même 

du  couple 

X  (  j-  -f-  /*  I  —  X  ('  .r  I  Y I  1  -4-  A  1  —  ^  I  r  I 


h  h  ■ 

et,  par  suite,  en  faisant  tendre  A  vers  zéro,  on  reconnaît  que  X'(j7). 
Y'(y)  est  un  couple  de  coefficients  de  transformation.  L'équation 
(II)  admet  donc  ici  les  couples  suivants  de  solutions 
(i.ip     iX.  Yi    (X\  Y')    (X',  Y">     .... 
Gomme  trois   couples   seulement   peuvent   être   indépendants, 
il  faut  que  l'on  ait  deux  équations  simultanées  de  la  forme 
aX'-+-  ^X'-f-  cX  -H  ^/  =  <). 
aY'-t-  6X'-(-  c  V  -I-  rf=  o. 

où  rt,  6,  c,  d  sont  des  constantes. 

La  discussion  de  ces  équations  linéaires  se  fait  sans  difficulté 
et  l'on  arrive  ainsi  à  former  le  Tableau  des  ds-  de  révolution 
à  intégrales  quadratiques  sous  leur  forme  caractéristique  de 
révolution. 

C  est  ainsi  que  nous  avons  formé  le  Tableau  I. 

Dans  le  Tableau  II,  nous  donnons  les   formes  de  Liouville  à 
courbure  constante  non  nulle.  Le  premier  type 
[p  (x  -^y)  —  j> i>  —  y) ]  dx  dy 
est  le  tvpe  essentiel;  les  quatre  autres  types  sont  singuliers. 
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Dans  le  Tableau  Ht  sont  les  types  de  Liouville  du  plan.  Le 
premier  type  est  la  forme  essentielle,  les  cinq  autres  types  sont 
singuliers. 

En  parlant  des  types  du  Tableau  I,  il  est  facile  de  former 
les  types  essentiels  de  révolution.  Ces  t^pes  sont  au  nombre  de 
quatre,  irréductibles  les  uns  aux  autres;  le  Tableau  IV  les  repré- 
sente. 

La  discussion  détaillée  des  divers  cas  singuliers  conduit  à 
former  les  types  singuliers  qui  se  rattachent  à  ces  quatre  types 
essentiels.  Ils  sont  contenus  dans  le  Tableau  V,  avec  l'indication 
du  type  essentiel  auquel  ils  appartiennent.  Nous  ne  saurions  entrer 
ici  dans  le  détail  des  calculs,  et  nous  renvoyons  le  lecteur  à  notre 
Mémoire  inséré  au  t.  XXXI  des  Savants  étrangers. 

TABLEAU  L 

Formes  de  révolution  à  intégrales  quadratiques  sous  leur  aspect 
caractéristique  de  révolution  g{x  zçy)  dx  dy. 

1  •  '■"    =  7 — ^r-^ TTT^^ "-^  '^y- 

\e    "     —  ^    '    / 
Couples  de  solutions  de  l'équation  (11)  :  (1,1),  (e^',  e>),  {e-^,  e~y). 

{      -^  ^ 

2.  riv2  =  \a  e       -     -+-  b  e-!*+r)y  dx  dy. 

Couples  de  solutions  de  l'équation  (11)  :  (1,1),  (o,  er),  (e-«^,  o). 

3 .  ds-  = ^ — I-  h    dx  dv. 

Couples  de  solutions  de  l'équation  (11)  :  (1,1),  {x,  y),  (x^,  y-). 

4.  d.s-  =  (x  -h y)  d.c  dy. 

Couples  de  solutions  de  l'équation  (11)  :  (1,1),  (a?,  j),  (0,1). 
Remarque.  —  Le  premier  type  peut  encore  s'écrire 


= 

h 

:r  — 

-    V 

h 

ds'^ 

sin-  — 

— y' 

dx'  dy' 
avec  les  couples  de  solutions  (1,1),  (cos  ^'j  cosjk),  (sin  a;',  siuj''). 
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TABLEAU  II. 

Formes  de  Liouville  à  courbure  constante  non  nulle. 

1.  ds-=  [p{-r  -*-.»')  —  p(j"  — .»■)]  dx  dv. 

Expression  générale  des  coefficients  de  transformation  [$(x),  ^(>')]> 
où  l'on  a 

$(jr)  =  Lop(j')  -I-  Lip(j-  -+-  Wi)  -H  L;p(j-  -+■  ws)  -+-  LapT-r  -(-  (03)-^  Li. 

2.  rfsî  =  [-^ ! ^ ^ 1  e/-r  f/r. 

[  Mii-(  ./■  ^  r  )         Mii-c  ./  — .'  '  J 

Coefficients  de  transformation  [4>(.r  »,  *(.r)]. 

«I>(  j-"»  =  -:— ^ ! 1-  L»  cos4-ï^  -+-  Lscosaor  -i-  L4. 

?in-j-        cos-.r 

3  ds-  =  —. dx  dv. 

Mii-(  X  — y  ) 

Coefficients  de  transformation  [*(x).  'I»(r)]. 
$(x)  =  Lo  5in4  J"  ■+■  Li  sin2x  -+■  ï>2  cos4-^  -t-  Ls  cos2  j:  -i-  \.„. 

4.  ^5î  =     î î dx  dv. 


yx  X  -T-  y )-       I  •'■  — y  •- J 


Coefficients  de  transformation  [*(j:),  ^O')]- 


*(x^  =  —  -^  Li:rî-4-  L.j:*-f-  LjJ-^-h  U- 

j:- 


^.^=.      ^^"^' 


Coefficients  de  transformation  [«^(.r),  $0')]- 
<Ï>(^j:)  =  Lo^-*-!-  L,  Jt-'-r-  Ljjt--L3.r  -f-  Lt. 

Dans  ces   formules  les  L  sont  des  constantes  arbitraires;  p(a-)  eit  la 
fonction  de  M.  Weierstrass. 
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TABLEAU  m. 

Formes  de  Liouville  à  courbure  nulle. 

1 .  ds^-  =  ( e-i^+y -+-  e--<-'+y -h  e'^-y -t-  e-'^-y )  dx  dy. 

,^     cet  ■  j  t  •       -        jJ.(e^  — e"-'-')-!- V        ,        \i-' {ey — e— >')-+-■ 

Coeincients  de  transformation  a   '   '  .    ,   '    ^  / 


>      /. 


(  e^  —  e-^  )"-  (  ey  -h  e-y  )- 


2 .  ds'^=  (  e-^+y  -h  e^-y  )  dx  dy . 

n      rr    •       .      j      .  r        "    .•         ^  !x(  e^— e -•^) -J- v  ,  u'eJ-Hv' 

Coefficients  de  transformation  a  -+-  ^—— ,  a  -+-  — 

f  e^  -h  e--^  )■-'  e"-y 


3.  ds"- —  e^+y  dx  dy . 

Coefficients  de  transformation  X  -+-  — ,     À  -h  ^-— 


e-^y 


ds-  —  [  X  -h  y   —  X  —  y   )  dx  dy. 


Coefficients  de  transformation  \x'^-\ — '■ 1- v.     '/.¥--+-  — — \-v'. 

t).  ds-  =  (  .r  -I-  y  —  X  —  y  )  dx  dy. 

Coefficients  de  transformation  Xa;- -H  fjia?  H- V,     "kv-^— — i- v'. 

y- 

6.  ds-  =  dx  dy. 

Coefficients  de  transformation  \x--\-  \t.x  -\-  v,     \y--ir-  \i.' y  h-  v'. 

Dans  toutes  ces  formules,  a,  ;jl,  v,  X',  [j.',  v'  représentent  cinq  constantes 
entièrement  arbitraires. 

Le  premier  type  de  ce  Tableau,  qui  est  le  type  essentiel  des  ds"^  de 
courbure  nulle  peut  s'écrire  encore 

ds-  —  (  eus  x'  -+-  y'  —  cos  x'  —  y'  )  dx'  dy', 

avec  les  coefficients  de  transformation 

UL  cos  x'  -t-  V        .         ix'  cos  v'  H-  v' 

A  -1- ■      „      , >         /.  -h H ; 
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TABLEAU  IV. 

Types  essentiels  des  ds-  de  révolution. 

ds-=^       A[p(x  H-  >  )  —  p(j- — y)]dxdy 

-+-  B[p{x  -f-  V  -+-  wi)  —  Yi{x  —  y  -+•  oji)]  dx  dy. 


Coefficients  de  transformation 


\^{x  -+-  to,)  -+-  p(a:  -(-  0)3),  p(j  -4-  Wî)  -(-  p(r  ->r- 103)]. 

2.  fi^52  —        A(cOs4xH->   — ces  4  *■  —  V  )  û^J"  f/)' 

-(-  B  (  cos  2  a:  -t-  >  —  cos  ix  —  y  )  dx  dy. 
Coefficients  de  transformation  (  o,  — ),      {  — ,  o  )• 

3.  ds'^  =      A  [  ' I  dx  dy 

\^sin'-x-^y        sin-jr — yj 

-h  B  (cos 2./-  -h  ^^  —  cos 2^  — y)  dx  dy. 

Coefficients  de  transformation  (  — ,  — h      (  j  )• 

\<in-x'     sin- )  /        \cos-x     cos-y/ 

4t.      ds-  =^  A  (  X  -^  y   —  X  —  y  )  dx  dy  -t-  B  (.r  —  i    —  x  —  ^^  )  dx  dy. 
Coefficients  de  transformation  (  -^  »  o  )  '      (  ^-  ~^>  )  " 


Dans  ces  formules.   A,   B  sont   deux  constantes  qui  changent  d'un  ds* 
à  l'autre. 
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TAHLKAU  V. 

Types  singuliers  des  ds-  de  révolution  ('). 

Types  équivalents  au  type  essentiel  l\\. 


a  cos — h  0 


.r  —  y 


dx  dy. 


Coefficients  de  transformation  (cos.r,  cos  )),     (sinj;,  sinj^j. 
/  a  h 


K^ 


d.r  dv 


Coefficients  de  transformation  (cosj;,  cos  i' ),     (cos  2^,  cos  2)). 


.-•'•— J 


dx  dy. 


4. 


5. 


(I             I      ^ 
^ 1  —. \' 
i'^\\'^  X     sur-;'/ 

i (Ixdy. 

Coefficients  de  transformation  (^x'*,  r*),  (cT-,  j  "-). 

Types  équivalents  au  type  essentiel  \N ». 

[  a  tf-'-r  t-j)  -H  h  e-2;^-4  .)■)  ]  dx  dy. 
Coefficients  de  transformation  (e-'',  o),  (o,  e^^). 

\  a  -+-  h  (  ./•  -Hr   —  ./•  — y  )\  dx  dy. 
Coefficients  de  transformation  {x-^  >-),  (o,  i). 

Coefficients  de  transformation      —5  o        (  o.  e—'*y^. 


(' )  La  concordance  entre  les  types  du  Tableau  V  et  leurs  types  essentiels  du 
Tableau  IV  s'établit  par  certaines  relations  qui  permettent  d'exprimer  les  con- 
stantes a,  b  en  fonction  des  constantes  A,  B. 
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Types  équivalents  au  type  essentiel  W ... 

8.  r      /^    _  ^  lÀ  dx  dy. 
Coefficients  de  transformation  (j:,  ->),  (jr-,  r-)- 

9.  !  aUx-^rr-—{x—  y)-\^b\ ' ; î — -     jfi^rfv. 

Coefficients  de  transformation  (jr-,  y-\.      (  — rj  — r  )• 

'  \x-     y-J 

10.  1 -^  h  e^-  -r-J'  I  dx  dy. 

Coefficients  de  i  c~-'",  e—-y).  ( e~*^,  e~'*y). 
Type  équivalent  au  type  essentiel  l\ ,. 

11.  {  X  -i-  i)  dx  dy. 
Coefficients  de  transformation  (x,  y),  (o,  i). 

6.  Notre  attention  doit  actuellement  se  porter  sur  les  ^5-  qui 
admettent  exactement  deux  intégrales  quadratiques. 

La  symétrie  de  l'équation  (i  i)  manifeste  d'abord  ce  fait  intéres- 
sant (')  que  si  X.  Y  est  un  couple  de  coefficients  de  transformation 
pour  le  ds- 
(i8)  ds^=(\i  —  \i\dxdy, 

d'autre  part  Xi,  Y,  est  un  couple  de  coefficients  de  transformation 
pour  le  ds- 

(191  ds]  =  (  X  —  Y)  dxi  dyi. 

Nous  disons  de  ces  deux  ds-  qu'ils  sont  réciproques  l'un  de 
l'autre.  Deux  surfaces  admettant  deux  ds-  réciproques  seront  dites 
aussi  réciproques.  Deux  surfaces  réciproques  se  correspondent 
point  par  point  de  sorte  que  les  géodésiques  de  chacune  ont  pour 
images  sur  l'autre  des  familles  de  coniques  géodésiques  (voir  le 
n°o87.  t.  IIL  p.  1(5). 

En  appliquant  cette  remarque  aux  ds-  des  Tableaux  III  et  II 
nous  avons  formé  des  Tableaux  \  I  et  Vil. 

(')  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  CIX. 


as 
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TABLEAU  VI. 

Réciproques  des  ds-  du  plan. 

■f  ^<-  y  ,        ic  —  Y        ,\ 

ÎX  COS  '■ h  V  ;x    COS 1-  V      \ 

'- 1  r/.r  dv. 

.  ,  ./■  H-  »  .   ,  ./•  —  y        I        ' 

Coefficients  de  transformation  (cos.r,  co%y). 

\ 'j.ie-'^—y -A- ey—-^') -^ -I        |jL'e-'-"J-i- v'1    ,      , 
-  =      i-^- —^ h  ■ ; —      rfx  dv. 

Coefficients  de  transformation  (e-'^,  e^-'). 

3.  ds^=l^''^'^;'  -^^'■':''X''\d.dy. 

Coeflicients  de  transformation  (e^-^",  o). 

I 

4.  /'/.v-  =     À,/-)  H — ^ — I (-  0     dx  dv- 

L    •       (-^'-^j)-      {-i'—y)-       J 

Coefficients  de  transformation  (.x-,  j  -). 

3.  r/.f 2  =     À  ./•  r  -H — -  -t-  V  (  a^  -+-)')  +  p     dx  dv. 

Coefficients  de  transformation  (,r,  j>'). 

6.  f/s-  =  (  X xy  -H  [J,  ^  -+-  V jK  -)-  p  )  c?.r  «^. 

Ce  dernier  ds-  est  de  révolution  type  Vo  si  X  n'est  pas  nul,  type  Vu  si 
À  est  nul;  c'est  un  ds^-  à  courbure  nulle  si,  À  étant  nul,  [jl  ou  v  le  sont  aussi. 
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TABLEAU  VII. 

Réciproques  des  ds'^  de  courbure  constante  non  nulle. 

i.  ds-=^       Ao[piJr -(-)•)  —  p(x — y)]dxdy 

-+-  \i[p{jr  -i-  y  -^  Ml  )  —  p(  X  — K  -+-  bii)]djc  dy 
-¥-  A»[p(  X  -H y  -^  w*  )  —  pi X  —  >'  -I-  o)»  )]  dx  dy 

Coefficients  de  transformation  [p(2jr),  p(2k)]. 

i.  ^5^  =       Ao  [-^ î ^- — î 1  rfj-  rfr 

Lsm^i.r^  »■       ?in- (  .r — vij 

^•f T^ -x ^7-^ \dxdy 

L  ces- {x  -H  y)      cos* ( X  —  y  )\ 

-f-  Aî[co52(a:-t-^')  —  cos2(ar — y)\dx  dy 

-H  A3[cos4(jrH-_v)  —  cos4(-Z" — yy\dxdy. 

Coefficients  de  transformation  (  -^ ?  —. )• 

\sin-2.r     sin-2>'/ 

3.  ds'=      Ao[sin4(x -!->')  —  sin4(j' — y)\dxdy 

■+-  Ai[cos4(iC  -»-^v)  —  cos4(j:  — y~)\dx  dy 
-H  Aî[sin  2(iC  -h.k)  —  sin2(  j-  — _v)]  dx  dy 
-H  A3[cos2(x-»-j-)  —  cos2(j"  — _)')]  dx  dy. 

Coefficients  de  transformation  (o,  -^— )• 

\  '  sin-2_>/ 

4.  ds-  =      Ao -;     dx  dy 

-t- A,[(j;-i-_K)-  —{x—yY-\dxdy 
-i-Aî[(j--f-j^)»  —  i^x  —  y)''\dx  dy 
-i-A3[(j- -h_k)*  — (J* — yf\dxdy. 


Coefficients  de  transformation 


(i'J^)' 


ds''-—  K^\yx -\- yY — (^  —  yY\dxdy 
-1-  Ai[(jr  -\-yY —  {x  — y  f\  dx  dy 
-H  A;  [  ( a:  -f-  y)-  —  {x  —  y )-  ]  dx  dy 
-«- A3[(x -4-_>')  — i-r — y)]dxdy. 


Coefficients  de  transformation 


{"'P)' 


DARBOCS.  —    IV. 
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7.  Si  Ion  essayait  d'appliquer  la  même  remarque  aux  Tableaux 
des  ds^  de  révolution,  on  ne  trouverait  rien  de  nouveau;  ces  ds-  se 
reproduisent,  en  effet,  les  uns  les  autres  par  réciprocité,  sauf  ceux 
du  Tableau  I  qui  sont  réciproques  à  des  éléments  du  plan.  Les 
Tableaux  VI  et  VII  nous  présentent  seuls  des  solutions  nouvelles. 

Tous  les  éléments  du  Tableau  VII  sont  des  formes  essentielles, 
qui  admettent  comme  formes  singulières  les  éléments  du 
Tableau  VI.  Sauf  toutefois  le  dernier  élément  de  ce  dernier  Tableau 
qui  est  de  révolution.  Ainsi  : 

Vil  admet  comme  forme  essentielle  VJti, 

VJ.,  et  Vf4  admettent  »  VU,, 

VI3  admet  »  VU-, 

VI.i  admet  ..  VU,,. 

Il  est  à  remarquer  que  le  dernier  type  VII5  du  Tableau  VII 
n'admet  aucune  forme  singulière. 

Ces  divers  résultats  s'obtiennent  sans  difficulté;  il  suffit  d'effec- 
tuer pour  chaque  ds-  la  transformation  ('j)  en  prenant  pour  X,  Y 
les  expressions  les  plus  générales  possibles. 

Par  exemple,  le  ds-  VII5  admet  les  coefficients  de  transforma- 
tion (  o,  -  \  ;  ses  variables  essentielles  sont  données  par  les  qua- 
dratures 

r  dx  ,      r   '  dr 

./■  =  /  -7-'       -^  =  /  - 


(■20) 


i/' 


changer  x,   y    en  -7:^5  -^—  est  sans  importance;  nous  pourrons 

donc  toujours  supposer  que  m,  qui  ne  saurait  être  nul,  est  égal  à  i . 

Les  formules  (20)  deviennent 

(21)  .r'=.r,  >•'=  ^/>-2_)- ^, 

en  négligeant  des  constantes  additives  sans  importance.  Si  l'on 
introduit  ces  nouvelles  variables  dans  le  ds-Wl^,,  on  trouve  que 
ses  quatre  coefficients  (Aq,  A^,  A2,  A3)  doivent  être  remplacés 
par  les  suivants  (Aq,  Ai,  A^ — nAo,  A3 — ^A,),  en  même  temps 
que  X,  y  par  x' ,  y'.  Le  type  n'est  donc  pas  changé  et  l'on  reconnaît 
ainsi  que  Vll^  est  un  type  essentiel,  sans  type  singulier. 

8.  Le  calcul  analogue  pour  le  passage  de  VI,  à  VIL  est  plus 
compliqué;  il  offre  un  exemple  intéressant  de  calcul  de  fonctions 
elliptiques. 
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Considérons  le  type  Vil,,  on  constate  que  son  tjpe  singulier  VI< 

peut  recevoir  la  forme 

_  Au Aj Aj Aa  dxdy 

\        sin '—       >in- '—       LOï-  — — '—       00s- '—   ] 

\  2  1  1  -*       / 

et  que,  par  un  choix  convenable  des  variables,  on  peut  aussi 
l'écrire 

L       ("  —  ^"  '  (M  -+-  t)-        (  I  —  i/r;-        (  I  ■+-  uv  )-\ 

Ce  ds^  n'est  autre  que  celui  qui  a  été  considéré  à  la  page  21. 5  du 
Tome  II.  [1  présente  une  propriété  remarquable  qui  consiste  en 
ce  que,  si  Von  échange  entre  eux  les  coefficients  Ao,  At,  A3,  Ai. 
d^ une  façon  quelconque,  le  ds-  reste  équiialent  à  lui-même  : 
les  transformations  correspondantes  effectuées  sur  les  variables  u.  i- 
forment  un  groupe  de  substitutions  linéaires,  savoir 

{u'=  u^'—i,         f' =  —  i.- v'— I  ), 

(«'— «V  — 1-        *'=      ^v— >)> 

(«  -t-  I  •_''"•"  *\ 

M  —  r     '  ~  i  —  1/ 

Si,  dans  le  type  VII,.  on  change  les  invariants  g-i,  g-:^  des  fonc- 
tions elliptiques,  ce  type  reste  équivalent  à  lui-même.  Les  divers 
types  VII,  ne  diffèrent  les  uns  des  autres  que  par  les  valeurs  des 
constantes  A,,.  A,,  .\2,  A3,  entre  lesquelles  il  n existe  aucune 
relation  d'ordre  et  qui  interviennent  svinétriquement.  Nous  leur 
donnons  le  nom  d'invariants  du  ds-. 

9.  Si  l'on  cherche  la  condition  pour  qu'un  ds-  de  la  forme  VII, 
admette  pour  ses  géodésiques  une  transformation  infinitésimale 
qui  ne  conserve  ni  les  lignes  de  longueur  nulles  ni  un  réseau 
orthogonal  de  coniques  géodésiques,  on  trouve  qu'il  faut  et  il 
suffit  que  l'un  des  invariants  soit  nul,  par  exemple  Ao=  o,  et  que 
les  trois  autres  vérifient  une  équation  de  la  forme 

=  V  A^  =  V  A^  =  v' Aj  =  o. 
Tout  ds-  réductible  à  lune  des  formes  du  Tableau  \  II  se  trouve 
être  représentable  géodésiquement  (n"  597  et  suivants)  sur  un  ds- 
du  type  VII,,  On  voit  que  l'on  connaît  ainsi  tous  les  types  du 
Tableau  VII  qui  admettent  des  transformation?  infinitésimales 
de  leurs  géodésiques. 
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Colle  remarque  conduil  à  la  solulion  complète  du  problème 
partiellement  résolu  par  M.  Lie  des  gcodésiques  à  transformations 
infinitésimales. 

10.  Nous  allons  actuellement  montrer  que  les  Tableaux  formés 
ci-incliis  fournissent  la  solution  complète  du  problème  que  nous 
nous  sommes  proposé. 

11  s'agit,  au  fond,  de  l'intégration  complète  de  l'équation  12  =  0. 
Pour  les  équations  de  cette  nature,  Abel  propose  d'éliminer  toutes 
les  fonctions  inconnues,  sauf  deux,  entre  l'équation  proposée  et 
celles  que  l'on  en  déduit  par  différentialion.  Les  deux  fonctions 
conservées  devront  dépendre  d'arguments  différents  z  et  t.  En 
laissant  constant  l'un  des  arguments,  t  par  exemple,  il  reste  une 
ou  plusieurs  équations  différentielles  que  doit  vérifier  la  fonction 
unique  de  z  qui  a  été  conservée.  C'est  ainsi,  par  exemple,  que 
l'équation  (17)  a  lieu  seulement  entre  \-\  et  Yi  ;  en  laissant  x^ 
constant,  nous  obtiendrons  une  équation  différentielle  pour  \i. 
Mais  cette  équation  est  très  compliquée.  La  forme  simple  de  l'équa- 
tion ii  =  o  se  prête  par  contre  à  une  étude  directe  des  fonctions 
X,  Y,  X<,  ¥4  et  à  leur  détermination  complète. 

Nous  démontrons  en  premier  lieu  que  ces  quatre  fonctions 
sont  uniformes  dans  tout  le  plan  et  ne  peuvent  avoir  à  distance 
finie  d^ autre  singularité  que  des  pôles  doubles  à  résidu  nul. 

Les  démonstrations,  dans  le  genre  de  celle  que  nous  allons 
exposer,  exigent  des  précautions  particulières,  dont  l'oubli  enlè- 
verait toute  valeur  au  raisonnement;  aussi  allons-nous  préciser, 
pour  commencer,  ce  que  nous  entendons  par  un  système  de 
solutions  de  l'équation  12  =  o. 

Les  fonctions  X,  Y,  X|,  Y,  seront  avant  tout  des  fonctions 
analytiques  de  leurs  arguments,  au  sens  que  M.  Méray,  en  France, 
et  M.  Weierstrass,  en  Allemagne,  ont  précisé;  c'est-à-dire  que, 
pour  chacune  de  ces  fonctions,  il  existera  une  région  du  plan 
affectée,  s'il  y  a  lieu,  de  coupures  ou  de  singularités  isolées,  mais 
autour  de  chaque  point  Zq  de  laquelle,  sauf  aux  points  singuliers, 
la  fonction  soit  représentable  par  une  série  entière  en  z  —  ^05 
convergente  dans  un  cercle  de  rayon  non  infiniment  petit.  Tel  est 
le  cas  des  intégrales  des  équations  différentielles,  et  tel  est  par 
conséquent  le  nôtre,  puisque  la  méthode  d'xA.bel  permet  de  former 
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pour  chacune  des  fonctions  une  équation  dilTérenlielIe  qu'elle  doit 
vérifier. 

Appelons  (K^ .  {.•xy .  tH.5  .  tRy^  les  régions  du  plan  où  sont  définies 
les  fonctions  X,  Y.  X,,  Y^  respectivement.  L'équation  il  =  o 
suppose  entre  les  arguments  x,  y,  x%,  y,  les  relations 


./•  —  V 

»  1  = 


il  faut  donc  admettre  qu'il  existe  dans  cR^x  une  région  S^  et  dans  (Sx^ 
une  région  5»^  telles  que  si  x  est  dans  Sx  et  l' dans  Sy  les  points  ar, , 
> ,  qui  leur  correspondentparles  formules  (24)  sont  dans  les  régions 
tRj  ,  cR-y^  et  telles,  en  outre,  que  H  v  est  nul  idendiqueraent. 

Prenons  alors  un  point  jt"   dans  "S-^.   un  point   »  "  dans  e>y  de 

manière  à  éviter  pour  x".  r"  et  pourx'^  = -:=^ — >  y\  = rr^—  les 

\2         "  \  2 

positions  singulières.  On  pourra  tracer  autour  de  x'>  comme  centre 

un  cercle  à  l'intérieur  duquel  X  est  représentable  par  une  série 

entière  en  .r  —  x^\  on  pourra  même  augmenter  le  ravon  du  cercle 

de  façon  à  v  laisser  pénétrer  des  pôles  de  X  s'il  s'en  présente,  mais 

en   s'arrétant  assez  à  temps  pour  exclure  du  cercle  toute  autre 

espèce  de  singularité.  La  même  chose  peut  être  dite  pour  ^  .  X, .  \ , . 

Les  points  j;<',v''..rj.  y','  sont  ainsi  les  centres  de  cercles  C,C',  C<. 
C,^  de  ravons  0.  p',  pi,  p', ,  à  l'intérieur  desquels  les  fonctions  X,  \ . 
\,,  Y|  sont  respectivement  des  fonctions  uniformes,  dénuées  de 
singularités  autres  que  des  pôles. 

11  faut  bien  observer  que  nous  ne  savons  pas  a /?r/o/7  si  les  cercles 
C.  C  sont  entièrement  compris  à  l'intérieur  des  régions  S^,  Sy; 
mais  on  peut  au  moins  affirmer  l'existence  de  cercles  D.  D' concen- 
iriques  aux  cercles  C.  C  .  intérieurs  respectivement  à  ces  cercles 
et  aux  régions  Sx-  Sy. 

Je  dirai  que  le  sjslème  des  valeurs  x,  y.  j-|,  i,,  appartient  au 
champ  C(p,  p'.  pi,  p,  )  si  ces  valeurs  vérifient  les  conditions 
suivantes  : 

1"  Les  relations 


./"  —  »■ 

.>1 

— 

•'"  .'' 

.ri  —           ■  -  j 
V  -i 
2*  Les  inégalités 

\  -i 

\X    —  J-9    j  <   p. 

\ 

-}''.< 

jj,-— JTÎK   i,. 

» 

1  — 

-.'■?:< 
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en  sorte  que  les  poiiits  représentatifs  des  variables  x^  r,  x^ .  r'i  sont 
respectivement  intérieurs  aux  cercles  G,  C,  G,,  C, . 

Présentons  quelques  remarques  relatives  au  champ  (5 (p,  o',  o, ,  p'J. 

Soit  x\  v',  x\^  y\  un  système  de  valeurs  appartenant  au  champ 
et  que  nous  représentons  par  quatre  points  dans  les  plans  repré- 
sentatifs. 

Sur  le  segment  rectiligne  x^ x  je  prends  un  point  x  tel  que  le 

rapport  des  longueurs  -^;— 7  =>.  ;  >.  est  compris  entre  o  et  i.  De 

même  je  prends  sur  r"  >'  un  point  r  tel  que-;p-7  =  >.,  et  je  pose 
alors 


.Ti  =   ~-^  )-| 


Il  est  clair  que  le  système  des  valeurs  \x^  y,  ari ,  yi  )  est  intérieur 
au  champ  e(p,  p',  p<,  p'J. 

Seconde  remarque.  —  Gomme  l'on  exclut  le  cas  où  le  système 
des  valeurs  x\  > ',  iPi,  y\  seraient  sur  la  limite  du  champ,  les 
quatre  différences 


I  X   —  .r»  -I-  y  —  _)">  I  V  201,      I  ./■'  —  ./•„  —  y  —  _r„  i  \^i  '?.  s'i 

sont  toutes  négatives  et  aucune  n'est  nulle. 

Appelons  3î  une  quantité  positive  inférieure  à  la  plus  petite  des 
valeurs  absolues  de  ces  différences;  les  expressions 

(25)  ]  .-/■'  —  ./•"  j  H-  3  —  C,  y  o,         !  r'  —  y^'  |  -4-  j  —  p'  <  o, 


\     x'  —  .r"  -I-  y'  —  r"    H-  9  3  —  \  2  ;  I 
(25')     ,  '  ./        .      I  »,  I 


'      ./;'  —  .r" 


•  j"  I  -+-  i>.s  —  y  2pi 


sont  encore  toutes  négatives. 

Gela  posé,  décrivons  autour  des  centres  x,  y  déjà  construits 
deux  cercles  D;.,  D7  de  rayon  £  ;  prenons  dans  D7  un  point  x  et 
dans  D-  un  point  >•,  posons  ensuite 


X  -+-  y  X  —  y 

^1=  — 7=^j         rt= — ^; 
y  2  y  9. 


je  dis  que  le  système  de  valeurs  (x,  )',  j?<  ,  r,  )  appartient  au  champ 

^(P^  p'-  Pir  p',  )• 
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On  a.  en  effet, 

;  .r  —  j~"  '  =  I  X  —  X  ^  X  —  J-Oj  <  '  j-  —  ./-   —     .r  —  x'~'  '. 

mais,  par  hvpolhèse,  on  a 

;  .r  —  jr  I  <  c,  X  —  J-»  j  ^  !  x'  —  X*  I, 

donc 

[x  —  jr"  i  <  :  x' — -r"    —  i. 

or  le  second  membre  est  inférieur  à  p  d'après  les  inégalités  (25). 
On   prouve  de  même  que  |v — ^>'"  '  <  p'  et  que  ^x^ — x°',<Zpf, 

Nous  allons  déduire  de  ces  diverses  remarques  la  proposition 
suivante  : 

La  fonction  iî  supposée  nulle  quand  x  est  intérieur  à  S^ 
et  y  à  c)y  se  trouve  nulle  dans  tout  le  champ  C(p,  o',  pi,  o\  ), 

En  effet,  soit  x ,  y .  x\  = r^»  y\  = -^  un  système  de 

valeurs  pris  dans  le  champ  et  3  le  nombre  positif  dont  il  vient  d'être 
question. 

Je  divise  le  segment  x'^x  en  ni  segments  égaux,  et  de  même  le 
segment  r^v'.  J'appelle 

x*.     X*,     X-,      r"'-'.     ./  . 

y-^,      »'•.      »'-,      ....      »  "'-• .      y' 

les  points  de  division  et  je  suppose  m  assez  grand  pour  que  la 
distance  de  deux  points  consécutifs  soit,  pour  les  deux  segments, 
moindre  que  £.  J'observe  que.  d'après  la  première  remarque,  le 
système  de  valeurs 

X'-~-    \'  X'—    »  ' 

X',      y',      x',   =  =: 5        y',   =  ^ — 1 


est  intérieur  au  champ  (3(p,  p.  p,,  &,).  De  plus,  d'après  la  seconde 
remarque,  si  l'on  décrit  les  cercles  D^.,  D,j,  de  centres  x^,  y'  et  de 
ravon  c.  un  point  x  pris  dans  D,..  et  un  point  »  pris  dans  D,;  défi- 
nissent un  système  de  valeurs  x,  r,  X\,  v,  intérieur  au  champ. 

Cela  posé,  nous  aurons  d'abord  un  cercle  Djj>et  un  cercle  D,,  de 
centres  x^,  v".  Ces  cercles  sont  concentriques  aux  cercles  D.  D' 
déjà  définis  et  à  l'intérieur  desquels  la  fonction  il  est  nulle. 
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Si  donc  D  et  D'  couiprennenl  l),.»,  D,o,  la  fonction  il  est  nulle 
dans  ces  doux  dernierscercles,  c'est-à-dire,  si  x  est  pris  quelconque 
dans  D^o  et  y  quelconque  .dans  l),a.  Par  contre,  si  D,»  et  D^»  sont 
l'un  ou  l'autre  (ou  bien  l'un  et  l'autre)  plus  grands  que  leurs  cercles 
concentriques  D,  D',  la  fonction  il  qui  se  trouve  nulle  dans  D  et  D', 
c'est-à-dire  dans  des  portions  finies  de  D  ^.c.  et  de  D,^  et  qui  de  plus  est 
uniforme  dans  ces  cercles  devra  être  nulle  dans  toute  leur  étendue. 
Ainsi,  dans  tous  les  cas,  Q.  est  nulle  dans  les  cercles  D^o,  D,*. 

Passons  aux  cercles  D,.,,  D,,.  La  fonction  12  est  encore  une  fonction 
uniforme  de  x,  y  dans  ces  deux  cercles  ;  de  plus,  elle  est  nulle  dans 
les  portions  finies  que  ces  cercles  ont  en  commun  avec  les  deux 
précédents  (la  distance  des  centres  étant  plus  petite  que  la  somme 
des  rayons  qui  sont  du  reste  égaux);  donc  la  fonction  il  est  encore 
nulle  quand  x  est  pris  quelconque  dans  D_^.,  et  >'  quelconque  dans 
D,,.  On  continuera  ainsi  de  proche  en  proche  jusqu'aux  derniers 
cercles  D ,,,  D,  . 

La  fonction  il  sera  nulle  dans  ces  deux  cercles,  et  en  particulier, 
au  point  (x',  ^■'),  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Il  est  maintenant  facile  de  déduire  de  ce  théorème  la  proposition 
fondamentale  que  nous  avons  en  vue. 

Désignons  par  a^  la  plus  petite  des  quantités  p,,  p\  et  appelons  E 

un  cercle,  concentrique  au  cercle  G,  de  rayon  ■'[  <j^\  appelons  aussi  E' 

le  cercle  concentrique  au  cercle  G'  et  de  rayon (  /ï—  j\  a,. 

On  constate  aisément  qu'il  suffit  que  x  soit  dans  le  cercle  E  et  ^^ 
dans  le  cercle  E'  pour  que  les  points  x^  =  - — h^>  ><  =  '■ — — ^  soient 

intérieurs  respectivement  aux  cercles  Gi  et  C, .  On  a,  en  eflet,  par 
hypothèse, 

1  ./•  —  .ro  l<  'z^  7,.       Lk  -ro  !  <  y  v'2  —  5  j  ^1. 

donc  a  fortiori 

I  X  —  ./•"  -i-  y  —  Y^  I  <  j  X  —  .7-0  \  -\-  \ y  —  y^  \  <^  <J 'i'S\ 


ou 


.r  — jKu 


V'a  \Jo. 


51  ^Pi 


on  prouve  de  même  que  \}\  —  r\  \<io\. 

Prenons  alors  }',  )  ",  >  "',  trois  positions  de  j',  dans  le  plus  petit 
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des  cercles  concenlriques  G',  E'  et  x  dans  le  plus  petit  des  cercles 
concentriques  C,  F.  Les  trois  systèmes  de  valeurs 


—  y~       .V  —  >  ■ 

= I        r^ — 


V  2  )/l 

sont  intérieurs  au  champ  (TCp.  p',  o,,  p,  )  car  il  suffit  que. r,j' soient 
intérieurs  à  E.  E  respectivement  pour  que  Xi,  Vi  soient  intérieurs 
à  G,,  G',. 

Désignons  par  /(  r.  y')  la  fonction  ii;  nous  sommes  en  droit  de 
poser  les  équations 

Ge  sont  là  trois  équations  linéaires  X.  X',  X".  qui  pourront  être 
résolues  par  rapport  à  ces  quantités,  si  un  certain  déterminant  ï 
n'est  pas  nul.  Réservons  ce  cas;  nous  aurons,  en  particulier, 

où  iR.  est  composé  rationnellement  avec  les  fonctions  Xf  [ -^  ]» 

Y(y^,  Y(r'),  Y(y")  et  leurs  dérivées.  Si  donc  on  laisse  y,  >-^,  y 
constants.  (K{x)  est  une  fonction  uniforme  de  x  en  même  temps  que 
les  six  premières  de  ces  fonctions,  c'est-à-dire,  eu  égard  aux  choix 
de  v',  >■',%.  tant  que  j  reste  intérieur  au  cercle  E.  La  fonction  dl(j") 
est  donc  uniforme  et  dénuée  de  points  singuliers  autres  que  des  pôles 
dans  tout  le  cercle  E. 

II  V  a  deux  cas  à  distinguer  : 

1°  Le  cercle Eestintérieurou égal aucercleG;noussommesalors 
en  droit  d'écrire 


a"  Le  cercle  E  est  extérieur  au  cercle  G:  la  fonction  X  est  uniforme 
dans  le  cercle  C  et  égale  dans  tout  ce  cercle  à  une  fonction  (K  {x)  que 
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nous  savons  être  uniforme  non  seulement  dans  le  cercle  C,  mais 
encore  dans  le  cercle  plus  grand  E.  La  fonction  ûl(x)  permet  donc 
de  prolonger  la  fonction  X  dans  tout  le  cercle  E.  Reste  à  savoir  si 
cette  fonction  ainsi  prolongée  vérifie  bien  encore  l'équation  il=zo. 

Nous  voyons  bien  que  le  rayon  d'uniformité  p  de  X  peut  être  rem- 
placé par  le  rayon  plus  grand  1  <7i ,  mais  nous  ne  savons  pas  si  H  est 

nulle  dans  le  champ  C  (  '.cti,  &',  p,,  p',  \.  Or.  c'est  à  quoi  répond  le 

théorème  qui  a  été  établi  plus  haut.  En  vertu  de  ce  théorème,  la 
fonction  Q..  qui  est  déjà  nulle  autour  de  x",  1»,  doit  l'être  encore 
dans  tout  le  champ  d'uniformité  des  fonctions  X,  \,  X<,  ^4. 

En  résumé,  nous  voyons  que,  si  p  est  plus  petit  que  1  o-^ .  la  fonc- 
tion X,  qui  vérifie  l'équation  ^  ^=  o,  est  susceptible  d'un  prolonge- 
ment analytique  dans  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  y  a,  sans  cesser 
de  vérifier  l'équation;  nous  pouvons  donc  écrire  dans  tous  les  cas, 
p  étant  le  rayon  d'uniformité  de  X, 

On  prouvera  de  même  qu'on  peut  prolonger  au  besoin  la  fonction  Y 
de  manière  à  avoir 

et  cela  sous  lé  bénéfice  de  l'hypothèse  qu'un  déterminant  analogue 
à  i,  et  que  j'appelle  H,  ne  soit  pas  nul. 

Maintenant,  la  symétrie  de  l'équation  i^  =  o  nous  prouve  que  l'on 
peut  permuter  dans  les  raisonnements  les  couples  de  variables  .zr,  y 
et  Xi ,  Yi  ainsi  que  les  couples  de  fonctions  X,  Y  et  Xi ,  Yi .  Puisque, 
dans  l'état  actuel,  on  a 

en  désignant  par  a  la  plus  petite  des  quantités  p,  p',  on  prouvera  que 
l'on  peut  prolonger  X,,  Y^  de  manière  que  les  nouveaux  rayons  de 
convergence  pi ,  p\  de  X, ,  \  ^  soient  au  moins  égaux  à  ^  o-,  c'est-à-dire 

au  moins  égaux  à  (  ^  |  o-, .  car  a-  est  au  moins  égal  ù  4  cr< .  Si  l'on 
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désigne  par  <7,  la  plus  petite  des  quantités  p,.  o,.  on  aura  donc 


m- 


Si  l'on  répète  indéfînimentce  raisonnement  en  prolongeant  tour  à 
tour  le  couple  X.  ^  et  le  couple  X,.  \  (.  onvoitqueles  nombres  a.  s^i 
croissent  indéfiniment,  cest-à-dire  que  les  fonctions  X.  \,  X,.  ^  , 
ont  autour  dex".j>'",  ^*.  jKi  ^^^  ravons  d'uniformité  in6nis.  Les  for- 
mules qui  servent  à  prolonger  les  fonctions  nous  apprennent  de  plus 
que  nos  quatre  fonctions  n'ont,  à  distance  finie,  d  autre  singularité 
que  des  pôles  ('). 

Il  T  a  un  cas  où  la  démonstration  précédente  tombe  en  défaut,  c'est 
celui  ou  l'un  des  déterminants  Z.  H  ou  bien  l'un  des  deux  détermi- 
nants analogue-  Z,.  H|  relatifs  aux  fonctions X,.  Y,  serait  nul.  On 
constate  que  la  liaison  de  symétrie  et  le  changement  de  »' en  — -v  per- 
mettent de  s'en  tenir  au  cas  où  c'est  Z  qui  est  nul.  Or  Z  =:  o  est  une 
équation  facile  à  discuter  et  le  résultat  de  la  discussion  est  que  le 
théorème  ne  cesse  pas  d'être  vrai. 

1 1 .  Les  pôles  des  fonctions  X,  \ ,  Xj .  \  i  possèdent  des  propriétés 
déterminées  que  nous  allons  démontrer.  En  premier  lieu,  on  a  ce 
théorème  : 

Tout  pôle  a  fie  toute  fonction  X ,  ^  .  X, ,  \  ,  est  double  et  le  résidu 
qui  lui  est  relatif  est  nul,  en  sorte  que.  dans  le  voisinage  du  pôle  a 
la  fonction  possède  la  forme 

:^^ r-  VJ  z  —  a\ 


OÙ  E(^  —  a)  représente  une  série  entière  en  ^  —  a.  Pour  démontrer 
ce  théorème  pour  la  fonction  X  on  posera,  m  étant  l'ordre  du  pôle 

ix\— 7 î-   -: r -t-.  .  .-H  — :-  tl  X  —  a), 

^    '       (x  — a)"'        (or  — a)"'-'  x  —  a  " 

OÙ  E(  x  —  a)  est  encore  une  série  entière  en  j?  —  a;  en  portant  cette 
valeur  dans  Q.,  on  aura  un  résultat  de  la  forme 

P,„_,  P.,^,  P.  ZL_^E.>-a). 


{X  —  a  »- 


(')  Ce  théorème  et   sa  démonstration  sont   sasceptibles  d'ane  extension  que 
jai  énoncée  dans  les  Comptes  rendus. 


SgG  NOTES    ET    ADDITIONS.    —    NOTE    M.    PAR    M.    G.    KŒNIGS. 

Gomme  il  doit  être  nul,  il  faut,  avant  tout^  que  1  on  ait 

et  notons,  en  passant,  que  ces  conditions  expriment  seulement  que 
il  reste  Jlnij  quel  que  soit  r,  pour  x  =^  a. 
Or  on  trouve  tout  d'abord 


///  (  //t  -)-  I  )  A. , 


■y 


V2 


■y 


ce  qui  donne  la  condition  très  importante 


(26)  X 

On  trouve  ensuite 


K^)-H^ 


v/2 


i>     

*  m  +  l  — 


rn  (  m  —  :>.  ) 


X', 


«-+-r  \  _  Y,_   /  a—y 


V'i 


V2 


Si  la  quantité  entre  crochets  est  nulle,  on  voit,  d'après  le  résultat  de 
la  différentiation  de  l'équation  (26),  que  X<,  ¥<  sont  constants. 
Le  ds-  est  celui  du  plan;  or,  sur  le  ds-  du  plan,  le  théorème  se 
vérifie  (t;oir  le  Tableau  III).  Ce  cas  exclu,  il  reste  donc 


rn  —  -j.  =  o, 


le  pôle  est  double. 

En  outre,  on  trouve  pour  P,,»,  c'est-à-dire  P-i,  cette  expression 


}'..= 


donc  P2=  o  nous  donne  A,  =  o,  en  mettant  de  côté  le  cas  du  plan 
pour  lequel,  du  reste,  le  théorème  est  vrai.  Quant  à  P, ,  il  se  trouvs 
nul  de  lui-même. 

Le  théorème  est  donc  démontré  et,  en  outre,  nous  pouvonsajouter 
que,  si,  pour  un  pôle  double  a,  à  résidu  nul,  de  X(j7)  a  lieu  la 
relation  (26),  la  fonction  il  reste  finie  d' elle-même  pour  x  '-^  a. 
quel  que  soit  y. 

Ajoutons  que  l'on  prouve  les  mêmes  propositions  pour  les  fonc- 
tions y,  \i,  Y,.  Par  exemple,  si  b  est  un  pôle  de  \,  on  doit  avoir 
l'équation  analogue  à  (26) 


(27) 


V'2 


Y.('^',=o. 

V2 
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L'existence  de  plusieurs  pôles  entraîne  la  périodicité.  En  partant  de 
l'équation  i  2()  )  ou  de  Téquation  (27't,  on  prouvera  les  théorèmes 
suivants  : 

Si  a,  a'  sont  deux  pôles  de  X  ou  deux  pôles  de  Y,  l'expression 
^(a  —  a')  est  une  période  des  fonctions  X,  et  \  f. 

Si  a  est  un  pôle  de  \  et  b  un  pôle  de  \  ,  les  fonctions  de  z 

sont  paires. 

Si  zéro  est  un  pôle  de  \  ,  les  fonctions  X,  (z),  ^ ,  {z)sont  iden- 
tiques. 

Ce  théorème  est  curieux,  car  il  caractérise  les  formes  de  Liouville 

du  tjpe 

[  =(  j-  -!-  >-)  —  ç(  j-  —  }  1]  àx  dy. 

Il  est  clair  que  dans  ces  divers  théorèmes  on  peut  permuter  les 
couples  de  fonctions  X,  Y  et  X|.  Yi. 

12.  Je  vais  montrer  l'usage  que  l'on  peut  en  faire  pour  déterminer 

toutes  les  solutions  doublement  périodiques  de  l'équation  12  =  o. 

Il  résulte  d'abord  des  théorèmes  ci-dessus  que,  si  a,  a\  a'  sont 

trois  pôles  de  X  ou  trois  pôles  de  X  tels  que  le  rapport  —i ne 

soit  pas  un  nombre  commensurable,  les  fonctions  X,,  Y,,  X,  Y 
sont  doublement  périodiques. 

En  ertet.  les  fonctions  X,.  Y,,  uniformes  dans  tout  le  plan, 
admettent  comme  périodes  \''^{a' — a).  ^'2(0'' — a);  ces  expres- 
sions étant  incommensurables  entre  elles.  X,.  Y,  sont  des  fonctions 
doublement  périodiques. 

Ces  fonctions  admettent  nécessairement  des  pôles,  soient  a,  un 
pôle  de  X,  et  &j,  ',)i'  un  couple  de  périodes  primitives  de  X,  : 
comme  a, -h 'jj,  ai-f-o'  sont  encore  deux  pôles  de  X,,  il  en 
résulte  que 

\  2  [(  rti  -*-  10  I  —  ai  ]  =  \  ?  w         et  \  1  L'i' 

sont  des  périodes  par  X.  Y  qui  sont,  dés  lors,  aussi  doublement 
périodiques. 

Il   convient  d'observer  qu'on  peut  ajouter  sans  inconvénient. 
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à  x^  y,  des  constantes  arbitraires  sans  changer  l'aspect  des 
focnlions  X,  Y,  X<,  Y^.  INous  profiterons  de  cette  remarque  pour 
amener  X  et  Y  à  avoir  zéro  comme  pôle.  Dans  ces  conditions  les 
fonctions  X,,  Y^  sont  identiques  et  de  plus  sont  des  fonctions 
paires.  Posons  alors 

Xi  (  .r O  =  F  (  v  2  X,  )  =  F  (  .r  -4-  .>•  ), 
Yi(j-i)-F(v/^r,)-F(^-.T-). 

On  constate  que,  si  w  est  une  période  pour  X,,  w  y/2  est  une 
période  pour  F(^). 

L'avantage  de  ces  notations  est  d'amener  F,  X,  Y  à  avoir  les 
mêmes  périodes. 

Soient  a,  a',  a!' . ...  les  pôles  de  X,  autres  que  zéro,  h.  b'.  b\  .  .  . 
les  pôles  de  Y.  Les  expressions  telles  que  \'Q.a,  \J 2  a  sont  des 
périodes  pour  Xi  ;  donc  2  a,  2  a',  ....  26,  ib' ^  .  .  .  sont  des 
périodes  pour  Y[z). 

Désignons  par  20,,  2003  un  couple  de  périodes  primitives  de 
F(^),  nous  devrons  avoir  des  relations  de  la  forme 

na  T=  'ini  wi  -4-  2  n  to,,  26  =  ip  Mi-\-  1  q  o)», 

^.  a' =  2/n'cO] -f- an'wo,  ib' =^  ip' iùi-\- iq' m-,, 

i  a"  =  2  in"ii}i  -4-  2  /i"oj5,         2  b"  =  ip"oii  ■+■  2  <?" w», 


où  m,  7i,  m',  /i',  ...;/?.  ^,  y?',  q' ,  .  .  .  sont  des  nombres  entiers.  Les 
quantités  a,  a',  .  .  . ,  6,  i',  ...  sont  donc  de  la  forme  générale 

IJLDJj  -+-  VC02, 

où  ^,  V  sont  des  entiers;  or,  à  des  multiples  prés  des  périodes,  les 
expressions  de  cette  forme  sont  égales  à  l'une  de  ces  quantités 

O,       (0],       OJj.        10  :j, 
où   0)3  =::  (Wi-f-OJo). 

Soit  maintenant  a^  un  pôle  de  X,. 

Comme  2—4;  2-^  sont  deux  périodes  primitives  de  X,,  il  en 

\/2  v/2 

résulte  que  \f2    (  «1  -t-  2  -^4:  j  —  '?i  =  2  w^  et  2  wo  sont  des  périodes 

pour  X  et  Y. 

Ainsi  X  et  Y  admettent  toutes  les  périodes  de  F. 
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\ous  pouvons  maintenant  construire  l'expression  générale  de 
X,  Y  au  moyen  de  la  fonction  p{z)y  qui  admet  2  0),.  201)2  pour 

couple  de  périodes  primitives. 

-  A 

Dans  le  voisinage  de  son  pôle  zéro,  X  a  la  forme  — ^  -^  E(j7); 

les  autres  pôles  de  X  sont  congrus  à  l'une  des  quantités  ûJ|,  ojo,  o),  ; 

dans  le  voisinage  de  (o^  X  aura  donc  la  forme  ; — ^-^^r  -{-  E(ic  —  «,)  ; 

on  prendra  A,=  o  si  o),  n'est  pas  un  pôle.  Formons  alors  l'expres- 
sion 

\  —  Ao  p(.r~)  —  At  p(ar  -1-  a)|^  —  A.  p(jr  h-  (Oj)  —  Ar!p(x  -H  tO:î\ 

qui  admet  les  périodes  2  gj,  ,  2  w,,  qui  est  uniforme  dans  tout  le  plan 
et,  grâce  aux  choix  des  coefficients,  n'a  plus  de  pôles  à  distance 
finie.  Cette  fonction  ne  peut  être  qu'une  constante.  On  a  donc 

\  =  An  pi  •ar;  -h  Ai  p(  j*  h-  wi)  -»-  A»  pt  jr  -(-  w*)-*-  A3p(x  -i-  wj)  -t-  A4, 
Y  =  Bo  pi  V  I  -t-  Bi  p(  V  -!-  (0|)  -4-  Bîp(^  -♦-  toj)  -1-  B3  p('_v  -4-  w-)  -(-  B;. 

Nous  construisons  de  même  la  forme  générale  de  F(5).  Si  /. 

k 
est   un   pôle  de  F(5),  -^est  un  pôle  de  X,   et  l'on  a  dés  lors, 

d'après  un  théorème  déjà  démontré, 

/  k 


^(^)-fe)   ■  • 


ou  plus  simplement,  t  étant  l'argument  variable, 

(•28)  \^t)^\Kk  —  t). 

Les  pôles  de  X ,  \  sont  congrus  à  l'une  des  quantités  o,  w, ,  o).,,  o),  ; 
ceux  de  X(A"  —  /)  sont  donc  congrus  à  l'une  des  quantités 

k.      k  —  W|.      A'  —  w^.      k  —  W:;. 

L'identité  précédente  exige  donc  que  A"  lui-même  soit  congru 
à  o,  'j),,  &).j  ou  0)3.  Donc,  tout  pôle  k  de  F(5)  est  congru  à  l'une 
de  ces  quatre  quantités  et  l'on  en  déduira,  comme  pour  X,  Y, 
celte  forme  générale  de  F(^), 

F(;:  I  =  Lp  pi^i)  -H  Li  pv  -  -t-  t'-i)  -I-  L;  pf-  h-  Wj^  -i-  LjpT^  -f-  o),"»  -t-  L». 
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Ayant  ainsi  la  forme  générale  de  X,  Y,  F,  la  coordination  des 
résultats  n'offre  plus  aucune  difficulté. 

On  remarque  d'abord  qu'on  peut  supposer  toujours  L,,  différent 
de  zéro;  alors  X,  Y  sont  deux  fonctions  identiques,  paires. 

Si  L,,  L2,  L3  sont  nuls,  on  a  les  ds-  de  courbure  constante  et 
X,  Y  vérifient  l'équation  quelles  que  soient  les  constantes 
Aq,  Ai,  Aj,  A:j,  Aj.  Si,  outre  L^,  L|  est  aussi  différent  de  zéro, 
on  constate  que  l'on  doit  avoir 

(29)  X(f)  =  Y(^  +  o)i), 

par  application  au  couple  des  fonctions  X,  Y  et  au  pôle  oo, 
de  F(^)  du  théorème  exprimé  par  l'équation  (28).  L'équation  (29) 
s'écrit 

Aop(0  ■+"  A.ip(^  -I-  Wi)  -I-  P^ïpit  -+-  M-i)  -+-  A;ip(<  -(-  OJ;.) 

=  Aop(^  -f-  Wi)  -I-  A,p(<  -I-  2t0,)  -+-  A2p(/'  -1-  W,  -+-  (0.)  -+-  A3p(/  -1-  (0,  -f-  Oi-i) 

ou  encore,  eu  égard  à  la  relation  a),  +  (Oo  +  f*>:s  =  o, 

=  Anp(^  H-  (Oi)  -+-  A)  p(/ j  H-  A.2p(<  -t-  CO.t)  -+-  A3p(/  -+-  lù-,)^ 

ce  qui  exige  seulement  A„  =  i,  A._.  =:A:(.  On  retrouve  le  type 
essentiel  de  révolution. 

Enfin,  en  supposant  Lo,  Li,  Lo  différents  de  zéro,  on  trouve 
qu'il  faut  avoir 

et  le  même  calcul  que  ci-dessus  donne  A„  =  Ai  =  A2  =  x\:t  ;  nous 
trouvons  donc  le  ds-  réciproque  du  ds-  à  courbure  constante; 
attendu  que 

I 
Ainsi,  il  n'y  a  pas  d'autres  solutions  doublement  périodiques 
que  celles  qui  ont  été  déjà  obtenues. 

13.  Les  solutions  simplement  périodiques  ou  rationnelles  s'ob- 
tiennent par  un  procédé  analogue.  Il  importe  toutefois  de  remar- 
quer que  l'on  peut  s'en  tenir  à  la  recherche  des  types  essentiels, 
ce  qui  simplifie  déjà  considérablement  le  problème. 

Nous  laisserons  même  de  côté  les  ds-  de  révolution  ou  à  cour- 
bure constante,  qui  ont  été  déjà  obtenus. 
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Prenons  une  forme  essentielle  de  notre  ds-,  soit  X(x)  un  coeffi- 
cient de  transformation  de  ce  'Js':  la  variable  ^.  définie  par  la  qua- 
drature 

'-J   ,x^' 

sera  une  variable  essentielle,  el  si  l'on  pose  î(  ç  >  =  ^r t-j  ^(£) 

sera  un  coefficient  de  transformation  d'une  autre  forme  essentielle 
du  même  ds-. 

Mais,  daprès  ce  qui  a  él^  dit  des  formes  essentielles,  l'aspect 
analytique  des  fonctions  ^(E),  X(x)  doit  être  le  même  ;  elles  seront 
en  même  temps  périodiques  ou  rationnelles. 

En  partant  de  là  on  parvient  à  démontrer  que  tout  coefficient 
de  transformation  d'une  forme  essentielle  a  l'une  des  formes 
suivantes,  en  faisant  abstraction  des  solutions  doublement  pério- 
diques : 

i"  Ou  bien  une  constante; 

2"  Ou  bien 


X' 


3»  Ou  bien  -^  - 

Il  est  ensuite  facile  de  coordonner  les  résultats  et  d'établir  qu'il 
n'existe  pas  de  solutions  en  dehors  de  celles  qui  figurent  au 
Tableau  VII. 

14.  Je  lerminerai  en  faisant  connaître  un  mode  de  représentation 
sur  le  plan  des  géodésiques  des  surfaces  qui  nous  occupent  et 
dans  lequel  ces  géodésiques  ont  pour  images  les  coniques  d'un 
réseau  tangentiel. 

Si  Ton  considère  le  ds-  contenu  dans  la  formule 

fFt.ri        F^vH  [•  dx-  dr*-  1 

■  [gÏJ')^  GÎyÎJlGix)       G(r)\' 

où  F(j:),  G(j")  sont  deux  polynômes  du  quatrième  degré,  en 
essayant  de  le  mettre  sous  la  forme 

[ç(x  -i-.v)  —  ~(x  —  y}]dxdy, 

on  se  trouve  amené  par  la  discussion  aux  diverses  formes  du 
Tableau  Vil.  Cela  résulte  d'ailleurs  facilement  du  principe  de 
réciprocité  que  nous  avons  appliqué  aux  ds-  de  courbure 
constante  pour  former  le  Tableau  ^  II. 

Or.  il  résulte  de  la  forme  (33)  du  n"  o8i  (111.  p.   1 1)  que  les 
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géodésiques  de  ce  ds-  auront  l'éqiialion  finie  que  voici  : 

'/y 


^''^  /v/G(..;tpF(..)^/; 


=  const. 


où  p  désigne  une  constante  arbitraire. 

Considérons  dans  un  plan  la  conique  C,  représentée  par  l'équa- 
tion 

\-^— 4XZ:-o; 

on  vérifie  cette  équation  en  posant 

Si  d'un  point  M(X,  Y,  Z)  on  mène  les  deux  tangentes  à  la 
conique,  les  valeurs  du  paramètre  t  qui  correspondent  aux  deux 
points  de  contact  étant  désigécs  par  ^,  j',  on  trouve  aisément  que 
X,  Y,  Z  s'expriment  en  a;,  y  par  les  formules 

(  32  )  X  =.  xy,  X  =  x  +  y,         Z  =  i . 

Les  paramètres  or,  y  constituent  un  système  de  coordonnées  du 
point  M  qui  a  été  considéré  pour  la  première  fois  par  M.  Darboux 
dans  son  Ouvrage  Sur  une  classe  remarquable  de  courbes  et  de 
sur/aces.  Nous  allons  introduire  ces  coordonnées  dans  la  repré- 
sentation des  géodésiques. 

Rappelons  d'abord  comment  l'équation  d'Euler  s'intègre  par  le 
moyen  d'un  faisceau  tangentiel  de  coniques.  Soit  l'équation  d'une 
conique 

AX^  +  A' Y2  -1-  A"Z2  -+-  2  BYZ  -h  2  B'ZX  -+-  2  B'XY  =  o  ; 

si  l'on  y  remplace  X,  Y,  Z  par  leurs  expressions  (Sa),  on  trouve 
l'équation  en  coordonnées  oc,  y  de  cette  conique 

:)(x,y)=  A^-'-r-H-  A'(.r  -Hj^j'-t-  A" 

-h  2  B(  >•  -hv)  -h  2  B' xy  -f-  2]yxy(x  -t- jk)  =  o. 

Introduisons  les  notations  de  la  forme  adjointe 

a  ^  A'  A"—  B2,         «'  =  A"  A  —  B'^         a"  =  A  A'  —  B"2, 
b  =  B'B'—  AB,       6'=  B"B  —  A'B',      h" ^  BB'  —  A"B"; 
faisons  en  outre 

H{x)=[B"x'^-h(A.'-i-B')x  -hB\^  —  {Xx-^-f-7.B"x-h  \'){i'^'x^--h2Bx-^A') 
=  —  a"x'--^  2  b  x^ — \a'  -h  2  b' )  x-  -h  2  b" x  —  a. 

On  trouve  alors  que  l'équation  9(37,  y)  =^  o  peut  s'écrire 
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Mais,  l'équation  étant  >vmétrique  en  x  et  y.   on  pourra  écrire 


\m- 


H 


Gela  posé,  concevons  que  le  point  M^x.  y)  décrive  la  conique 
représentée  par  l'équation  0  =  0.  nous  aurons 

-—  cl.c  H —  (h   =  o, 

'Jx  ax    ' 

c'est-à-dire,  eu  égard  aux  équations  ci-dessus. 

ilx  dv 


\  \\'  X  ^  \  H(  r  I 

ce  qui  est  l'équation  d'Euler. 

Prenons  réciproquement  une  équation  d'Euler  quelconque 

>Lr  >ly 


\  Ix* -^- mx^ -i- nx--*- px -^  p        \  />'*-(-/«  1  •*-»-//»■--*-/>  i-»- ^ 
si  on  l'identifie  avec  l'équation  précédente,  on  trouve 

a'  =  —  /.  <7  =  —  q.  a  -^  "i  b  =^  —  n.  ■>  h  ^  ni.  2  b' ^  />. 

et  nous  trouvons  ainsi  que  l'équation  (33)  est  vérifiée  en  tous  les 
points  (Xf  y)  de  la  conique  dont  l'équation  tangenlielle  serait 

(34)  —  '  «/"-i-  f~' —  "JT,^  -h  nX:  — /'^■r,  i-^«  '  f^i" —  ;X  I  =  o. 

Comme  il  figure  dans  celle  équation  une  constante  arbitraire  a  . 
on  peut  en  conclure  que  les  coniques  contenues  dans  cetle  équation 
tangenlielle  fournissent  l'intégrale  générale  de  l'équation  d'Euler 
proposée. 

11  faut  observer  que  les  coniques  dont  (34)  est  l'équation  tangen- 

tielle  forment  un  faisceau  tangentiel  de  coniques  dont  fait  partie  la 

conique  C.  Les  coniques  de  ce  faisceau  sont  donc  inscrites  dans 

un  quadrilatère  circonscrit  à  la  conique  C;  les  paramètres  des  points 

où  C  est  touchée  par  les  côtés  de  ce  quadrilatère  fixe  sont  les  racines 

de  l'équation 

H(  /  I  =  //♦—  mP-+-  n/--i-pf  -h  q  —  n. 

Appliquons  ceci  à  l'équation  d'Euler  (  3 1  )  qui  donne  les  géodésiques 
du  </5=(3o).  Si  l'on  fait 

P(t)=  H*  ~  mt^- —  lit- — pt  ^:- q. 
,  G(  /)  =  l't^^m  t-  —Il  t--~ p't  —  q', 
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et  si  l'on  regarde  p  comme  donné,  il  faudra  dans  l'équation  (34) 
remplacer  /  par  la  +  /',  rn  par  m^  +  m',  .  .  . ,  ce  qui  donnera 

—  (</  ?'--+-  I  ~-  —  i>l  ''"i^  -+-  «  ^?  — /'Ç''"i)p 

-f-  a'(T,-  —  j!^)  =  o. 

On  obtiendra  ainsi,  quand  p,  a' prendront  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles, un  réseau  tangentielà&  conic^nas',  et  chaque  conique  de  ce 
réseau,  rapportée  aux  coordonnées  x,  y  autour  de  la  conique  C, 
fournira  une  solution  de  l'équation  (3i).  Nous  nous  trouvons  donc 
avoir  représenté  sur  le  plan,  point  par  point,  la  surface  qui  admet 
le  ds-(Zo),  de  sorte  que  les  géodésiques  ont  pour  images  les  coniques 
de  ce  réseau  tangentiel. 

Nous  nous  bornerons  ici  à  signaler  les  résultats  suivants  : 
Si  les  coniques  du  réseau  sont  inscrites  dans  un  triangle  Jixe^ 
le  ds-[?>o)  a  sa  courbure  constante. 

Ce  théorème  est  en  relation  étroite  avec  cet  autre  déjà  connu  que 
les  surfaces  de  courbure  constante  peuvent  seules  avoir  des  droites 
comme  images  de  leurs  géodésiques  sur  un  plan. 

En  etïel,  les  coniques  inscrites  dans  le  triangle  X  =  o,  Y  =  o, 
Z  =  o  ont  cette  équation  générale 

À  v^X  -t-  \i-  V  V  -f-  V  y'Z  =  o, 
et  il  suffit  de  la  transformation  ponctuelle 

X'  =  v^'X,        Y'  =  V  V,        7/  ^  \rî 

pour  transformer  ces  coniques  dans  les  droites  du  plan. 

Supposons  maintenant  que  les  coniques  du  réseau  représentatif 
touchent  deux  droites  fixes  ;  dans  ce  cas  le  ds-  (  3o  )  convient  à  une 
surface  de  révolution. 

A  l'égard  des  ds-  de  révolution  à  intégrales  quadratiques,  le 
lecteur  démontrera  facilement  la  proposition  suivante,  que  l'on 
pourrait  presque  attribuer  à  M.  Lie,  tant  ce  géomètre  s'en  est 
approché  : 

Tous  les  ds-  de  révolution  à  intégrales  quadratiques  sont 
représentables  géodésiquement  les  uns  sur  les  autres. 

Les  ds-  à  intégrales  quadratiques  qui  ne  sont  pas  de  révolution 
donnent  lieu  à  un  théorème  analogue;  chacun  est  représentable 
géodésiquement  sur  un  ds"^  réductible  au  type  Vllf. 


NOTE  III. 


SUR  LA  THÉORIE  DES  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 
DE  SECOND  ORDRE; 

Par  m.   E.   COSSERÂT. 


!.  Dans  le  ^fémoire  présenté  en  18-0  à  l'Académie  de  Sciences 
et  dont  il  a  été  question  [II,  p.  53].  M.  Moutard  s'était  proposé 
«  l'étude  minutieuse  de  la  forme  la  plus  élémentaire  dont  soit 
susceptible  l'intégrale  des  équations  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  à  deux  variables  indépendantes,  à  savoir  :  celle  qui 
consiste  en  une  relation  unique  entre  les  trois  variables,  deux  fonc- 
tions arbitraires  de  quantités  distinctes  formées  explicitement  avec 
les  trois  variables,  et  les  dérivées  en  nombre  limité  de  ces  fonctions 
arbitraires,  les  arbitraires  n'entrant  d'ailleurs  sou»  aucun'  sisrne 
d'intégration  ». 

La  première  Partie  de  ce  Mémoire  avait  pour  objet  de  démontrer 
que  l'on  peut  former  toutes  les  équations  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  et  à  deux  variables  indépendantes,  susceptibles  d'ad- 
mettre une  intégrale  générale  de  cette  espèce  élémentaire,  dés  que 
l'on  sait  trouver  toutes  les  équations  linéaires  du  second  ordre,  de 
la  forme  considérée  parLaplace.quijouissentdela  même  propriété. 
M.  Moutard  énonce  le  résultat  suivant  : 

Celles  des  équations  cherchées  qui  ne  sont  réductibles,  par  un 
changement  de  variables,  n  iaux  équations  linéaires  de  Laplace, 
ni  à  V équation  de  Liouville,  sont  toutes,  en  exceptant  deux  cas 
particulièrement  simples,  réductibles  à  la  forme 

—  1  A<?- 1 —  I  \>e~'K 


0.ri)v         <).r     ■  f)y 


OÙ  A  et  B  sont  des  fonctions  des  seules  variables  indépendantes 
assujetties  elles-mêmes  à  vérifier  certaines  conditions;  de  plus, 
Vintégratioîi  de  cette  équation  peut  être  ramenée  à  dépendre 
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uniquement  de  celle  cVune  équation  linéaire  de  la  forme  consi- 
dérée par  Laplace,  à  savoir  : 


i)x  ây  ()x       ôy 


-¥-  AU  ;. 


L'exposition  suivante,  où  l'on  a  mis  à  profit,  en  plusieurs  points, 
des  indications  précieuses  de  M.  Darboux,  constitue  le  dévelop- 
pement de  cette  proposition. 

2.  Remarquons  d'abord  que  si  l'intégrale  générale  de  l'équation 
proposée  est  déterminée  par  une  équation  de  la  forme 

¥\x,y,z,  ^i(u),  ?2(«0j  ■■•,  9m{u),  '^i(v),  ■!t>iii'),  ■■■,  ■lnif')]  =  o, 

où  u  et  (^  sont  deux  fonctions  données  et  distinctes  de  a;,  y,  z  et 
où  (B<  et  J^j  sont  deux  fonctions  arbitraires  dont  les  dérivées  succes- 
sives sont  désignées  par  cp^,  (p^,  .  .  . ,  9^  et  par  <J>o,  (j'^,  •  .  • ,  ^z»,  on 
peut  effectuer  un  changement  de  variables  consistant  à  prendre  u 
etp  pour  nouvelles  variables  indépendantes;  il  nous  suffira  donc  de 
chercher  toutes  les  équations  du  second  ordre  admettant  une 
intégrale  générale  de  la  forme 
(  I  )  z  =^ /{.'-,  y,  a,,  y..,,   ...  ,  a„,,  3,,  3.,    3„  ), 

où  a<  désigne  une  fonction  arbitraire  de  x  dont  les  dérivées  suc- 
cessives sont  désignées  par  ^3,  «d,  ...  etoù|3,  désigne  une  fonction 
arbitraire  de  r  dont  les  dérivées  successives  sont  j3._,,  (Sa,  .... 

Il  est  clair  que  l'expression  (  i  )  ne  peut  vérifier  une  équation  du 
second  ordre  que  si  cette  dernière  ne  contient  pas  les  dérivées  /• 
et  ^  de  ;;  et  est,  par  suite,  de  la  forme 
(2)  S-+-  ç{x,  y,  z,  p,  q)  =  o. 

Cherchons  donc  à  déterminer  toutes  les  équations  de  la  forme 
(2)  admettant  comme  intégrale  une  expression  de  la  forme  (  i  )  ;  et, 
à  cet  effet,  substituons  cette  valeur  (  i  )  de  ^  dans  l'équation  (2). 

Convenons  dès  maintenant  de  la  notation  suivante  :  0  étant,  d'une 
façon  générale,  une  fonction  formée  avec  :r,j^,  a,,  3,  et  des  dérivées 
de  ces  deux  dernières,  nous  désignerons  par 

di>         r/b         rm  d-^)  r/M) 

dx        dy        dx-        dx  dy        dy- 

les  dérivées  successives  de  0,  prises  en  avant  égard  aux  dillérentes 
fonctions  a,,  ^k  qui  j  figurent. 
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Nous  aurons,  pour  les  dérivées  p,  q^  s  de  la  fonction  z  définie 
par  l'équation  (i),  les  valeurs  suivantes  : 


V 


dr  dy  ^k^^^k  '  * 


d\f 
dj-  dy 


Si  l'on  substitue  dans  l'équation  (2  »  et  si  l'on  a  égard  aux  deux 
dérivées  «m-^i?  yn-^i  qui  ne  figurent  pas  dans  (i),  on  voit  que 
Téquation  (2)  doit  être  de  la  forme 

(  i  )  s  -^  ç-pq  ~r-  ap  -H  bq  -*-  r  =  o. 

0.  a.  b,  c  désignant  des  fonctions  de  x.  y.  z. 

Si  1  on  prend  comme  nouvelle  inconnue,  au  lieu  de  z,  une  fonc- 
tion 6  de  jc.  >•,  z.  assujettie  uniquement  à  vérifier  la  relation 

^i  _  ^f? 


0,1: 


l'équation  définissant  0  sera  encore  de  la  forme  (4)?  mais  ne  con- 
tiendra pas  de  terme  en  pq;  elle  admettra  une  solution  de  la  même 
forme  que  l'équation  (4)  et  réciproquement. 

Il  nous  suffit  donc,  pour  avoir  la  solution  de  la  question  posée,  de 
déterminer  trois  fonctions  a.  6,  c  de  x.  v.  z  telles  que  l'équation 

(5)  5  -H  ap  -^  bq  -^  c  ^^  n 

admette  une  solution  de  la  forme  (i). 

3.  Substituons  les  valeurs  ('3)  de  p^  q,  s  et  annulons  les  coeffi- 
cients de  «m-i-  pn^i-  <x„i+t~>n-i',  nous  obtenons  les  trois  relations 


<,6) 


'>-/■ 


»)2„,  d.^„ 


•'  •  "     '  -' = —  tt  -r-~  =  o. 


f)yda„i        àdmà^ii     "      "  '^^mà.Jh-i   '  ^^2, 


(  8  1  ■      -{^      -+■     ,r.    •'        x.-^...-r-  • a„,  -i-  />   -^  =  o. 

dont  la  première  doit  être  identique  et  dont  les  deux  dernières 
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doivent  être  vérifiées  lorsque  l'on  a  remplacé  z  par /dans  a  et  b. 

La  relation  (6)  Ciprime  que  -^  ne  renferme  pas  6,i  etque-r^  ne 
renferme  pas  a„i  ;  les  relations  (7)  et  (8)  nous  prouvent  donc  que, 
lorsque  l'on  a  remplacé  z  par/,  a  dépend  linéairement  de  [3„  et  h 
linéairement  de  a,,^;  nous  sommes  ainsi  conduits  à  diflérenlier  ces 
relations  respectivement  par  rapport  àj(3„  et  à  a,„. 

Diffcrentioiis  (7)  une  première  fois  par  rapport  à  (3,(;  il  vient, 
en  se  rappelant  que  -^  ne  renferme  pas  |3„, 

Différentions  de  nouveau  par  rapport  à  (3/,;  — ^  n'étant  pas  nul, 
il  vient 

(10)  -/-   )     H 4    =  O. 

àz-   \//i„  /         ()z  (Jj-^^ 

Cette  dernière  relation  est  identique,  si  a  ne  dépend  pas  de  z\ 
ce  cas  à  examiner  étant  supposé  écarté,  l'expression 

<n  a  _  àa 
TJ^'lz 

doit,  après  la  substitution  de  ^,  être  égale  à 


0%. 


al,  par  suite,  ne  pas  dépendre  de  oi.„i]  elle  doit  donc  être  indépen- 
dante de  ^5  et  l'on  a  alors  deux  cas  à  distinguer  suivant  que  sa 
valeur  est  nulle  ou  non. 

D'ailleurs,  ce  que  nous  avons  dit  pour  a  se  répète  pour  b\  il 
suffit  de  prendre  la  relation  (8)  pour  point  de  départ  au  lieu  de  la 
relation  (7);  on  obtiendra,  en  différentiant  par  rapport  à  a,„,  les 
relations 

,r-h  [  Of  \2        dh  (pf 


àz-  \àx,n  j     '         àz  à'xl, 

d'où  résultent  pour  h  des  conclusions  analogues  à  celles  obtenues 
pour  a. 
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Les  deux  fonctions  a  et  l>  ne  peuvent  donc  être  que  de  lune  des 
trois  formes  suivantes  : 

(  I  1  me'^'—  n. 

(  I ï )  m  z  ^-  II. 

(III)  m. 

<«»,  m.  n  désignant  des  fonction^  des  seules  variables  x  eiy. 

Il  reste  ainsi,  pour  avoir  toutes  les  solutions  de  la  question,  à 
associer  ces  trois  formes  deux  à  deux  et  à  examiner  les  différents 
cas  qui  peuvent  se  présenter. 

4.    Supposons  que  a  soit  de  la  forme  (I);  nous  allons  établir 

que  b  ne  peut  être  que  l'une  des  formes  (I)  et  (III). 

Soit,  en  effet. 

(I  =  me'"-  -r-  /*. 


La 

relation 

(lO 

)  sécrit 

an 

0, 

d 

où  I 

'on  tire. 

en 

intégrant. 

(121 

à/ 

I 

à'j,,         cj    .' 

v-,-/- 

fi  désignant  une  fonction  qui.  daprès  la  relation  (6).  ne  dépend 
pas  de  a„,  et  qui  ne  peut,  par  conséquent,  renfermer  que  x,  >*, 

«1,    ....   y-m—i  1   pJ  ?    •  r  •  ;   p/i— 1  • 

Substituons  la  valeur  (12)  de  -r^-  dans  la  relation  (8):  il  vient 


03,  (,  =  1^),,,^.,,:,=  _^^, 


''/■- 

Or.  la  relation  (12)  exprimant  que 


ne  dépend  pas  de  î3„,  il  résulte  de  (i3)  que  l'expression 
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lorsqu'on  y  a  remplacé  z  par/,  ne  dépend  pas  de  {3„;  cette  expres- 
sion est  donc  une  simple  fonction  de  a:  et  j^  et  nous  avons  deux  cas 
à  distinguer  suivant  qu'elle  n'est  pas  nulle  ou  suivant  qu'elle  est 
nulle;  h  ne  peut  donc  être,  comme  nous  l'avions  annoncé,  que  de 
la  forme  (I)  ou  de  la  forme  (III). 

5.   Supposons  d'abord  que  b  soit  de  la  forme  (1);  il  résulte  de 
ce  qui  précède  que  l'on  aura 


h  =  //ti 

e-to;_^  «1 

//,  = 

()  Iog(0 

Ox 

Nous 

pourrons 

J 

adjoindre 

?i  = 

i)  logo)  _ 

ày 


car   on   peut  répéter   sur   b  le  raisonnement  fait  précédemment 
sur  a;  la  relation  (i  i)  conduit  à  la  suivante  : 


<)7.,n  (.J(a„,  H-/|) 


analogue  à  (12)  et  dans  laquelle/  ne  renferme  ni  «,„,  ni  ^„;  la 
relation  (^7)  devient  alors 


d'où  résulte  que 

ne  dépend  pas  de  z. 

L'équation  (5)  est  ainsi,  dans  le  cas  actuel,  de  la  forme 


i)x  ày        \  ()y     j  ôx        \  âx      j  ày 

//?,   //?|,  0)  désignant  des  fonctions  de  x  et  y  et  c  une  fonction 
de:r,  y,  z. 

Si  l'on  prend  comme  nouvelle  inconnue  w^,  on  a  une  équation 
du  type  suivant 

(■«>  si;?? -, -s  < -^  "'=>-, 7^  C'-'^ -'-■  =  ". 
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OÙ  A  et  B  sont  des  fonctions  de  x  et  r  et  où  C  est  une  fonction  de 
a-,  r,  z. 

Cette  équation  doit  admettre  une  solution  de  la  forme 

(i6)  -  =  loç  ^i  -H.A. 

en  posant 

(•7)  '1  =  3t„,  -+-/,.  U,  =   3„  -+-/;, 

et  en  désignant  par/, .  ^"2,  /s  des  fonctions  de  J".  1'.  y.\ «m-i . 

•jj ,  .  . . ,  p/i—i  • 

Les  relations  (i3>  et  (i4)  deviennent  d'ailleurs 

<  18  t  — ^2^  =  —  Bc--. 

OJC 

d'où  résulte  que,  si  Ion  dilTérentie  la  formule  (i6\  il  vient 

dx  djr  d.r  dv  dx  dy 

La  condition  pour  que  la  valeur  (16)  de  z  satisfasse  à  l'équa- 
tion (i5)  est  donc  que  l'on  ait 


(20) 


f/x  dv 


après  la  substitution  de  z  dans  C. 

Le  second  membre  de  (20)  ne  peut  être  que  de  la  forme  bili- 

néaire  par  rapport  à  a^,  5„  ;  la  fonction  C  est  donc  indépendante 
de  z,  puisque,  dans  le  cas  contraire,  le  premier  membre  de  (20), 
après  substitution  de  j.  dépendrait  de  3c„,  et  3,,  en  tant  que 
fonction  du  rapport 

C  étant  une  simple  fonction  de  x  et  y^.  il  en  résulte  que/"^  est 
une  fonction  déterminée  de  x  et  r,  ne  dépendant  ni  des  fonctions  «i , 
3,,  ni  de  leurs  dérivées.  Prenons  comme  nouvelle  inconnue  x^ — y"-,, 
on  est  amené  à  chercher  si  une  équation  de  la  forme 

^      '  '/X'/y         <).r  àv  ' 
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peul  admettre  comme  solution  l'expression 

(22)  C^log'r-, 

''■1 

À|  et  juL,  ayant  la  signification  donnée  par  les  formules  (i"). 

En  tenant  compte  de  la  valeur  (2 :>.)  de  c,  les  relations  (18)  et  (19) 
donnent 

dx  ily 

Si  l'on  a  égard  ;\  tout  ce  qui  précède,  on  peut  donc  dire  que  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation  (2  i)  réponde 
à  la  question  posée  est  que  l'on  puisse  vérifier  le  système  suivant, 
déterminant  deux  fonctions  >.  et  \x 

au  moyen  de  deux  expressions  ne  renfermant,  outre  les  variables  .r 
et  y,  que  deux  fonctions  arbitraires  ao,  x  ^\.  y  respectivement  et 
leurs  dérivées  jusqu'à  un  ordre  déterminé. 

6.  L'élimination  de  l'une  des  fonctions  À  ou  \j.  entre  les  équa- 
tions (28)  conduit  pour  l'autre  à  une  équation  linéaire  du  second 
ordre  de  la  forme  considérée  par  Laplace;  si  l'on  élimine  ;j.,  on 
trouve  que  \  doit  vérifier  l'équation 

&^\  à  log  k  àl 

àx  ày  ôx      ày 

et  si  l'on  élimine  À,  on  obtient  l'équation 

(20)  -T— ^3 p^ i-— AB;a  =  o, 

ôx  ay  oy      ôx 

à  laquelle  satisfait  fx. 

On  peut  donc  considérer  l'un  des  résultats  de  M.  Moutard 
comme  complètement  établi. 

Il  y  a  peut-être  cependant  encore  intérêt  à  indiquer  comment  on 
peut  relier  directement  les  équations  (2,4)  et  (2 5)  à  l'équation  (21)  ; 
remarquons  que  cette  dernière  peut  s'écrire 


ô    lôz  .         \  ô 

ôx  \  ôy  I  ôy 
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et  Ton  esl  conduit  à  considérer  le  système 

—  Ve- 


p       -  '^  'os 

tie—-  = 


àx 

définissant  deux  fonctions  inconnues  ^  et  a;  si  l'on  élimine  a.  on 
retrouve  l'équation  (21):  si,  au  contraire,  on  élimine  z.  on  trouve 
l'équation  (  20). 

La  considération  du  système  (26)  permet  de  démontrer  de 
nouveau  que.  non  seulement  les  problèmes  de  l'intégration  des 
équations  (21)  et  (  a5)  sont  équivalents,  mais  que  si  l'une  de  ces 
équations  a  une  solution  de  la  forme  que  nous  considérons,  il  en 
esl  de  même  de  l'autre.  Cela  résulte  immédiatement  de  ce  que  les 
relations  (  18),  (19),  (22)  entraînent  les  suivantes  : 

dz        ,  ^logai 

dx 
En  considérant  de  même  le  système 

dz         _  »>l(ijrÀ  .  d\ûZL 

—  -i-Be--= ,  Af-= — , 

ôx  itx  >)y 

on  relierait  entre  elles  les  équations  (21)  et  (24)- 

7.  Reportons-nous  à  la  fin  du  n"  i  et  supposant  toujours 

a  =^  nie'"-  -j-  n. 

examinons  la  seconde  hypothèse  possible  relativement  à  6,  savoir 
celle  où.  6  étant  de  la  forme  iHI),  on  a 

L'équation  (5 )  est  alors 

')-z  Jz        /yiosw/^,- 

—  1  me'"'  -^  n 


t)x  dv  <)r  i)x      i)y 

Si  l'on  prend  comme  nouvelle  inconnue  w^-i-logm,  on  a  une 
équation  transformée  de  la  forme 

'fiz  ^     <)z         -. 

(27)  .^^  _,t>--^  A,  —  ^L  =  0, 

oxâv  ifx 
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OÙ   A   ne  dépend  que  de  x  ou  de  y  et  où  (1   est  une  fonction 
dea:,  j,  z. 

Cherchons  à  vérifier  celte  équation  par  une  expression  de  la 
forme  (i);  les  relations  (12)  et  (i3)  nous  donnent  ici 


r  ="^ 

en  sorte  que/j  ne  peut  dépendre  que  de  r,  [5,.  |3j,  .  .  . ,  &„-<)• 
On  a   alors 

(08)  /=log(i3„ -+-/.)+/,, 

/(  étant  de  même  forme  que/,  mais  ne  dépendant  pas  de  p,,. 
La  relation  (7)  devient 

(29)  __l^+([B,  +  /,)^/.+  A=o, 

Portons  notre  attention  sur  la  dérivée  |3„  mise  en  évidence  dans 
la  formule  (28);  nous  obtenons  la  relation 


àoL, 

-e>/. 

ày-m 

=  <). 

dont  r 

intégration  est 

ini  médiate 

et  nous 

donne 

'^/' 

(3o) 

efi  = 

à'p, 
f 

1-1 

y.,  et/,  désignant  des  expressions  de  même  forme  que  /qui  sont 
respectivement  indépendantes  de  j3/,._,  et  de  y.,,,- 

Envisageons  maintenant  la  dérivée  i3„_,  ;  afin  de  la  mettre  en 
évidence,  sous  une  forme  simple,  éliminons /^  entre  l'identité  (29) 
et  celle  qu'on  en  déduit  en  différentiant  par  rapport  à  cf.,,,  ;  il  vient, 
en  tenant  compte  de  (3o), 


<h.ni         dy  /:i-^-/v 

Le   premier  membre  de   cette  nouvelle  identité  ne   peut   être 
que  linéaire  par  rapport  à  S,i_,  ;  il  en  est  donc  de  même  du  second  ; 
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si  A  n'élail  pas  nul,  -z j-  devrait  être  linéaire  par  rapport  à  3„_, , 

ce  qui  est  impossible  si  l'on  remarque  que /s  renferme  essentiel- 
lement oL,n  et  quc/4  renferme  aussi  essentielleinenl  ,3„_,. 
La  conclusion  est  donc  que  l'on  a 

(32)  A  =  o. 

Démontrons  maintenant  que  C  est  une  simple  fonction  de  x  et  î-  ; 
rien  ne  serait  plus  facile  que  d'établir  ce  résultat  en  partant  de 
l'idenlité  (3i);  mais  il  est  plus  instructif  de  procéder  de  la  façon 
suivante. 

Substituons  à  -;  dans  l'équation  (27)  la  fonction  f  définie  par 
la  formule  (28):  en  ayant  égard  à  la  dérivée  .3„.  on  voit  immédia- 
tement que  C  est  de  la  forme 

C  =  m  e-  -r-  n. 

m  et  n  étant  deux  fonctions  de  x  et  y. 

Tenant  compte  du  résultat  A  =  o,  l'équation  (2-)  peut  donc 
s'écrire 

Ox  âv         dx 

Or,  considérons  le  système 

ôz 

-—  -+■  m  =e 
.  àx 
(34) 


du       loin  \e". 

=  =  jr-(,-7?-") 


Si  l'on  élimine  u.  o\\  trouve  l'équation  (33);  si.  au  contraire,  ou 
élimine  c.  on  trouve  l'équation 

/  o ,.  X  '^«  «^  , .      x       -  .       au      ,  , 

(35)  - — r r-  (ke")-h{  m~e") r-  mke"  -^  k  =  o. 

i)x  ÔY        f)x  av 


où  l'on  a  posé,  pour  abréger. 


,  ')in 

k  =  « — 

Oy 


Les  foi'raules  (34\  qui  effectuent  le  passage  de  l'équation  (33)  à 
l'équation  (35),  nous  montrent  que  si  l'une  de  ces  équations  admet 
une  solution  delà  forme  considérée  (i),  il  en  est  de  même  de  l'autre. 

Or.  si  la  fonction  A  n'est  pas  nulle,  l'équation  (35)  rentre  dans  le 
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type  (5)  pour  lequel  les  coefficients  a  cl  b  sont  tous  deux  de  la 
forme  (I);  en  appliquant  les  résultats  que  nous  avons  oblenus  dans 
les  numéros  précédents,  on  aura 

m  —  o. 

Si,  au  contraire,  la  fonction  k  est  nulle,  l'équation  (35)  devient 

()'-  u  ,  ,  du 

(  m  —  e~«  )  — -  =  o  ; 


()x  ()y       '  dy 

elle  rentre  alors,  après  échange  des  lettres  x  et  >  ,  dans  le  type  que 
nous  étudions  actuellement,  et,  d'après  la  condition  (32)  trouvée 
pour  l'équation  (27),  nous  obtenons  encore 


(36) 


L'équation  (33)  est  donc,  dans  tous  les  cas,  de  la  forme 


().t  ()  y         f)x         àx  ày 


0  désignant  une  fonction  de  x  ely- 
Le  système  (34)  devient  le  suivant 

àz  (hi  &-^ 


=  e- 


ôx  '  à y        ()x  ày 

en  vertu  duquel  z  satisfait  à  l'équation  (36)  et  u  à  la  suivante  : 

,  ,    ,  ()^u  ()     l    f)"-^         \        <)e-''  à-^H 

(37) 


à    I   (^2  6 
I  g" 

âx  \  âx  ()y 


<)x  ây        àx  \àx  ày        /  i)y  à.r/h 

dx  dy 


Si  la  fonction  J        est  nulle,  l'équation  (36)  devient  la  suivante  : 


à-^(i  àe- 


àx  ày         àx 

qui  satisfait  à  la  question  et  que  nous   avons,   en  somme,  déjà 
intégrée  pour  écrire  la  formule  (3o). 

Si  la  fonction  -; — r-  n'est  pas  nulle,  il  nous  suffit  de  remarquer 

àx  ày  ^  * 

que  tout  revient  à  considérer  l'équation  (37)  et  l'on  est  ramené  à 
la  question  traitée  dans  les  numéros  précédents. 

On  peut  encore  remarquer  que,  si  l'on  prend  comme  nouvelle 
inconnue  ^  -r  0,  l'équation  (39)  se  ramène  à  la  suivante  : 

à-^  z  à        , 

^      ^  àx  ày        àx 
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OÙ  A  désigne  une  fonction  de  j  et  r  et  qui  se  déduit  de  l'équa- 
tion (21)  en  j  faisant  B  =  o. 

Rien  n'est  d'ailleurs  plus  facile  que  d'étudier  directement  l'équa- 
tion (38);  car  on  l'intègre,  dans  le  cas  le  plus  général,  par  la 
formule 


/ 


\Y  th  , 


où  X  désigne  une  fonction  arbitraire  de  jc  et  Y  une  fonction  arbi- 
traire àcy. 

8.  Passons  maintenant  au  cas  où  l'expression  de  a. 

a  =  m  z  —  n, 

est  de  la  forme  (H);  il  résulte  de  ce  que  nous  avons  dit  au  n"  4. 
api'ès  échange  des  lettres  x  et  >-,  que  b  ne  peut  pas  être  de  la 
forme  (I);  je  dis,  de  plus,  que  b  ne  peut  être  que  delà  forme  (IH); 
en  effet,  la  relation  (10)  nous  donne  alors,  m  n'étant  pas  nul. 

il  en  résulte  que,  si  l'on  différentie  la  relation  ^  8)  par  rapporta  5„, 
on  doit  avoir,  lorsqu'on  a  remplacé  z  par  /, 


Ob  I  à/Y 


b  ne  contient  donc  pas  ;  par^*.  et  léqualion  (5  >  esl.  dans  le  cas 
actuel,  de  la  forme 

d'-z  Oz        ,  Oz 

—  I  NIZ   —  «   i  -—    ^   0  -r-    -^  C  =  O. 


/«,  n.  b  étant  des  fonctions  de  x  et  i  seulement. 

Mais,  si  l'on  prend  comme  nouvelle  inconnue  une  expression 
linéaire  par  rapport  à  z,  la  forme  de  l'équation  précédente  ne  change 
pas,  et  il  est  facile  de  voir  qu'on  peut  toujours  faire  en  sorte  que, 
pour  la  nouvelle  équation,  les  termes  analogues  à  n  et  à  6  soient 
nuls;  nous  pouvons  donc  nous  borner  à  chercher  quelles  sont 
les  équations  de  la  forme 

.40)  -i-  mz  -J-  -^c  =  o, 

i)x  a  y  ox 

DARBOUX.   —    IV.  27 
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OÙ  m  est  une  fonction  de  x^  v  et  c  une  fonction  de  .t,  j  ,  g,  qui 
admettent  comme  solution  une  expression  de  la  forme  (  i  ). 

On  voit  immédiatement  que  c  doit  être  linéaire  par  rapportât; 
en  ed'et,  la  relation  (  8  ),  eu  égard  à  (6),  s'écrit  dans  le  cas  actuel 

dx 

■=  o. 


>y%, 


Donc  ;7-7 ^^^  contient  pas  '^„  et,  par  suite,  •.  ne  peut  le  con- 
tenir que  linéairement;  mais  de  (Sg)  résulte  que/est  aussi  linéaire 
par  rapport  à  5/,;  si  donc  l'équation  (4o)  est  vérifiée,  lorsqu'on 
remplace  z  par  J\  la  fonction  c  doit  être  linéaire  par  rapport  à  r. 

L'équation  (4oj  s'écrit  alors 

,,    ,  <)-z  ,)z 

(41;  "1 ; \-  inz h- to; -)- (D,  =  o, 

ox  fh  ox 

'j)  et  'jOi  étant  des  fonctions  de  :r  ety  seulement. 

On  pourrait  établir  bien  facilement,  en  partant  de  [~j)  et  en 
différentiant  par  rapport  à  3c,h,  que  la  fontion  m  ne  dépend  pas 
de  x\  mais  il  est  plus  élégant  d'étendre  au  cas  actuel  un  raison- 
nement qui  nous  a  été  indiqué  par  M.  Darboux  et  qui  donne  des 
résultats  plus  complets. 

Considérons  le  système 

"^  *  ■ 

<)z  z'^ 

ay  •}. 

<)v         à  ni  z- 

-—-  — • -I-  0)  ::  H-  (0  I  =  o, 

<).!•  <)X         >. 

déterminant  deux  fonctions  v  et  z  àa  x  et  )-;  l'élimination 
de  V  conduit  à  l'équation  (4i)j  ^^  l'une  des  fonctions —5  w  n'est 
pas  nulle,  l'élimination  de  ::  conduit  à  une  équation  du  second 
ordre  en  v  qui  doit  admettre  une  solution  de  la  même  forme  géné- 
rale que  celle  dont  on  suppose  l'existence  pour  l'équation  en  z. 

Or,  toute  équation  du  second  ordre  intégrable  dans  ces  condi- 
tions est,  ainsi  qu'on  l'a  vu,  de  la  forme  (4),  où  p,  «,  6,  c  sont  des 
fonctions  de  x,  j',  z\  l'équation  en  c  ne  remplissant  pas  cette 
condition  essentielle,  la  contradiction  à  laquelle  nous  parvenons 

entraîne 

()in 

— —    =  o,  10  =:  O. 

OX 
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La  fonction  m  ne  dépendant  que  àey,  on  peut  alors,  en  prenant, 
à  U  place  de  ».  une  nouvelle  variable  indépendante  qui  soit  une 
fonction  convenablement  choisie  de  y.  taire  en  sorte  que  m  soit, 
dans  la  nouvelle  équation,  égale  à  i  etl'onpeut,  par  suite,  se  borner 
à  considérer  l'équation 

•r-z  >)z. 

- — I-  b  =0. 


<)x  t)y  lis 

OÙ  0  désigne  une  fonction  de  x  et  de  y  seulement. 
Or,  considérons  le  svstéme  suivant  : 

«  =  log-, 

-  —  "         h    -« 

i)y  ' 

déterminant  deux  fonctions  *  et  a  de  a:  et  v;  rélimination  de  u 
conduit  pour  z  à  l'équation  (42)  et  l'élimination  de  5  à  la  suivante  : 

à^u  à    .^ 

\  I  3— -7 H  -7-  (^8e-"  »-i-  e"  =  o. 

axay       ox 

Les  formules  (43)  qui  établissent  le  passage  de  l'équation  (42'  à 
l'équation  (44)  étant  résolues  respectivement  par  rapporta  m  et  à  :?. 
il  en  résulte  que,  si  l'une  des  deux  équations  (42)  et  (44)  admet 
une  solution  delà  forme  considérée  (  i).  il  en  est  de  même  de  l  autre. 

Mais  si  la  fonction  Ô  n'était  pas  nulle,  l'équation  (44>  serait  du 
tvpe  (5),  où  a  serait  de  la  forme  i\\  et  h  de  la  forme  (HI);  le 
terme  <?"  qui  v  figure  conduit  alors  à  une  contradiction  avec  les 
développements  du  numéro  précédent. 

En  définitive,  l'équation  cherchée  (42  )  se  réduit  ainsi  simplement 

à  la  suivante 

<r-z         ,iz 


')x  ày        "  <h- 


=  o. 


qui  s'intégre  immédiatement  et  dont  l'intégrale  générale  est  déter- 
minée par  la  formule 

onf{x)  désigne  une  fonction  arbitraire  de  x  et  <^{y)  une  fonction 
arbitraire  de  1'  admettant  ^'{y)  et  dl'{y)  pour  dérivées. 
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î).  Il  nous  reste  enfin  à  supposer  dans  (5)  que  a  est  de  la  forme 
(111);  les  cas  où  h  serait  de  la  forme  (I)  ou  de  la  forme  (II)  se 
déduisent  de  ceux  examinés  précédemment  par  l'échange  de  oi:  et  j'  : 
la  seule  hypothèse  qu'il  nous  reste  à  considérer  est  donc  celle 
où  a  et  />,  rentrant  tous  deux  dans  la  forme  (TU),  sont  de  simples 
fonctions  de  x  et  de  y. 

Dans  ces  conditions,  les  relations  déjà  établies 

i-  a  =  o. — • h  />  :=  o 

dy  tix 

donnent  par  l'intégration 

/=  U\.f\{x,  ai,  «2,   .  .  .,  a,„) 

-hUtftiy,  pi;  ,32,  ...,  P//i -t-/n  (•''■•  .•';  2(|,   ...,  «,„.„,,  j3,,   ....  3„_i), 

en  désignant  par  u^   et  u^  deux  fonctions  de  x  et  y  assujetties 
simplement  à  vérifier  les  équations 

^ h  a  =  o.         ^ \-  h  =  o. 

()y  (IX 

Ecrivons  que  l'équation  (5)  est  vérifiée  lorsqu'on  y  remplace  z 
par  l'expression/ précédente;  il  vient 

.   ôa  .    ()h  ,  /       ,•  /■  N 

—  "i/i  -; n-iji  -, abiii^f  1+  Uijt) 

''     ax  oy  '     ' 

d-t\  df:^         j    dy 

dx  dy  dx  dj  ;. 

Différentions  cette  relation  deux  fois  successivement  par  rapport 
à  a„i  et  à  ^a\  nous  obtenons,  en  n'écrivant  que  les  relations  qui 
vont  nous  être  utiles,  et  en  remarquant  que  les  fonctions  z<,  et  Wo 
ne  sont  pas  nulles, 

idc      Ou       j\OH,         <nc  [  <)f. 


àz        ()x  )  àct-'m  àz^yâoL 

Écartons  immédiatement  le  cas  où  l'équation  proposée  serait 
linéaire,  c'est-à-dire  où  c  dépendrait  linéairement  de  z. 
Ce  cas  particulier  étant  laissé  de  côté,  les  rapports 

f)-  c  à^  c 

()z-  àz- 

^^^'  Te        \      ^'        Te        ;      W 

ab — ab  ~  -j- 

<)z  ()x  ôz  dy 
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égaux  respecliveineat  aux  suivants 


\àx„.)  \d%} 

ne  doivent  pas  dépendre  de  -,  puisque  les  rapports  (4^)  sont 
respectivement  indépendants  de  ^„  et  de  y.,,,- 

Ces  deux  rapports  (47)  doivent  d'ailleurs  être  égaux;  sinon, 
en  considérant  leur  quotient,  on  aurait  celte  conclusion  que  -7;  est 
une  simple  fonction  de  x  et  »  ;  on  a  donc 

àa       àb 
âx       dy 

et,  en  introduisant  une  fonction  auxiliaire  0, 

L'équation  proposée  s'écrit 

^  à'-z       <yô  oz      >n  Oz 

H  CO  =  O. 


dx  dy        dy  dx        dx  dy 

et,  en  prenant  comme  nouvelle  inconnue  zh,  on  voit  que  l'on  peut 
se  borner  au  cas  où.  pour  l'équation  (5).  on  a 

rt  =  o.         6=0. 

c'est-à-dire  où  cette  équation  est  la  suivante, 

d^-z 


(49) 


dxdy 


c  étant  une  fonction  de  x.  )  ,  z. 

Les  deux  lapports  égaux  (48)  étant,  maintenant,  l'un  une 
fonction  de  j:,  l'autre  une  fonction  de  >',  ont  une  même  valeur 
constante  qui  est  aussi  celle  des  rapports  (47  '5  et,  en  définitive,  la 
fonction  c  de  notre  équation  (49)  doit  vérifier  la  relation 

<y*c  _  .  de 
dP-^    Tz' 

où   A"   est   une   constante   qui  n'est  pas  nulle:   on  en  déduit,  en 
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intégra  m, 

m  et  n  désignant  deux  fonctions  de  x  etj^. 

Si  l'on  prend  comme  inconnue  m  =  A  (^ +  //?),  l'équation  ( /\i)) 
devient  la  suivante 

i)xf)y 

OÙ  w  est  une  fonction  déterminée  de  x  et  y. 

Je  dis  que  celle  fonction  w  doit  être  nulle. 

La  démonstration  de  ce  point  est  une  conséquence  immédiate 
riu  résultat  obtenu  an  n"  8  pour  l'équation  (40j  ^^  considéraliou 
du  système 

V  ?/  —  los;  (  -,-  -)-  10 
)  '   \<^-^ 

/  nu 

en  vertu  duquel  z  satisfait  à  l'équation 

(:>2)  -- — T- +  ;    ,     H-OJ--H— -=o, 

ii.ray  ax  (ly 

et  u  à  l'équation  (^o),  nous  montre,  en  effet,  que  ces  deux  équa- 
tions (5o)  et  (;'>a)  admettent,  en  même  temps,  des  solutions  de  la 
forme  générale  (i). 

Tj'éqiiation  chercluîc  de  la  forme  (5o)  ne  peut  donc  être  que  la 
suivante 


i)x  à  » 


-t-  e"  =  <), 


dont  Liouville  a  donné  l'intégrale. 

L'intégration  de  cette  équation  est  ramenée,  au  moyeu  du  sys- 
tème (5i),  où  l'on  suppose  o)  =  o,  à  celle  de  l'équation  (45)5  <'t 
son  intégrale  générale  est  ainsi,  en  vertu  de  (46).  déterminée  par 
la  formule 

qni  concorde  avec  celle  donnée  [Ul,  p.  ^pi]- 
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l  IV. 


SLR  L,\  TORSION  DES  COURBES  GAUCHES 
ET  SUR  LES  COURBES  A  TORSION  CONSTANTE. 


1.  II  semble  au  premier  abord  qu'il  v  ait  une  graade  analogie 
de  nature  entre  la  courbure  et  la  torsion  d'une  courbe  gauche. 
L'une  et  l'autre  .de  ces  grandeurs  se  définissent  comme  le  quotient 
d'un  angle  infiniment  petit  par  la  différentielle  de  l'arc;  l'une  et 
l'autre  représentent  une  rotation  dans  la  théorie  ciuénialique  des 
courbes  à  double  courbure.  Mais  ces  rapprochements  sont  les 
seuls  qu'on  puisse  signaler  :  il  j  a  un  centre  de  courbure,  il 
n'existe  pas  de  centre  de  torsion;  la  courbure  dépend  des  éléments 
différentiels  du  deuxième  ordre:  la  torsion  de  ceux  du  troisième 
ordre.  Enfin,  tandis  que  la  courbure  est  une  irrationnelle  dépendant 
d'un  radical  carré,  comme  toutes  les  grandeurs  dont  la  mesure  se 
ramène  à  celle  d'un  segment  de  droite,  la  torsion  est  déterminée 
rationnellement,  en  grandeur  et  en  signe,  pour  chaque  point 
d'une  courbe  gauche.  I^es  formules  qui  donnent  les  valeurs  de  ces 
deux  éléments  mettent  ce  dernier  point  en  pleine  évidence  (  ').  On 
peut  encore  l'établir  en  étudiant  un  infiniment  petit  d'une  nature 
particulière,  relatif  à  une  courbe  gauche  quelconque. 

2.  Soit  M  un  point  quelconque  d'une  courbe  gauche.  Prenons 


I  '■      Dans  le  Cours  d'Analyse  de  l'École  Polyteehnit/ue,  M.  HeraiiU;  suppose 
que  les  coordonnées  -r,  y,  z  du  point  d'une  courbe  gaache  sont  exprimées  d'aae 


4 'M 


NOTES   DE   l'auteur.    —   NOTE   IV. 


sur  la  courbe  quatre  points  M<,  Mo;  M;.,  M,,  infiniment  voisins 
du  point  M;  et  proposons-nous  d'évaluer  le  volume  du  tétraèdre 
MiMoMsM,.  Soient  x^  y,  z  les  coordonnées  rectangulaires  du 
point  M,  que  nous  supposerons  exprimées  en  fonction  d'un  para- 
mètre t\  soient  x\  y,  z' ;  x",  x",  .  .  .  leurs  dérivées  par 
rapport  à  t.  Si  t  +  hi  désigne  la  valeur  du  paramètre  pour  le  point 
M,-,  les  coordonnées  xi,  yi,  z;  de  ce  point  s'exprimeront  par  les 
formules 


(I) 


J-i  —  ./:  -h  ./•'  /il -h  —  hf  -h  '—  Ilf  -+- . 

y"  y'" 


Z'hi 


h'r 


Itf 


Lti  volume  V  du  tétraèdre  M4M2M;,M,,  c'est-à-dire  le  sixième 
du  moment  des  deux  segments  Mi  M2  et  M;)M/,  ('),  sera  défini, 
en  grandeur  et  en  signe,  par  la  formule 


('-^) 


r>v 


En  négligeant  les  termes  contenant  la  quatrième  puissance  et  les 


manière  (juehonque  en  fonction   d'un  puramèlre   /   et  il  donne  (p.  i'<>^  el  suiv. 
les  expressions  suivantes  de  la  courbure  et  de  la  torsion. 

Soient  x\  y',  z' ,  .x",   ...  les  déi'ivcs  successives  de  x,  y,  :■.  l'osons 


A  :^^  y  z"  —  z  y\ 
H  =  z'  x"  —  x'  z'\ 
C  r-  x' y"  — y' x" . 


Si  p  et  T  désignent  respcclivement  les  inverses  de  la  courbure  et  de  la  torsion, 
on  aura  les  fornnules 


{x''--^y'"-^  z'"f 


A'-f-B'-hC- 


(|ui  montrent  l)ien  la  différence  de  nature  entre  la  courbure  et  la  torsion. 

(')    Voir,  à  ce  sujet,  G.  Kœnios,  Leçons  de  Cinématique  professées  à  la  Fa- 
culté des  Sciences  de  J'aris.  Chapitre  I. 
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puissaaces  supérieures  des  hi,  on  aura  évideinroent 

A.     A]^     Aï   î 
12       6; 

A.     Al     A 


6V  = 


X        X 

y'    r- 


I  2  6 

An  A|  A| 

I  2  6 

A^  A]^  A| 

I  .  6 


ou  encore 


72  N   =  — a:,  A,.  Ai.  Aj.  A... 


A  désignant  le  déterminant 


•  4  ; 


A  = 


423 


et  Ç(/*i,  ^2,  As,  Al)  le  produit  suivant  : 

(5)      ;(A,.  Ai,  As,  Ai  > 

=  '  A; —  A|  M  Ai  —  Ai  II  /i-,  —  h    -i  h  . —  Al 


Ii^:uh^_—  lu 


3.   Pour  calculer  le  déterminant  A.  on  peut  se  servir  des  formules 
de  Serret-Frenet  : 


;6) 


777 


ds 


dû 

ds 


a,  b,  c  avant  les  significations  déjà  données  [I,  p.  2  et  y].  On  en 
déduit  en  effet  les  expressions  suivantes  des  dérivées  de  x  par 
rapport  à  /. 

X   =  a  —. ^ 


ds 

dt' 

d'-s        b  ds^- 

dr-       z  dr- 

c/^s        ,  b  ds  d-s 

df          '    z   dt    dr- 

ds      dt- 

i?-TÙ 


ds^ 
dï^ 


Ces  expressions,  et  celles  qui  conviennent  de  même  aux  dérivées 
de  >•  et  de  z,  permettent  de  calculer  aisément  la  différentielle  de 
l'arc,  la  courbure  et  la  torsion.  Eu  les  portant,  par  exemple,  dans 
le  déterminant  A  et  se  rappelant  que  le  déterminant  des  9  cosinus  a. 
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h,  c  doil  être  égal  à  i ,  on  trouvera 

Celle  formule  met  bien  en  évidence  la  propriété  de  la  torsion 
sur  laquelle  nous  voulions  insister  ('). 

i.  En  poriant  la  valeur  de  A  dans  la  formule  (3),  ou  aura  donc 
(9)  ^''"^  "^^ —\Tt)  'ai>^-l'.-h,,K). 

Pour  donner  une  forme  entièrement  géométrique  à  cette  formule, 
on  peut  procéder  comme  il  suit  : 

En  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre,  on  peut 
considérer  le  point  M,  comme  porté  sur  la  tangente  en  M  à  une 
distance  de  M  égale,  en  grandeur  et  en  signe,  au  produit  -j  /i,,  de 
sorte  que  la  différence 

représentera,    en  grandeur  et  en  signe,  le  segment  M,- M/;.  En 
tenant  compte  de  cette  remarque,  on  pourra  écrire  la  relation 


(lo)  7'.>V  =  -^  Ml  Mv  M,Mv  M;iMv  M,  M;,  MoMs  MiM., 

qui  résout  complètement  le  problème  proposé.  Elle  est  tout  à  fail 
analogue  à  la  suivante 


(il)  4S  =  -  MiMnMiM;,  M.M., 

qui  donne,  sur  une  courbe  plane  ou  gauche,  Taire  du  triangle 
formé  par  les  trois  points  infiniment  voisins  M,,  Ma,  M;..  Cette 
nouvelle  formule  devient  d'ailleurs  pleinement  évidente  si  l'on 
se  rappelle  une  des  relations  les  plus  connues  de  la  Géométrie 
élémentaire. 

5.  Si  l'on  suppose  que  quelques-uns  des  points  M,,  M^,  M..  M, 
viennent  se  confondre,  la  formule  (lo)  conduit  à  des  relations  déjà 
connues.  Nous  savons,  par  exemple,  que  le  volume  V  ad  met  l'expres- 

(')  Elle  se  déduit  immédiatctnent  des  deux  formules  de  M.  Hermite  données 
dans  la  noie  de  la  page  'JaS,  mais  avec  un  changemont  dans  les  signes,  sur  lequel 
nous  allons  revenir  plus  loin. 
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>ion  suivante  : 


0  désiguant  l'angle  des  arèles  opposées  M,M2  et  MjM,,  o étant  leur 
plus  courte  distance.  On  aura  donc 


I  >o  sin»  =  —  VI, M^  MîMv  M,.M;i  M;M  =  . 

Supposons  que  M-j  vienne  coïncider  avec  M,  et  M,  avec  Mj;  les 
arêtes  M,M-.>  M-.Mi  deviendront  les  tangentes  en  M|  et  en  Mj:  leur 

angle  0  aura  pour  valeur  approchée  '?  et  la  fonmile  précédente 

nous  donnera 


M.  M, 

lio  =  2 —    ■ 

C'est  l'expression  bien  connue  que  M.  O.  Bonnet  a  donnée  pour  la 
plus  courte  distance  de  deux  tangentes  infiniment  voisines. 

Laissant  de  côté  des  remarques  analogues  qui  nous  feraient  con- 
naître d'autres  infiniment  petits,  revenons  à  l'objet  que  nous  avons 
en  vue.  La  formule  (8)  montre,  comme  nous  l'avons  fait  remarquer. 
(|ue  la  torsion  est  une  quantité  rationnelle,  puisqn'en  chaque  point 
de  la  courbe  o-  et  -7—  s'expriment  sans  aucun  radical  carré.  Au 
reste,  on  peut  mettre  en  évidence  le  même  résultat  en  rappelant 
les  formules  que  nous  avons  données  au  n**36[l,  p.  42]-  Nous 
avons  vu  que  si  c.  c',  c"  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  binormale, 
on  a,  T  désignant  toujours  l'inverse  de  la  torsion, 

l   du'  =  a  r/s  :=  ■:(  c"  de' —  c'  de'}, 
(iji  •    dv  =^  a' ds  =^ -(cdc' — c' de), 

(  dz  =^  a  "  ds  =  T  ■  '•  V/c  —  c  de'  \. 

Il  est  clair  que  les  expressions  ainsi  obtenues  ne  dépendent 
nullement  du  sens  attribué  à  la  binormale;  et,  par  suite,  chacune 
d'elles  fera  connaître  une  valeur  rationnelle  delà  torsion.  Au  reste, 
si  l'on  substitue  à  c,  c.  c" ,  des  quantités  A,  A,  /  simplement 
proportionnelles  à  ses  cosinus,  on  aura  les  formules 

Idk  —  kdl 

1    dx  =  -. 

t  i3)  '    dy  =  -. 

A- -H  A:--f-  /- 


h^- 

■  ^A^ 

-h/- 

h 

dl  — 

Idk 

ll- 

^^  ki 

'■-^r- 

k 

.Ut  — 

h  dk 
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qui  ont  clé  déjà  employées  pour  le  cas  où  la  torsion  est  constante 
[l.p.43]. 

(3.  Los  reuiarques  précédentes  montrent  aussi  que.  pour  énoncer 
d'une  manière  tout  à  fait  correcte  le  théorème  d'Enneper,  il  faut 
dire  que  les  torsions  des  deux  lignes  asjmptotiques  qui  passenten 
un  même  point  d'une  surface  y  sont  égales  en  valeur  absolue  à 
l'inverse  de  \J —  lUVR  et  Pv' étant  les  rayons  de  courbure  principaux 
de  la  surface;  mais  les  formules  de  M.  Lelieuvre  [  1\  ,  p.  24,  29], 
rapprochées  des  précédentes  (la),  montrent  immédiatement  que 
les  torsions  des  deux  lignes  asymptotiques  sonl  égales  et  de  signes 
contraires.  Sur  une  surface  à  courbures  opposées,  les  deux  familles 
de  lignes  asymptotiques  sont  nettement  distinguées  parla  propriété 
suivante  :  pour  les  unes,  la  torsion  esl positive;  pour  les  autres,  la 
torsion  est  négative. 

Il  y  a,  par  exemple,  deux  classes  de  surface  réglées  :  pour  les 
unes,  la  torsion  des  génératrices  rectilignes  est  positive;  pour  les 
autres,  elle  est  négative.  Pour  définir  celle  torsion,  il  faut,  bien 
entendu,  considérer  le  plan  tangent  à  la  surface  comme  étant  le 
plan  osculateur  de  la  génératrice  recliligne. 

Pour  chercher  à  quelle  propriété  de  forme  correspond  le  signe 
de  la  torsion,  appliquons,  par  exemple^  les  formules  (1  a)  à  l'hélice 
définie  par  les  équations 

r  =  cos^.  )■  =  sin^,  s  =  ht. 

nous  trouverons 

1  -4-  h-^ 


de  sorte  que,  pour  une  hélice  dejctrorsu/n,  la  lorsion  est  néga- 
tive :  elle  est  positive,  au  contraire,  pour  une  hélice  si/iis- 
trorsum  (  '  ). 

(')  On  voit  facilcMienl  (jue  la  valeur  de  la  torsion  donnée  par  la  lorinulc  di' 
M.  Hcrniite  et  celle  qui  résulte  de  l'appliratioii  des  formules  ((i)  de  Scrret- 
l'renet  sont  égales  et  de  signes  contraires.  La  formule  de  M.  Hcrmite  imus 
semble  préférable  :  il  aurait  mieux  \alu  l'-crirc  les  formules  de  M.  Serrel  siuis 
la  forme 

,          h  ds             ,              h  cl  s 
aa  ~  ■ )  (le  -  :  —  ■ 

Alors,  pour  uue  ii(''li(;e  (h'xtrorsum,  la  torsion  sctaiI  posiLivc;  t  sérail  égale  à 
la  rotation  y>  et  non  à  cette  rotation  cliangée  de  signe  (n'  4). 
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7.  \u  n"  39  nous  avons  signalé,  comme  un  problème  des  plus 
intéressants  la  recherche  des  courbes  algébriques  à  torsion  con- 
slanle.  La  construction  que  nous  avons  donnée  au  n"  770  nous  a 
montré  qu'il  y  a  le  plus  haut  intérêt  à  connaître  même  celles  de 
ces  courbes  qui  sont  entièrement  imaginaires .  Celte  construc- 
tion peut,  en  effet,  s'énoncer  de  la  manière  abrégée  suivante 
(n"^  769-770): 

Pour  déterminer  toutes  les  surfaces  applicables  sur  le  para- 
boloïdè  de  révolution  de  paramètre  2  t,  on  construit  deux 
courbes  (F),  (T^)  ayant  des  torsions  constantes,  égales  et  de 
signes  contraires  -■,  —^-  Le  milieu  [x  de  la  corde  ^  qui  joint  un 
point  de  (F)  à  un  point  de  (F|).  décrit  une  surface  (So)  qui 
peut  être  engendrée,  soit  par  la  translation  d^une  courbe  (F') 
homothétique  à  (F),  soit  par  la  translation  d'une  courbe  (F,) 
homothétique  à  (F,).  Les  plans  osculateurs  aux  courbes  (F') 
et  (F,)  qui  passent  en  un  point  M  de  (So)  se  coupent  suivant 
une  droite  (d).  Les  deux  nappes  focales  (S,)  e<  (Sa)  de  la  con- 
gruence  engendrée  par  cette  droite  sont  les  surfaces  cherchées. 
D'ailleurs,  si  F,,  Fj  sont  les  point  focaux  de  (d).  on  a 


oj  désignant  V angle  des  deux  plans  osculateurs  qui  se  coupent 
suivant  la  droite  (d). 

Il  résulte  immédiatement  de  cette  construction  la  conséquence 
suivante  :  il  faut  que  la  courbe  (F)  soit  imaginaire  pour  que  les 
nappes  (S,)  et  (So)  soient  réelles.  On  devra  alors  associer  à  (F) 
la  courbe  imaginaire  conjuguée  (Tf). 

Depuis  l'invitation  que  nous  avons  adressée  au  n"  39  aux  géo- 
mètres, les  courbes  à  torsion  constante  ont  été  l'objet  d'un  cerlain 
nombre  de  travaux  (  '  ). 

Bien  qu'on  n'ait  pas  encore  réussi  à  déterminer  toutes  les  courbes 
algébriques  à  torsion  constante,  nous  devons  à  M.  Fabry  la  con- 
naissance d'un  certain  nombre  d'entre  elles,  qui  sont  réelles.  On 


(')  G.  KoKNiîiS,  Sur  la  forme  des  courbes  à  torsion  constcutte  (Annales  de  la 
Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  t.  I,  p.i;  1887). 
I.  Lyon,  Sur  les  courbes  à  torsion  constante;  Thèse  soutenue  en  juillet  1S90. 
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peut  citer,  par  exemple,  celles  qui  coiTespondenl  aux  valeurs  sui- 
vantes des  cosinus  directeurs  de  la  binormale 

\  À  cos  a  /  —  \/  'j.  cos  X  t. 

r    =  _ -1^ _ , 

\  Xsinui  +  yijLsin/.f 

V'  X  -+-  \/u 
,,  •'.   v''Xa  X  -H  'j. 


(i4) 


\    A-^V  V 


OÙ  X  et  /jt.  sont  deux  entiers. 

M.  Fouché  a  employé  pour  étudier  les  courbes  à  torsion 
constante  la  mélliode  suivante  : 

Exprimons  les  cosinus  directeurs  de  la  binormale  pnr  les 
formules  si  souvent  employées 


a— 3  a— 3 


OÙ  y.  et  [3  sont  les  coordonnées  symétriques  d'un  point  delà  sphère. 
Les  équations  (12)  nous  donneront 

...  .  'j-  dx  -H-  a-  d'j 

.  ^/a  +  ^/.3 
I  1  ()  )  {   ai-  —  r  Cl]-  =z  —  '_> - 1 


dz  =^->-i 


(a— ^)^ 


Si  la  courbe  est  algébrique,  c,  c',  c"'  et,  par  suite,  a.  3  seront 
nécessairement  des  fonctions  algébriques  d'un  paramètre.  Il  en 
sera  de  même  des  intégrales 

/  *  [j-  da  -+-  a-  d'^j  /"  dot.  -+-  d\j  1  '  a  d'j  -f-  p  </x 

J  (a  —  [i  )^       '  J    (a  —  ^)--:'  J        (a  — [i)2 

devant  la  Kaciilt('  des  Sciences  de  I^aris  {Annales  de  VEnseii^nement  supérieur 
de  Grenoble,  t.  II,  p.  3.53;  1890  j. 

M.  Ih)[  (;hk,  Sur  les  courbes  algébriques  à  torsion  constante  (Aniudes  de 
l'Ecole  Normale  supérieure,  o"  série,  t.  VII,  p.  3i.");  novembre  1890). 

K.  Faury,  Sur  les  courbes  à  torsion  constante  {Annale  de  l'Ecole  Nor  nia  le 
supérieure,  'i"  série,  t.  IX,  p.  177;  iS9:>). 

E.  GossERAT,  Sur  les  courbes  algébriques  à  torsion  constante  et  sur  les  sur- 
f(ues  mininia  algébriques  inscrites  dans  une  sphère  {Comptes  rendu?,,  t.  CXX, 
|).  i2.")r!;  1895J. 
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D'autre  pari,  comme  les  expressions 

'i-  doL  —  a-  d'i  dx  —  rfçS  i  ift.  —  3  dï 


I  z  —  J  >- 


0\î  ' 


ionl  des  différentielles  exactes,  on  voit  que  les  six  expressions 

dx  3  (la  3'  dz 

I  a  —  3  )-  '  (a  —  [j)-  ■  X  —  H}-' 

<3  a  d^  aî  rf3 


devront  être  des  différentielles  de  fonctions  algébriques.  Piécipro- 
quemenl.  il  sera  suffisant  que  trois  d'entre  elles,  prises  dans  les 
trois  colonnes  différentes,  admettent  pour  intégrales  des  fonctions 
algébriques. 

Prenons,  par  exemple,  celles  qui  sont  dans  la  seconde  ligne  du 
Tableau  précédent.  Soit 

'a  —  ô  I- 

il  faudra  que 

dt,      a  di,      a-  dt 

soient  des  différentielles  de  fonctions  algébriques.  Celte  condition 
exige  évidemment  que  t  soit  la  dérivée  seconde  par  rapport  à  x 
d'uue  fonction  algébrique.  Il  faudra  donc  que  l'on  ait 

d'r. 


-il-  \  '12- 


ou  encore 


Ainsi  tout  est  ramené  à  la  recherche  de  deux  fonctions  algé- 
briques p  et  r  de  a  vérifiant  celte  équation. 

On  peut  encore,  avec  M.  Fouché.  effectuer  une  dernière  trans- 
formation. Posons 

"9)  ^—'?=  ,' 

léquation  deviendra 

(2o)  r~r-  =  -r. 

Bien  (jue   cette  équation  n'ait  pas   été   résolue  d  une  manière 
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générale,  on  en  aperçoit  immédiatement  nn  nombre  illimité  de 
solutions,  que  l'on  obtient  en  prenant  pour  y  des  polynômes,  des 
fractions  rationnelles  assujetties  à  des  conditions  simples.  Il  est 
vrai  que  les  courbes  correspondantes  seront  généralement  imagi- 
naires. Mais  nous  avons  vu  que,  dans  certaines  questions  au  moins, 
ce  sont  ces  courbes  qu'il  faudra  rechercher. 

8.  Ij'équation  précédente,  comme  celle  que  l'on  obtiendrait  en 
«'galant  à  une  constante  l'expression  de  la  torsion  en  coordonnées 
cartésiennes,  appartient  au  type  suivant. 

Soient  y,  s,  w,  .  .  .  des  fonctions  d'une  variable  ./  assujetties  à 
vérifier  une  équation  diftérentielle  de  la  forme  suivante  : 

V(.v,  J'.  s,  u,   ...  ;   y',  z',  7/',   ...  ;  j",  1  ",  ?r".   ...)=:  o, 

y',  y" .  ...  ;  s.  . . .  désignant  les  dérivées  successives  <\q  y  ■.,  z,  u.  . . . . 
On  peut  se  demander  s'il  est  possi,ble  de  résoudre  une  telle  équa- 
tion (ou  plusieurs  équations  simultanées  de  même  forme),  c'esl- 
à-dire  d'exprimer  a?,  y,  z,  u.  ...  en  fonction  d'un  paramèlre,  de 
certaines  fonctions  arbitraires  de  ce  paramèlre  et  des  dérivées  de 
ces  fonctions.  Monge  s'était  proposé  cette  belle  question  dans  le 
Mémoire  que  nous  avons  déjà  cité  [  f,  p.  16].  Elle  mériterait  d'être 
reprise  avec  tous  les  développements  qu'elle  comporte.  On  pourra 
consulter,  sur  le  cas  du  premier  ordre  et  de  deux  variables  indé- 
pendantes, notre  Mémoire  sur  les  solutions  singulières  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  inséré  en  i883 
au  tome  XXV'II  des  Mémoires  présentés  par  divers  savants  à 
V Académie  des  Sciences. 


NOTE  Y. 


SUR  LES  FORMULAS  D'EULER 
ET  SUR  LE  DÉPLACEMENT  D'UN  SOLIDE  INVARIABLE. 


1.  Au  Chapitre  III  du  Livre  I  [p.  34]  ainsi  qu  au  n  l^ÔS,  nous 
avons  eu  à  parler  des  fornïules  célèbres  d'Euler  et  d'OlindeRodri- 
gues  qui  déiinissenl  un  changement  de  coordonnées  ou  un  dépla- 
cement et  contiennent  seulement  trois  arbitraires,  en  fonction 
desquelles  s'ex.priment  algébriquement  les  neuf  cosinus.  _\ous 
allons  faire  connaître  une  méthode  géométrique  qui  donne  ces 
formules  de  la  manière  la  plus  simple,  en  fournissant  immédiate- 
ment la  signification  géométrique  des  arbitraires  qui  v  figurent. 

Considérons  une  figure  mobile  avant  un  point  fixe  ()  et  rappor- 
tons-la à  un  trièdre  trirectangle  Ot>'c  a^ant  pour  sommet 
le  point  O.  -Si  on  lui  imprime  un  déplacement  quelconque,  on 
sait  qu'il  équivaut  à  une  rotation  d'angle  0  autour  d'un  certain 
axe  OH,  p<issant  par  le  point  O  (Ji^-  go)).  Par  suite,  un  point  M 
quelconque  de  la  figure  invariable  venant  occuper  la  nouvelle  posi- 
tion M,,  il  y  aura  un  plan  perpendiculaire  à  OH  passant  par  M  et 
par  M,,  et.  dans  ce  plan,  un  cercle  passant  en  .M  et  en  \f ,  dont  le 
centre   1*  sera  sur  OH. 

Menons  les  tangentes  au  cercle  en  M  et  en  M,  :  elles  se  coupent 
en  un  point  Q.  Nous  allons  déterminer  de  deux  manières  diffé- 
rentes les  coordonnées  du  point  Q. 

Langle  MPM,  étant  égala  0.  l'angle  MPQ  sera  égal  à--  Par 
conséquent,  si  l'on  imprimait  à  la  figure  mobile  dans  sa  pre- 
mière position  une  rotation    infiniment  petite,  dont   la  vitesse 

a 

angulaire  serait  tang  -<  la  vitesse  du  point  M  serait,  en  grandeur  et 
en  signe,  égale  au  segment  MQ. 

DARBOUX.    —    IV.  38 


434 


NOTES   DE    L  AUTEUR.    —    NOTE    V. 


Si  donc  on  désigne  par  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  M  et 
si  l'on  pose,  a,  jS,  y  désigu,ant  les  angles  de  OH  avec  les  axes, 

,    ,         À  0  'j.  ,  0  V  6 

(i)  =  cdsa  t  iiiir-)  "-  =  cosii  lanfî- ,  =  c(js"  laiiiï  -  , 


/.         'J.         V 


;?  ^5  -  seront  les  trois  coinposanlos  delà  rotation  inlininient  petite 
considérée,  et  les  projections  de  MQ  sur  les  trois  axes  seront 


'i.Z  V   )•  V.r KZ  A   )■  \J.X 


T'ig.  yo. 


l'ouï-  obtenir  les   coordonnées   x' ^    y\    z'  du  point  Q.    il   faudra 
ajouler  les  |)rojections  de  OM  à  celles  de  MO,  ce  qui  donnera 


(:>^ 


\l''rZ: 

f     ps'  =  O  ^  H-  À 


p  )-  -+-  v./-  —  À  ;, 
—  'X.r. 


Envisageons  maintenant  la  figure  dans  sa  seconde  posilÀon:  on 
remarquera  (jue  M|  Q  serait  la  vitesse  du  point  M|  si  l'on  impri- 
mait à  la  ligure  une  rotation  infiniment  petite,  égale  et  contraire 
à  la  première.  Si  donc  x^,  )',,  -^i  désignent  les  coordonnées  du 
point  J\l|,  o\\  aura  de  même,  en  changeant  les  signes  de  À,  ,a,  v  ou 

celui  de  o. 

[    o.r'  =  c  ./•,  —  !jL.;j  -+-  V    )|. 


O) 


=   p    T: /    ./'i  -h   A   T). 

=   0  3|   —  X   11  -4-  |J../-|. 
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Egalant  les  expressions  différentes  de  x\  y\  z\  nous  aurons 

I     .-•'    -^  '}■   -■  —   '•  y  —  .-•'"1  —  \'-~\  -*-    •'.»!: 


/~y  —  ;jt./-  =  Oïl  —  />.»  j  ■+-  [J^-fi- 


2.  On  peut  résoudre  ces  équations  d'une  manière  élégante.  Si 
on  les  ajoute  d'abord  après  les  avoir  multipliées  respeclivemenl 
par  ^j  ^  »  -5  on  obtient  la  relation 

qui  éliiit  évidente  par  la  Géométrie,  car  elle  exprime  que  la  droitt^ 
MM,  /est  perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation.  Si  l'on  ajoute  inain- 
lenant  les  quatre  équations  précédentes,  après  les  avoir  multipliées 
respectivement  par  des  facteurs  ±  À,  rti  ;ji,  ±  v.  =;=  o  tels  que  le 
coefficient  de  l'inconnue  cherchée  devienne  égal  à 

ou  trouve 

i  B  ,<•  =  I  o-  -^  À-  —  u-  —  'é-  »  j-,  -t-  -il  À'jt  -4-  vp  11]  -»-  îi  Àv  —  Up  (  ::,. 

■  Bv=:>i/.u.—  vp  i^Ti  -f-(  p--t- a- — À- —  v- i  r,  -t- 5>r  ;xv -i- Àp);,. 

'    H    r    =     MXv      -+-   ItpKf,  -r-   2<  ;-lV   /.p    M,  ^1    Z--r-    V-   —    /.-    -J 

Pour  obtenir  les  formules  résolues  par  rapport  à  a;,.  ),,  ::|. 
il  faudrait  échangera:,  y,  5 et  j:, ,  >', ,  ^i  en  changeant  le  signe  de  o. 

3.  Dan»  les  développements  qui  précèdent,  nous  envisageons 
une  figure  invariable,  rapportée  à  un  trièdre  fixe  (T)  Oxys  et  se 
déplaçant  pendant  que  ce  triédre  reste  fixe.  On  peut  aussi  consi- 
dérer les  formules  précédentes  comme  définissant  un  changement 
de  coordonnée*,  dans  lequel  on  passera  de  (  T)  à  un  irièdre  (  T,  i 
0:r,.  Vf  3,.  Alors  les  arbitraires  y..  5.  y,  (j,  reliées  à  À.  u.  v,  p  par 
les  formules  (  i  i,  définiront  la  rotation  qui  amène  te  trièdre  (Tf» 
'/  coïncider  a^ec  le  trièdre  (T  t.  Il  suffit,  pour  le  reconnaître,  de 
remarquer  que.  si  l'on  suppose  que  la  rotation  définie  par  les 
formules  (  1 1  entraîne  le  trièdre  (  Ti.  les  coordonnées  du  point  M,. 
par  rapport  à  la  nouvelle  position  du  triédre.  restent  égales  aux 
coordonnées  x.  r.  z  du  point  M.  tandis  que  les  coordonnées  de  M, , 
relatives   aux   axes    primitifs,    sont   x,.    v,.    -:?,.    H    est    évident. 
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d'ailleuis.  que  l'axe  de  rolatioii  iail  des  angles  égaux  avec  les  axes 
de  même  nom  des  trièdres  (T)  et  (T,  ). 

i.  Revenons  à  noire  premier  point  de  vue.  Au  n"i27,  nous  avions 
déjà  donné,  sous  deux  formes  difTérentes,  les  équations  précédentes? 
en  les  rattachant  à  la  considération  de  la  substitution  linéaire  qu* 
définit  une  rotation,  ^fous  avons  vu,  en  eflel.  que  si  Ton  considère 

la  sphère  de  ra  yon  i , 

x"-  -i-,r--f-  :;2  =  1, 

et  si  Ion  introduil  la  variable  complexe  définie  par  la  formule 

./■  -f-  /)■ 


(8) 

la  subslilulion  linéaire 

(9) 


/?3(i 


définit  une  rotation  qui  est  aussi  déterminée  sous  différentes 
formes  par  les  équations  (8),  (9)  et  (11)  [I,  p.  34].  On  retrouve 
ainsi  les  formules  d'Euler;  et  si  la  méthode  par  laquelle  on  les 
obtient  exig<'  un  appareil  analytique  plus  compliqué  que  la  précé- 
dente, elle  permet  du  moins  d'obtenir,  avec  plus  de  facilité,  les 
relations  relatives  à  la  coinposition  de  deux  rotations. 

Supposons,  en  eiïet,  que  l'on  effectue  successivement  deux  rota- 
tions, la  première  définie  par  la  formule  (9),  la  seconde  par  la 
suivante  : 

//(  I  3(.j  -I-    /ij 


(10) 


<    11; 


//ia2-+-  q\ 
En  portant  cette  valeur  do  a,  dans  la  formule  précédente,  on  aura 

(  mm  I  -+-  np^  )  aj  -f-  rnn  ^  -h  n(/  [  _ 


(  pnit   -f-  «-//>i  )ai-(-  pni  -+-  c/tji 


de  sorte  que,  suivant  la  proposition  de  M.  Klein,  la  com])osilion 
de  deux  rotations  équivaut  à  celle  de  deux  substitutions  linéaires. 
Si  l'on  désigne  par  moi,  «oi,  /?tM,  Çoi  les  valeurs  de  m,  n,  /),  q 
relatives  à  la  rotation  composée,  ou  aura 

(   mui  =  miHi  -+■  tipu  \   Pm  =  p/Ui  -+-  qp^- 
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Si  maintenant,  pour  établir  une  concordance  avec  nos  promiêrcs 
formules,  nous  introduisons,  comme  au  n"  27.  les  arbitraires 
>.  ,u.  V.  0.  à  la  place  de  m.  n.  p,  g.  en  posant  j  I,  p.  34] 

i  m  =^  —  '^  —  i'.      ti  ==  —  u  -H  //..      //f|  =  —  -I  -^  /'i-      "i  =  —  ''-\-'-  i  'i 
••4'  '         .  '         .-  '  .  ■  .. 

(    y= — i  —  /■/.     /»  ^       u-(-j/..      (f\^ — .^1  —  ''I-     /'i  ^       \J\-~i/\- 

et  de  même 

j    //loi  =  —  =01  -H  t'voi.  /*ûl  =  —  ;^1  H-  l'Àoi: 


(l5) 


^01=—  POI JVoi,  />0I  =  ;Jt01-HiA01r 


les  formules  (  12)  et  <  i3  )  nous  donneront  les  suivantes 

Àoi  =  ;J.Vi  —  v;ai  —  Àpi  —  S/.15 
ijLoi  =  vÀ|  —  /.V|  —  ;jLi|  —  ç.;jii. 
voi  =  >.;jti  —  u/.i  —  vs  i  —  pv,. 

Elles  résolvent  complètement  la  question  proposée,  car  elles 
donnent  les  quantités  À,  ,u,  v,  p  qui  caractérisenl  la  substitution 
composée  en  fonction  des  quantités  analogues  relatives  aux  rotations 
composantes.  Nous  allons  les  appliquer  à  l'étude  de  la  question 
suivante. 

o.  Supposons  qu'un  trièdre  (Ti)  Oxij'i  ^i,  dont  le  sommet 
reste  fixe,  se  déplace  d'une  manière  quelconque  et  supposons  qu'il 
soit  rattaché  à  un  triédre  fixe  '  ï  1  O  .ryz.  par  les  formules  (  3*  1  où 
7,  jjL,  V,  p  seront  des  fonctions  connues  d'un  paramétre  /.  Propo- 
sons-nous de  déterminer,  à  chaque  instant,  les  composantes  de  la 
rotation  infiniment  petite  du  trièdre  (  T|  ).  ces  composantes  étant 
prises  relativement  aux  axes  de  ce  trièdre.  Nous  remarquerons 
que.  pour  passer  de  (T4  )  à  sa  position  infiniment  voisine  (T,  ).  on 
peut  effectuer  successivement  deux  substitutions  orthogonales. 
Tune  par  laquelle  on  passerait  de  (  T|  i  à  (  T  1.  et  qui,  étant  l'inverse 
de  la  substitution  (  7).  serait  caractérisée  par  les  valeurs  /.,  u-,  v, 
—  0  des  paramètres;  l'autre,  par  laquelle  on  passerait  de  (T^  à  (T,  i 
et  qui  correspondrait  aux  valeurs  À  —  d).,  ij.  -f-  </fi.  v  -f-  û?v.  p  4-  rfp 
des  mêmes  paramètres.  En  appliquant  donc  les  formules  (16)  et 
négligeant  des  infiniment  petits  dans  l'expression  nouvelle  de  p,  on 
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voit  que  les  valeurs  suivantes 


/      i'  =:=  À^  -I-  ;j.^  _(_  V-  H-   p-  =    l>. 

]   /.  '  =  u.  fil  —  V  d\x  —  /,  (Iz  -+-  c  (Un . 


17^  .       ,  ,  . 

v'  =  À  (!>}.  —  \i.  c/À V   /■/o  -t-  p  *^/v 

seront  les  paramètres  de  la  substllulion  orlliogouale,  par  hupielle 
on  passe  de  (Ti  )  à  (T',  ). 

Comme  elles  définissent,  nous  l'avons  vu,  les  composantes  de 
la  rotation  par  laquelle  (T,)  vient  coïncider  avec  (  L|),  il  faudra 
les  changer  de  signe  pour  avoir,  la  lolation  du  Irièdre  (  Ti)  et  si 

l'on  applique  les  formules  (  i  )  en  remplaçant  lang  -  par  -  el  posant 

(  i8)  0  ces  X  =  I'  dl,  0  cos  3  =  (}  (11.         0  (MIS  -;  =  R  dl, 

il  viendra 

d^t        ,  do  dh  \ 

dt       '"  dt       '"  dt  I  ' 

,  I   .w,  ,  .    ^--  d\  do  d\i. 

'^'  s        ^  \       jt  dl        '    dl        '    dl 

,  d\x  da  d 

A  — '-    -f-  V    ~    ?    ~, 

dt  dt        '    r// 


0 


().  Si  l'on  suppose,  comme  il  est  permis,  que  o  soit  constam- 
ment égal  à  I ,  ces  formules  se  simplifieront  un  peu.  Il  vaudra  mieux 
cependant,  toutes  les  fois  qu'on  le  pourra,  conserver  l'arbitraire  o  ; 
car  on  introduira  ainsi  plus  nettement  et  plus  simplement  les 
rotations  qui  correspondent  à  une  valeur  nulle  de  p  et  pour  les- 
quelles, d'après  les  formules  (i),  l'angle  0  est  égal  à  i8o". 

Dans  notre  Mémoire  sur  l'équilibre  asiatique,  nous  avons 
proposé  d'appeler  ces  rotations  des  renversements.  Nous  allons 
terminer  cette  Note  en  montrant  (|ue  les  renversements.,  joints  à 
des  inversions  planes,  c'est-à-dire  à  des  transformations  par 
symétrie  relatives  à  des  plans,  permettent  d'étudier  et  décomposer 
très  simplement  les  divers  mouvements  finis  d'un  solide  invariable. 
Nous  nous  appuierons,  à  cet  eflet,  sur  les  remarques  suivantes  : 

Une  rotation  d'angle  0  autour  (V un  axe  (d)  peut  être  rem- 
placée par  deux  inversions  successives   relatives  et   des  plans 
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(  P,  ).  I  Po)  *e  roupant  suhanl  l'axe  et  faisant  un  angle--  On 

peut  faire  tourner,  comme  on  voudra,  le  dièdre  de  ces  deux 
plans  autour  de  l'axe. 

Un  renversement  autour  de  {d)  se  ramène,  par  suite,  à  deux 
inversions  relatives  à  deux  plans  rectangulaires  quelconques 
se  coupant  suivant  la  droite  (d). 

Il  résulte  de  ces  propositions  que  toute  rotation  d'angle  9  autour 
d'une  droite  (d)  se  ramène  à  deux  renversements  autour  de  deux 
droites  (^4),  (^â),  perpendiculaires  en  un  point  quelconque  à  la 

droite  (c?)  et  assujetties,  en  outre,  à  faire  l'angle  -•  Car,  soient  (  P,  >, 

(  Pa).  (P)  les  trois  plans  passant  respectivement  par  i  </ 1  et  1  o,  ).  par 
{  d)  el  {02).  par(^|i  et  (ôo).  Le  premier  renversement  équivaut 
aux  inversions  relatives  aux  deux  plans  rectangulaires  (P|  >  et  (  P  i: 
le  second  équivaut  de  même  aux  inversions  déterminées  par  les 
plans  (  P  )  et  (  Pj  ).  Il  faut  donc  efleetuer  successivement  des  inver- 
sions planes  relatives  aux  plans  (P|),  (P),  <  PV  (?•>).  Les  deux 
inversions  intermédiaires  se  détruisent  et  il  reste  les  seules  inver- 
sions extrêmes,  qui  équivalent,  nous  l'avons  vu.  à  la  rotation 
considérée. 

On  peut  imprimer  aux  deux  droites  iOt).  (  Oj  )  le  mouvement 
d'un  verrou  autour  de  id\.  c'est-à-dire  les  faire  glisser  et  tourner 
tout  d'une  pièce  dune  manière  quelconque  autour  de  irfi.  sans 
qu'elles  cessent  de  représenter  la  rotation.  Ainsi  : 

L'ne  rotation  est  parfaitement  représentée  par  un  angle 
dont  le  sommet  est  sur  l'axe  de  rotation,  son  plan  étant  perpen- 
diculaire à  cet  axe  et  sa  grandeur  étant  égale  à  la  moitié  de 
la  rotation. 

Une  translation  finie  peut  être  représentée  par  deux  inver- 
sions relatives  à  des  plans  parallèles,  qui  sont  perpendiculaires 
à  la  translation,  et  dont  la  distance  est  égale  à  la  moitié  de  la 
translation. 

Si  Ton  intercale,  entre  ces  deux  inversions,  deux  autres  inver- 
sions prises  relativement  à  un  même  plan  perpendiculaire  aux 
précédents,  inversions  dont  l'ensemble  ne  produit  aucun  déplace- 
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ment,  on  voit  que  toute  translation  finie  équivaut  à  deux 
renversements  autour  de  deux  droites  parallèles  qui  sont 
perpendiculaires  à  cette  translation  et  dont  la  distance  est 
égale  à  la  moitié  de  la  translation.  Le  plan  de  ces  droites  est 
paralkUe  à  la  translation. 

7.  Ces  points  étant  admis,  considérons  d'abord  une  figure  avec 
un  point  fixe  O  et  voyons  comment  on  composera  deux  rotations 
successives.  La  première  sera  représentée  par  un  angl<»  AOVi,  la 
seconde  par  un  angle  BOB|.  Soit  OC  riutersoction  dn  plan  des 
deux  angles.  Faisons  tourner  le  premier  dans  son  plan,  de  manière  à 
amener  0A|  sur  OC,  ce  qui  le  remplacera  par  un  angle  DOC.  Faisons 
tourner  de  même  le  second  dans  son  plan,  de  manière  à  faire 
coïncider  OB  avec  OC,  ce  qui  le  remplacera  par  un  angle  COI)|. 
Pour  composer  les  l'ota lions,  il  faudra  eflecluer  des  renversements 
autour  des  droites  OD,  OC,  OC  et  0D|.  Les  deux  renversemenis 
nterinédiaires  se  détruisant,  il  restera  seulement  ceux  qui  ont 
lieu  autour  de  OD  et  OD,.  c'est-à-dire  la  rotation  que  nous 
définissons  psir  l'angle  D(^D|. 

r.a  méthode  précédente  n'exige  même  pas  que  l'on  admette  que 
tout  déplacement  d'une  figure  ayant  un  point  fixe  se  réduit  à  une 
rotation;  car  il  est  évident  que  ce  déplacement  peut  toujours  se 
ramener  à  deux  rotations,  l'une  qui  amènera  un  point  M  quelcon- 
([ue  dans  sa  nouvelle  position  Mj  et  qui  pourra  être  choisie  dune 
infinité  de  manières,  l'autre  qui  s'etTectuera  autour  de  OM, .  Comme 
nous  apprenons  à  composer  deux  rotations,  on  voit  qu'on  pouria 
toujours  réduire  tout  déplacement  à  une  seule  rotation. 

F^assous  maintenant  au  mouveuient  le  plus  général.  Ou  peut 
toujours  le  réaliser  en  amenant,  par  une  translation,  un  point  M 
de  la  figure  invariable  dans  sa  nouvelle  position  Mi,  puis  en  etlec- 
luant  une  rotation  autour  d'un  axe  passant  par  M,.  La  translation 
se  ramène  à  deux  inversions  relatives  à  deux  plans  ])arallèles  (P), 
(Pi);  la  rotation  équivaut  de  même  à  deux  inversions  autour  de 
plans  qui  se  coupent,  (  Pj),  (  P:i  ).  Donc,  tout  déplacement  écjuivaut 
à  quatre  inversions  aulour  des  plans  (P),  (P(),  (Pj);  (Pa)'  '^O"*- 
les  premiers  sont  parallèles.  Mais,  comme  on  peut  faire  tourner  le 
dièdre  (P|),  (Pa)  d'un  angle  quelconque  aulour  de  son  arête,  on 
peut  supposer  que  les  plans  précédents  ne  sont  plus  parallèles. 
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Alors  les  deux  premières  inversionj.  définiront  une  roialioa  ainsi 
que  les  deux  suivantes.  Donc  : 

Le  déplacement  d'une  figure  insariahle  se  ramène  d'une 
infinité  de  manières  à  deux  rotations  successives. 

Soient  (fi?)  et  (rfi)  les  axes  de  ces  rotations  et  (  o)  leur  plus 
courte  distance.  La  rotation  autour  de  (d)  peut  être  remplacée, 
nous  l'avons  vu.  par  deux  renversements  autour  de  deux  droites, 
dont  la  seconde  sera  (  o);  soient  <0|)  et  (o)  ces  deux  droites.  Il 
suffit  que  (o,)  coupe  {d).  à  angle  droit,  au  même  point  que  (â),  et 
fasse  avec  <  o),  dans  le  sens  convenable,  un  angle  égal  à  la  moitié 
de  la  rotation.  De  même  la  seconde  rotation  pourra  être  remplacée 
par  deux  renversements  autour  de  deux  droites  <^ô),  (d, ),  pourvu 
que  (02 1  soit  convenablement  choisie.  On  aura  donc  à  effectuer 
quatre  renversements,  dont  deux  consécutifs  autour  de  (  o  »  se  détrui- 
ront. Donc  : 

Tout  déplacement  d'une  figure  invariable  se  ramène  par  des 
constructions  géométriques  à  deuv  renversements  successifs 
autour  de  deux  droites  (ô,  ),  (oj). 

De  cette  proposition  fondamentale  on  fait  dériver  simplement 
la  notion  du  mouvement  hélicoïdal  fini.  Car  menons  par  (  ô|  t  deux 
plans  rectangulaires  (Pi  ),  (P',  )  dont  le  premier  soit  parallèle  à  loa»  ; 
menons  de  même  par  (6|)  deux  plans  rectangulaires  (  Po  »!  P,  i 
dont  le  premier  soit  parallèle  à  (ô,^  et.  par  suite,  à  iP|  i.  Les  deux 
renversements  se  ramèneront  aux  inversions  planes  relatives  aux 
plans  (P, ),  (Pi)>  (P2);  (Pî)-  Les  deux  inversions  intermédiaire», 
étant  relatives  à  des  plans  parallèles,  équivalent  à  une  translation, 
qu'on  peut  échanger  ensuite,  soit  avec  la  première,  soit  avec  la 
dernière  inversion  plane.  Ces  deux  inversions,  étant  lupprochées. 
se  composent  en  une  rotation,  qui  a  lieu  autour  de  la  plus  courte 
distance  de  (  0|  i  et  de"(Oj  ). 

On  voit  donc  que  tout  déplacement  fini  se  ramène  îi  une 
rotation  et  à  une  translation  parallèle  à  l'axe  de  la  rotation. 

8.  De  même  qu'une  rotation  est  représentée  par  uu  angle,  le 
déplacement  précédent  peut  être  représenté  comme  il  suit  :  Pre- 
nons sur  l'a\e  deux  points  A  et  B  séparés  par  une  dislance  égale  à 
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la  moitié  de  la  translation  el  élevons  eu  A  et  B  deux  perpeudicu- 
Jaires  à  l'axe,  (â|),  (Ô2),  faisant  un  angle  égal  à  la  moitié  de  la 
rotation.  Le  déplacement  sera  défini  par  ces  deux  droites;  car  il 
équivaudra  à  deux  renversements  successifs  autour  d'elles.  On 
pourra  leur  imprimer,  cVailleurs^  le  m^ouvement  du  verrou 
autour  de  l'axe,  c'est-à-dire  les  faire  glisser  et  tourner  d'une 
manière  quelconque  autour  de  l'axe,  sans  qu'elles  cessent  de  définii' 
et  de  représenter  le  mouvement  hélicoïdal. 

De  là  résulte  un  moyen  très  simple  de  composer  deuv  uiouve- 
ments  finis  quelconques.  Car  soient  (oi  ),  (o^);  (o',  ),  0.^)  les  droites 
qui  les  définissent  et  soit  [d)  la  plus  courte  distance  des  axes  des 
deux  mouvements  jqui  sont  les  plus  courtes  distances  de  (o)),  (o^) 
el  de  (0,),  (ô.^)  respectivement].  On  pourra,  en  faisant  tourner  el 
glisser  (<5|),  (ôo)  autour  de  l'axe  du  premier  mouvement,  amener 
(02)  à  coïncider  avec  (<i)  :  en  opérant  de  même  dans  le  second 
mouvement,  on  amènera  (ô,  )  en  coïncidence  avec  (d).  Alors  les 
deux  renversements  intermédiaires  autour  de  la  droite  [d)  se 
détruiront,  et  le  mouvement  composé  se  réduira  aux  deux  renver- 
sements autour  des  nouvelles  positions  de  (oi),  ("^i))  c  est-à-dire 
(|u'il  sera  complètement  et  simplement  défini. 

Inversement,  si  l'on  veut  étudier  les  décompositions  d'un  mou- 
vement donné,  en  deux  rotations  par  exemple,  la  uuHhode  précé- 
dente donnera  très  aisément  la  solution.  Car  soient  (0,),  (o^j  les 
deux  droites  définissant  un  mouvement;  on  leur  adjoindra  une 
droite  (ô)  les  rencontrant  toutes  deux,  et  il  est  clair  que  le  mou- 
vement pourra  être  remplacé  par  des  rotations  définies,  la  pre- 
mière par  l'angle  des  droites  (oi),  (ô),  la  seconde  par  l'angle  des 
droites  (ô),  (ôa).  Nous  nous  contenterons  de  ces  rapides  indications 
en  faisons  remarquer  toutefois  que,  dans  l'Ouvrage  cité  plus  haut 
[III,  p.  479]»  nous  avons  appliqué  des  méthodes  analogues  à  la  com- 
position des  inversions  sphériques. 


NOTE   VI. 


NOIK  SLR  UNE  ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE 
ET  SUR  LES  SURFACES  SPIRALES. 


1.  Au  n"  90.  où  nous  avons  considéré  pour  la  première  fois  les 
surfaces  spirales,  nous  avons  vu  que  leur  élément  linéaire  peut 
toujours  être  ramoné  à  la  forme  (  42  i  [l,  p-  i  loj.  Cette  forme  est 
équivalente  à  celle  qui  est  définie  par  la  formule  suivante 


^A-  =  l  -e-'{  flu--+-  t/r-  ). 


OÙ  U  désigne  une  fonction  de  u.  Conformément  à  une  remarque 
qui  est  due  à  M.  Maurice  Lévy,  nous  avons  reconnu  que  celte 
forme  convient  à  une  infinité  de  surfaces  spirales.  Car  si  l'on 
définit  une  telle  surface  par  les  équations 


/   =  ,-  r" 

\  =^re' 

'  cosi  (O  -1-  Al  1. 

Y  =  /•  e- 

■  siiii  to  -t-  h\'  1. 

(•>.•; 


où  h  désigne  une  constante  et  où  z.  r,  w  sont  des  fonctions  de  u. 
on  aura,  en  exprimant  que  l'élément  linéaire  est  donné  par  la 
formule  (  i  •.  les  trois  relations  suivantes 

i    L  -  =  /■-!  I  -i-  //■-  I  -1-  z--. 
(3)  -     o  ^  zz  -^  ,/  -^  /ir-oi  . 


u^  = 


r-  0}  -  -i-  z  -  -i-  /■  - . 


qui,  pour  chaque  valeur  de  //.  déterminent  les  fonctions  r.  z,  'jj. 
Nous  nous  proposons  maintenant  de  compléter  les  résultats  pré- 
cédents et  de  prouver  que  l'intégration  du  système  précédent  se 
ramène  à  celle  d'une  équation  dinérentielle   remarquable,    déjà 
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rencouJrée   et  signalée   d'ailleurs   dans  difFérenies  parties   de  cet 
Ouvrage  (  '  ). 

V  l'inspeclion  des  équations  (3)  on  reconnaît  immédialement 
que,  en  supposant  i  -+-//-  différent  de  zéro,  l'on  pourra,  parl'élimi- 
nation  de  /•  et  de  (o,  obtenir  pour  z  une  équation  différentielle  du 
premier  ordre.  On  déduit,  en  cU'et,  des  deux  premières 


h:'-  -4-  1 

,  Il 

/i-  +  I 

En  éliminant,  au  moyen  de  ces  équations,  r  et  w  dans  la  troisième 
équation  (3),  il  restera  pour  z  l'équation  différentielle 

(3)  z^ -\-  Z  ■- —  \.- ~   -7— 1 

h- 

dont  l'intégration  seule  pourra  faire  connaître  les  surfaces  cher- 
chées. 

2.   Or,  au  n"  621  |[ïl,  p.  83 1,  nous  avons  rencontré  l'équation 
suivante 

(a)  --(f)'  =  v. 

qui  ne  diffère  de  la  précédente  que  par  les  notations;  et  nous  avons 
vu  que  l'intégration  de  cette  équation  différentielle  permet  de 
détermijier  toutes  les  lignes  géodésiques  des  surfaces  dont  l'élé- 
ment linéaire  est  défini  parla  formule 

ds-^  =  V  [  du  ■'--\'(u^Nyydi>''-\ 

V  1  est,  comme  V,  une  fonction  de  r;  toutes  les  fois  que  cette  fonc- 
tion se  réduit  à  une  constante,  l'élément  linéaire,  nous  l'avons  vu, 
se  réduit  à  celui  des  surfaces  spirales. 

On  peut  donc  dire  que  l'intégration  d'une  équalion  diftérentielle 
de  forme  (5)  ou  (6)  fera   connaître  les  lignes  géodésiques  d'une 

(')  On  pourra  consulter  la  Note  S,ur  la  détermination  des  surfaces  spirales 
d'après  leur  élément  linéaire,  insérée  par  M.  Haffy  au  Tome  CXTI,  p.  l'j^i  des 
Comptes  rendus,  en  1891. 
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infinité  de  surfaces,  parmi  lesquelles  se  li"Ouveront  des  surfaces 
spirales,  cl  dont  rélémont  linéaire  dépendra  d'une  fonction  arbi- 
traire V|  (en  dehors  de  celle  V  qui  figure  dans  l'équation i. 

Enfin,  au  n"  732  [III,  p.  3o3]  nous  nous  sommes  proposé  de 
déformer  une  surface  réglée  de  telle  manière  que  l'une  de  ses 
courbes,  assignée  à  l'avance,  devienne  plane,  et  nous  avons  reconnu 
que  la  solution  de  ce  problème  dépend  d'une  équation  ditteren- 
tielle  du  premier  ordre  appartenant  au  type  suivant 

1  7  I  M  I  --+-  u\  ri 'h-  P  r- =  i. 

OÙ  M,  N,  P  sont  des  fonctions  quelconques  de  la  variable  indépen- 
dante jc.  Cette  nouvelle  forme  comprend  évidemment  comme  cas 
particulier  les  formes  (  5  i  et  (^6)  :  nous  nous  proposons  de  justifier 
une  indication  déjà  donnée  [III,  p,  3o4,  note]  et  de  montrer  tout 
rintérêt  que  présente  l'étude  analytique  des  équations  difléren- 
lielles  précédentes. 

Remarquons  d'abord  que  l'on  peut  très  aisément  ramener  l'équa- 
tion ('-)  à  la  forme  (5).  En  effet,  écrivons-la  comme  il  suit 
(P  ,  'h-  \yr-^( PM  —  \î  )  )  ^  =  P. 

Si  l'on  détermine  une  fonction  X  par  la  quadrature 

ot  si  l'on  effectue  la  substitution 

■s,  ^  ^  .r^^, 

l'équation  deviendra 

et  il  suffira  de  changer  la  variable  indépendante  en  substituant 
à  a:  la  variable  définie  par  la  quadrature  suivante 


ilr. 


'=j — p— 

pour  obtenir  la  forme  réduite 

,      {du--  P\- 

où  il  faudra  exprimer  le  second  membre  en  fonction  de  r'. 
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3.  Puisque  les  formes  (  lo)  et  (  "  )  oui  le  même  degré  de  généra- 
lité, gardons  l'équalion  (-),  et  voyons  comment  on  pourra  la 
ramener  à  une  équation  du  premier  ordre  et  du  premier  degré. 

Il  suffit  pour  cela  de  prendre  comme  inconnue  auxiliaire  le  quo- 
tient suivant 

(")  v  =  - 

On  aura  alors 

I  À 


V'  '"^l  >^-  -+-  •-'-  ^  X  -+-  P     ■       '  V'  M  X2  ■+-  •?.  N  X  +  V 

En  exprimanlque  r'est  la  dérivée  dej',  on  trouvera  pour/,  l'équa- 
tion 

(i3)        2(NÀ-4-  P)/.'=  M'À-'+2(N'-4-M)À2+(P'^4N)À  -+-2P, 

qui  est  bien  de  la  forme  annoncée. 

Si  l'on  considère  toutes  les  équations  du   premier  ordre  et  du 

premier  degré 

.•'•'  =  /(.r,.r), 

et  si  l'on  so  propose  de  les  classer  d'après  la  manière  dont  y  entre 
dans  la  fonction  y,  on  rencontre  tout  d'abord  l'équation  linéaire 
et  l'équation  de  Riccati.  La  plus  simple,  après  celles-là,  si  l'on 
admet  toutefois  que  la  variable  )'  puisse  être  soumise  à  une  substi- 
tution homographique  sans  que  la  forme  de  l'équation  soit  altérée, 
est  la  suivnnie 

a  1  ••'•  -In  b  V-  -\-  c  )-\-  d 

(•4)  y=- ■;:y-^ , 

où  rt,  />,  r-,  d.  f,  /'sont  des  fonctions  données,  mais  quelconques, 
de  la  variable  indépendante. 

L'équation  précédente  contient  l'équation  (  i3)  comme  cas  par- 
liculier;nous  allons  montrer  que,  si  l'on  en  connaît  des  solutions 
particulières,  on  pourra  toujours,  par  des  substitutions  simples, 
la  ramener  à  une  forme  type  ne  contenant  plus  qu'une  fonction 
arbitraire. 

4.  Appuyons-nous  sur  la  propriété  essentielle  :  l'équation  ne 
change  pas  de  forme  lorsqu'on  effectue  sur  la  variable  r  une  subsli- 
lution  bomographique  quelconque.  D'après  cela,   si  l'on  connaît 
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trois  solutions  parliculières  j^o,  J'n  ^'s,  eflectuons  la  subslitulion 
humographique  qui  leur  fait  correspondre  les  valeurs  o,  i,  oc.  La 
nouvelle  équation  devant  admettre  ces  solutions  particulières,  ou 
aura 

a  =  ^  =  o,  b  -+-  '■  =  i>. 

et  elle  prendra  la  forme  "~ 

d\        )  1  I  — 1  I 
dj-  e  y  -k-  / 

En  changeant  de  variable  indépendante  on  pourra  simplifier 
encore  et  réduire  à  l'unité  une  des  fonctions  e  ou  /.  avoir,  par 
exeuipic.  la  forme  typique 

d\         r  I  I  —  \  > 
d.i-  il  —  ) 

La  manière  même  dont  nous  l'avons  obtenue  prouve  qu'il  v  aura 
un  nombre  illimité  de  formes  typiques. 

On  peut  encore  elTectuer  dans  l'équation  (  i4  )  la  substitution 

.  i«i)  ''.'-./■=  !: 

on  aura  alors  pour  z  l'équation  diUérentielle 


la  dérivée  est,  cette  fois,  une  fonction  entière  de  z. 

La  forme  précédente  est  conservée  si  l'on  effectue  sur  z  une 
substitution  de  la  forme 

IX  ;  =  A>.  -i-  B; 

on  peut  disposer  des  fonctions  A  et  B  de  manière  à  faire  corres- 
pondre à  deux  solutions  particulières  ^o,  ^i  deux  valeurs  constante* 
h.  h'  de  À.  Alors  l'équation  en  À  prendra  la  forme  simple 

(19)  À'=  (X  —  //MA  —  /*'  H  r.  À  H-  D  t. 

Un  changement  de  variable  réduira  à  l'unité  l'une  des  fonctions 
C  ou  D. 

5.   Cette  nouvelle  transformation  permet  de  montrer  que  l'inté- 
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gralion  de  l'(^quallon  générale  (i4)  peut   se  ramener  à   celle  de 
l'équalion 


(-)  .'--(s^y 


X 


el  vice  versa.  Car  si  l'on  effectue  ici  la  subslilulion 

on  trouve  [)Our  /.  l'équation 

-,,,/,  aX 


^> 


et  il  est  clair  que,  par  un  changement  de  la  variable  indépendante 
et  par  un  choix  convenable  des  constantes  arbitraires  li,  h\  on 
peut  ramener  l'un  à  l'autre  les  deux  types  (19)  et  (22). 

6.  Nous  avons  indiqué,  dans  le  cours  de  cel  Ouvrage,  et  notam- 
ment dans  la  théorie  des  lignes  géodésiques,  plusieurs  cas  particu- 
liers dans  lesquels  on  peut  intégrer  l'équation  (20)  et,  par  suite, 
l'équalion  (i4)-  Nous  nous  contenterons  des  rapprocliemenls  que 
nous  venons  de  signaler  en  faisant  remarquer  que  l'on  pourra 
obtenir  en  quelque  sorte  une  suite  illiuiitée  d'équations  intégrables 
de  la  forme  (i4)  en  cherchant  celles  qui  admettent  des  fadeurs 
intégrants  de  la  forme  suivante 

//i,.  m-i-  .  ■  ■  étant  des  constantes  el  X<,  X2,  .  .  .  des  fonctions 
de  ji .  Dans  un  Mémoire  sur  quelques  équations  différentielles 
non  linéaires.,  inséré  en  1887,  qm  Journal  de  V Ecole  Polytech- 
nique |LVII''  Cahier,  p.  189],  M.  R.  Liouvillc  a  développé 
quelques  propositions  relatives  à  l'équation  précédente,  prise  sous 
la  forme  (17). 


NOTE  YII. 


SUR  LA  FORME  DES  LIGNES  DE  COURBURE 
DANS  LE  VOISINAGE  DUN  OMBILIC. 


1.  Dans  l'étude  que  nous  avons  faite  à  différentes  reprises  du 
système  orthogonal  formé  par  les  lignes  de  courbure  d'une  surface, 
nous  avons  laissé  de  côté  l'examen  de  la  question  qui  va  faire  l'objet 
de  cette  Note. 

Le  problème  que  nous  nous  proposons  a  déjà  été  étudié  par 
différents  géomètres,  et  notamment  par  l'illustre  Caylev  (').  Bien 
qu'un  peu  spécial  par  sa  nature  même,  il  offre  un  vif  intérêt, 
parce  que  sa  solution  complète  exige  l'application  des  méthodes 
employées  pour  l'étude  des  points  critiques  des  équations  diffé- 
rentielles par  Briot  et  Bouquet  et  par  leurs  continuateurs  dans  ce 
genre  de  recherches,  MM.  Poincaré  et  Picard.  Nous  allons  démon- 
trer ici  les  résultats  que  nous  avons  communiqués  en  i883  à 
l'Académie  des  Sciences  (^). 

2.  Si  l'on  place  l'origine  des  coordonnées  rectangulaires  à 
l'ombilic,  en  choisissant  pour  plan  des  xv  le  plan  tangent  en  ce 


(')  A.  Cayley.  On  dijferential  Equations  and  umbilici  {Philosophical  Ma- 
gazine, voL  XXVI.  p.  373-379  et  44  «-402;  iS63).  Voir  aussi  the  Collerted  mathe- 
matical  Papers  of  Arthur  Cayley,  vol.  V,  p.  ii5. 

M.  Emile  Picard  a  bien  voulu  me  communiquer  les  épreuves  du  tome  III  de 
son  Traité  d'Analyse  où  il  rattache  l'étude  de  cette  question  particulière  aux 
théories  générales  qu'il  a  développées  sur  les  points  singuliers  des  équations 
différentielles. 

(-)  Sur  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  des  ondes  {Comptes  rendus, 
t.  XCVII  p,  II 33).  Voir  aussi  Annales  scientifiques  de  V École  Normale  supé- 
rieure, 5*  série,  t.  VI.  p.  385. 
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point  à  la  surface  donnée,  l'équalion    de    celle    surface  prendra 
la  forme  suivante 


(O 


-  ( X-  -k-  y-)  -^  a  -r  H ^'-  Y 


// 


'•J-+  T-r'- 


•>4  ' 


....  ^. 


-a:^y^-^x-r 


•'''.y 


•M 


y.. 


où  /c  désigne  l'inverse  du  rayon  de  courbure  principal,  les  lermes 
non  écrits  étant  du  5'"  ordre  au  moins  par  rapport  à  a:  et  à  y.  Si 
nous  désignons  ici  par  P,  Q,  R,  S,  T  les  dérivées  premières  et 
secondes  de  z-,  qui  entrent  dans  l'équation  didérentielle  des  lignes 
de  courbure,  nous  apurons 


b' 


./■  H —  x-  -+-  b xv  H —  y- 


^'-y  ^ ..  '''y-  ^  z  y  ■ 


Q  z=  hy -h      ./;--+-  b'xy-i Y- ■+-  '.  •/>,   -H  '-  x-y -i- —  xy- -h  —  Y'' ■ 


(2)  /    R  =  k    -+-  ax  H-  by 


>"- 


T  =  k 


b' 


X  -)-  (i  y 


Portons  ces  valeurs  des  dérivées  dans  l'équation  difTérentielle 
des  liiirnes  de  courbure 

(3)       [8(1  +  ?^)— PQR]^^r^-+-[T(i  +  P^)  —  \\{v^  <:!})]  dx  d y 

-+-  [PQT  —  S(i  +  Q,)]  dy^  =  o  ; 

il  viendra 

r  3  'i'    1 

(  4  j       6 ifc'  -h  //.y  H-  '  x-  -I-  (  Y  —  /» ■'■  )  .ry  H-  —  r-    (  ''/■*■'  —  <"■(>'-) 

-+-    (  Z*'  —  a  ) ./;  -f-  (  </'  —  A  ) j'- 

-+-  (  -i •"  +  />■■'•  j  ./,■-  H-  ([y  —  [j)  j:j-  -f-  ( ; — ^  —  /  •'  j .>•-     c/.r  c/k 

-+-  M dx'- -f-  N c/.r  dy  -f-  M V/>-2  =  o, 

M,  N,  M'  étant  du  troisième  degré  au  moins  par  rapport  aux  coor- 
données X  et  j'. 


SUR   LA   FORME   DES   LIGNES   DE  COURBURE.    ETC.  45l 

3.  Pour  l'ombilic,  nous  nous  trouvons  dans  ce  cas  eiceplionnel 
où  l'équation  différentielle  est  de  degré  supérieur  par  rapport  à-^ 
et  où  le  coefficient  différentiel  devient  indéterminé. 

Remarquons  d'abord,  pour  expliquer  la  méthode  que  nous 
allons  suivre,  que,  lorsquen  un  point  A  le  coefficient  différentiel 
devient  indéterminé,  on  peut  considérer  ce  point,  accompagné 
de  toutes  les  tangentes  qui  v  passent,  comme  donnant  une 
solution  particulière  de  l'équation  différentielle.  Si  l'on  prend, 
en  effet,  les  polaires  réciproques  des  courbes  intégrales,  elles 
satisfont  encore  à  une  équation  diflerentielle  du  premier  ordre  que 
l'on  formera  aisément.  Et  alors,  au  point  A,  pour  lequel  le  coef- 
ficient différentiel  est  indéterminé,  correspondra  une  droite 
dont  le  point  de  contact  sera  indéterminé,  c'est-à-dire  une 
droite  {d)  qui  sera  une  solution  particulière  de  la  nouvelle 
équation  différentielle.  Par  suite,  au  lieu  d'étudier  les  solutions 
de  la  première  équation  dans  le  voisinage  du  point  A  où  le 
coefficient  différentiel  est  indéterminé,  on  pourra  étudier  les 
solutions  de  la  seconde  qui  sont  voisines  de  la  droite  (d).  ce  qui 
ne  présentera  de  difficulté  que  pour  certains  points  excep- 
tionnels de  la  droite. 

Pour  appliquer  cette  remarque,  effectuons  la  substitution  si 
souvent  employée,  qui  remplace  la  courbe  cherchée  par  sa  polaire 
réciproque  relative  à  la  parabole 

c'est-à-dire  introduisons,  à  la  place  de  x  et  v.  les  variables/)  et  u 
définies  par  les  équations 

(5)  P""dJr'  u=px—y, 
de  sorte  que  l'on  aura 

du 

(6)  ^^dp^         y=px  —  u\ 

et  que  l'équation  de  la  tangente  à  la  courbe  cherchée  sera 

Y=/>X  — ». 
Avec    ces    nouvelles    variables,    l'équation    diflerentielle    qui 
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représente  la  ligne  de  courbure  ou,  plus  exactement,  sa  projection 
sur  le  plan  tangent,  prendra  la  forme  suivante  : 

,    ,  ,j  du  du'-  du       ,       ^ 

(7)  H  -^ 1-  Km  -4-  Hi  -7— -(-  Kl?/,-;-  -+-  Lia-^-+-  z,  —  o, 

dp  dp-  dp  '  ' 

où  l'on  aura 

f    H   =        b  -f-(s>6' — a)p-\-(a' — ■ih)p-— h' p"^^ 

l   K   = — b'  -f-    (6  —  d)p-h  h'p-, 

j  Kl  =       A-:!  —  Y  ^  (  [3  —  ■>.  ,3')/>  -4-  (  •>  7  —  a'  ^-  A-:'  )/>'•;  +  3'  //', 


f^i 


(^-)"    ^' 


'     />--/>^ 


et  où  les  termes  contenus  dans  9  seront  du  troisième  degré  au 
moins  par  rapport  aux  deux  variables  w,  -j-  • 

4.  Nous  voulons  obtenir  les  solutions  pour  lesquelles  ic  et  y, 
c'est-à-dire  d'après  les  équations  (5)  et  (6),  UQi  -r^  sont  très  petits, 
la  variable  indépendante  nouvelle  p  pouvant  recevoir  des  valeurs 
quelconques.  A  cet  effet,  effectuons  la  substitution 

(9)  u  =  ct.u', 

a  étant  une  constante  très  petite  et  u'  étant  supposée  finie;  l'équa- 
tion différentielle  prendra  la  forme 

(10) 

Pourvu  que  nous  écartions  les  valeurs  de/>,  pour  lesquelles  on  a 
(II)  H  =  o, 

l'intégration  par  les  séries  de  l'équation  différentielle  précédente 
nous  donnera  une  fonction  u'  développable  suivant  les  puissances 
de  a.  Par  suite,  si  nous  supposons  que/?  varie  entre  deuxlimites/^o. 
Pi  ne  comprenant  aucune  racine  de  l'équation  H  =  o  et  si  nous 
supposons  que  u'  soit  assujettie,  par  exemple,  à  rester  égale  à 
l'unité  pour  j9  =::i/)o5  u'  sera  une  fonction  continue  de  a  dans  tout 
l'intervalle  {po,  p\)  et  elle  se  réduira,  pour  a  =  o,  à  la  fonction 


du' 

K     , 

Hi   du'-^ 

aK|     ,  flu' 

^'I^i     .., 

dp  - 

Il  "  " 

""'  H    dp-^ 

Jl    "    dp  ~ 

-    H    "■ 
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qui  satisfait  à  l'équation 

du'  K     , 

Si  donc  nous  conservons  cette  unique  équation,  son  intégration 
nous  conduira  nécessairement  à  une  courbe  qui  sera  semblable  à 
la  ligne  de  courbure  infiniment  petite,  réserve  faite,  pour  le 
moment,  des  parties  de  la  courbe  qui  sont  dans  le  voisinage  des 
points  où  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  satisfait  à  l'équa- 
tion (il). 

5.  Il  convient  donc  d'abord  d'étudier  l'équalion  précédente, 
identique  au  fond  à  celle  qui  a  été  considérée  par  Cavlev;  l'inté- 
gration de  cette  équation  nous  donnera  la  solution  de  ce  que  nous 
pouvons  appeler  la  partie  principale  du  problème. 

Si  nous  remplaçons  les  polvnomes  H  et  K  par  leurs  expressions 
l'équation  devient 

du'  b'p^->r\b  —  a  <p  —  h 

(i3)  — -  = dp. 

u'         b'p^-^{ib  —  a)p'--k-\^a  —  ib  )p  —  b 

Les  variables  sont  séparées  et  l'intégration  n'olVre  aucune 
difficulté.  Au  lieu  des  arbitraires  a.  6.  a  .  b' .  nous  allons  mettre 
en  évidence  les  racines  du  dénominateur  H,  que  nous  supposerons 
distinctes.  Soient  a,  3,  y  ces  racines;  on  aura 


('4) 


En   introduisant   les  quantités    A.    B.    C    déterminées    par   les 
formules  suivantes  (*) 


b  =  6'a3v 

a  =  b\i  H-  a.3  -i-  a-,'  ■+■  ^f), 

a  - 

-2  6'=è'(a3-^3tV-t-pY), 

a'=  6'(2a,3-r  -^  a  ^  3  H-  -;), 

a'  - 

-  -iè  =  6'(  a  -t-  3  -(-  v)j 

b  =  è'aS-;. 

\ — ^' 


A  —  I  =  — 

(i5)     <(  B  ^-  "/    ''''^\   '    •""',  B-i=  — 


1  a  — 

-  3  1 1  a  — 

■'  1 

(l  -1- 

.-ï)(ï- 

_3a") 

(  3- 

-«)(.-- 

■  y) 

(1  + 

Ya")  (i  -i- 

Ï.S> 

ri -f- aM  (l -1- 

3t) 

(  a  — 

-  3  t  (  a  — 

-T) 

(n- 

3ï|(i^aY) 

(?- 

-  a  )  (  3  — 

Y) 

(I-H 

Y-)(i  -H 

a?) 

^^—- — '■ — '-t-^       C-i=—  .^^ 

l  T  —  '^  '  '  Y  —  î^  '  'Y  —  ^  '  l  Y  —  :^  ' 


(')  Il  résulte   de   ces  expressions  de    A.   B,    C  que  les  polynômes  K  et  H  ne 
peuvent  avoir  une  racine  commune  sans  en  avoir  deux. 
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l'équation  deviendra 

(l6)  —r    =   L-    H Ç  H ^. 

//  />  —  y.        p  —  il        p  —  Y 

En  intégrant,  nous  aurons 

(17;  </'—  M(/J  —  y.y'^i  p  —  [i)'*(/)  —  y)"^, 

M  désignant  une  constante  arbitraire.  Si  l'on  pose 

(18)  t.  =  M(/>  -  a)A-i(/>  -  [i )«-!(/>  -  y)i^-', 

les  valeurs  de  x  et  de  r  déduites  des  formules  (6)  seront 

r  =  (^ [/^-  —  I  —  /> ( ap7  -(-  a  -+-  p  -+-  y  )J, 


<I9) 

(  y  —  *-"[~  *?T(/'" —  1)  —  (i  -H  «3  -(-  3y  -f-  fa)/']. 

On  déduit  de  ces  expressions  les  formules  bien  plus  élégantes 

l  y  —  a.x  —--  v(p  —  a)(i-t-/>a)(i-i-pY), 

(20)  ,   j_[îa-  ==-^-(^  —  P)(i+/?p)(i-Hya), 

I    r  —  T^  =—  ^'(/»  —  y)  (i  -(-/>t)(i  -+-  a[i)). 

On   voit  que  la  forme  limite   de   la  ligne  de  courbure  est  loin 
d'être  un  cercle,  comme  l'ont  pensé  quelques  auteurs. 

6.   Nous  allons  maintenant  discuter  les  résultats  précédents  et 
nous  commencerons  par  supposer  a,  |3,  y  réels. 

Introduisons  les  angles  a',  (3',  y'  définis  par  les  formules 


on  trouvera  alors 

I    A= — cot(a' — y')  cot(a'— p').  A  — i  =  — 

(•22)      (    B  =  —  cot(  V-- a')cot(p'— y'),  B— i=  — 

C  =  —  cot(y'— a')cot(y'— p'),  C  —  1  =  — 


cos^fî' 

—  t') 

siii( 

'a 

oosfy' 

sin(a'  — 

—  a') 

T')' 

sin  ( 

[i' 

-a') 

sin(P'  — 
-8') 

t')' 

sin^y' —  a')  sin(y' —  p') 


En  considérant  sur  le  cercle  trigonométrlque  les  extrémités  des 
six  arcs 
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et  tenant  compte  de  ce  qu'on  peut  faire  tourner  les  axes  dans  leur 
plan  ou  augmenter  de  -  l'un  des  arcs  a',  (3',  y \  on  verra  facilement 
que  toutes  les  dispositions  ditTérentes  de  ces  quantités  peuvent  se 
ramener  aux  suivantes. 

Ou  bien  il  est  possible  d'enfermer  dans  un  même  angle  droit  les 
trois  droites  de  coefficients  angulaires  a.  3.  y;  ^^  alors  les  six 
angles  donneront  lieu  à  la  disposition  suivante 

(O  =^'-  ?''  t''  Ï"^''''  i'^'^'-  ^"^^'' 

quand  on  les  rangera  par  ordre  de  grandeur  croissante. 

Ou  bien  il  sera  impossible  d'enfermer  les  trois  droites  dans  un 
angle  droit,  ce  qui  donnera  naissance  à  la  disposition 

(II)  a'.     3'.     —  -4- a',     -''      Il -+.  3'      Il  _h  y'. 

'  1  2-2 

En  se  reportant  aux  formules  (22),  on  trouvera  les  signes 
suivants  pour  les  exposants 

A.  B.  C.  A  — I.        B— I.        C  — I. 

Disposition  I —  -h  —  —  —  — 

Disposition  H —  —  —  —  —  — 

Avec  la  disposition  I,  il  v  aura  deux  directions  asvmptotiques 
de  coefficients  angulaires  a  et  y:  car  f  devient  infini,  ainsi  que  x 
et  y.  lorsque  p  s  approche  de  a  ou  de  y-  Comme  r  —  «jr,  y  —  --x 
deviennent  aussi  infinies,  les  branches  infinies  sont  toutes  deux 
paraboliques. 

Lorsque/?  tend  vers  2t.  la  courbe  passe  à  l'origine;  on  a  approxi- 
mativement 

r  =  K'(/>-3;B-', 

x  =  K'(/)  — S)B-', 

y  —  3j-  =  K  '  (  /)  —  3  )*, 

K'.  K",  K'"  désignant  des  constantes.  On  déduit  de  là 


B 


(23)  V  —  3j-  =  Lx 

L  désignant  une  quantité  finie.  Si  B  n  est  pas  commensurable,  cette 
singularité  n'est  pas  algébrique. 
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On   trouverait  de  même,   pour  les  branches  paraboliques,  les 
expressions  approchées 

A 

(•24)  y  —  (xx:^Lix^-\ 

c 
(25)  7  —  Y^  —  L^o;^-'. 

La  figure  91,  construite  pour  l'hypothèse  particulière. 

Fig.   9'- 


donne  une  idée  de  la  forme  que  présentent,  dans  ce  cas.  les 
lignes  définies  par  l'équation  (12). 

Dans  la  disposition  II,  x,  et  y  deviennent  toujours  infinis 
quand  p  s'approche  de  l'une  des  valeurs  a,  (3,  y;  mais  y  —  <xx, 
y  —  j3x,  y — yx  tendent  vers  zéro.  La  courbe  admet  pour 
asymptotes  les  trois  droites  issues  de  l'origine  et  de  coefficients 
angulaires  a,  ô,  y.  La  figure  92  fait  connaître  la  forme  qu'affectent, 
dans  ce  cas,  les  projections  des  lignes  de  courbure. 

Aucune  d'elles,  sauf  les  trois  droites  qui  sont  des  solutions 
particulières  de  l'équation  différentielle,  ne  passe  à  l'ombilic  O. 

7.  Supposons  maintenant  que  deux  des  racines  a,  |3,  y,  (3  et  y 
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par  exemple,  soient  imaginaires  conjuguées.  Alors  A  et  A  —  i  sont 
négatifs,  et  la  courbe  a  une  branche  parabolique. 

Fig.  9a. 


Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  l'on  ait 

Alors  en  faisant  tourner  les  axes,  on  pourra  supposer 


et  les  projections  des  lignes  de  courbure,  représentées  par  l'équa- 
tion 

seront  des  paraboles  homofocales. 

L'hypothèse  que  nous  venons  de  faire  est  celle  qui  convient  aux 
ombilics  des  surfaces  du  second  degré.  Dans  ce  cas,  en  effet,  les 
termes  du  troisième  degré  dans  l'expression  de  z  doivent  être 
divisibles  par  les  termes  du  second  degré.  On  a  alors 

a  =  36',         a'  =  'ib 
et  l'équation 

b'p^-h  (26  —  a")p-^r-  (a  —  2b')p  —  6  =  0. 

qui  admet  les  racines  x.  j3.  ;,  se  réduit  bien  à  la  suivante 

(  b'p  —  b)  (p- -t-  I )  =  o. 

Nous  nous  bornerons  à  ces  hypothèses  générales,  nous  conten- 
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tant  de  signaler,  par  exemple,  le  cas  où  Ton  aurait 

I  -4-  ay  =:  o. 

Cette  seule  condition  entraîne  les  conséquences  suivantes 

Dans  ce  cas,  notre  équation  différentielle  admet  les  solutions 

p  =  a,         p  ^  Y, 

qui  correspondent  à  deux  séries  de  droites  rectangulaires. 

8.  Ilnousparaîtutile,  avantde  poursuivre  cette  étude,  d'indiquer 
dès  à  présent,  les  conséquences  auxquelles  conduisent  les  résultats 
précédents,  toutincomplets  qu'ils  soientencore.  Il  n'est  pas  douteux 
que,  si  une  surface  a  toutes  ses  lignes  de  courbure  algébriques,  la 
petite  ligne  de  courbure  que  nous  venons  de  déterminer  devra  être 
algébrique  pour  chaque  ombilic  de  la  surface.  Il  sera  donc  néces- 
saire que,  pour  chaque  ombilic,  les  trois  nombres  A,  B,  C  soient 
réels  et  cotnmensurables .  Cette  condition  ne  sera  pas  suffisante; 
mais,  toutes  les  fois  qu'elle  ne  sera  pas  remplie,  on  pourra  affirmer 
que  les  lignes  de  courbure  ne  sont  pas  algébriques,  en  général. 

Appliquons  cette  remarque  à  la  surface  des  ondes  de  Fresuel, 
dont  les  lignes  de  courbure  ont  été  l'objet  de  si  nombreuses 
recherches. 

Déterminons  d'abord  les  ombilics  de  cette  surface  (').  Pour 
cela,  il  faut  la  considérer  comme  l'a/05/â?a/e  d'un  ellipsoïde  (E).  Nous 
rappellerons  plus  loin  la  définition  de  la  transformation  apsidale. 
Contentons-nous  d'abord  de  remarquer  ici  que  c'est  une  transfor- 
mation de  contact  et  que,  comme  toutes  les  transformations  de  ce 
genre,  elle  conserve  Vordre  du  contact  entre  deux  surfaces 
quelconques.  Par  suite,  à  un  ombilic,  c'est-à-dire  à  un  point  ou 
une  sphère  a  un  contact  du  second  ordre  avec  la  surface  des 
oudes,  correspond  un  point  de  l'ellipsoïde  où  la  surface  corres- 
pondante à  une  sphère,  c'est-à-dire  un  tore  dont  le  centre  coïncide 
avec  le  centre  de  la  surface,  a  un  contact  du  second  ordre  avec 
l'ellipsoïde.  Cherchons  donc  les  points  de  l'ellipsoïde  pour  lesquels, 

(')  Cette  détermination  des  ombilics  a  été  communiquée  en  1878  au  Congrès 
tenu  à  Paris  par  l'Association  française  pour  l'avancement  des  Sciences. 


SUR    LA    FORME  DES   LIGNES  DE  COURBURE.    ETC.  459 

parmi  les  surfaces  osculatrices,  se  trouve  un  tore  concentrique  à 
l'ellipsoïde.  Pour  les  déterminer,  remarquons  qu'en  un  point 
quelconque  d'un  tore,  1  un  des  plans  principaux  contiendra  l'aie 
et  ira  passer  par  le  centre.  De  plus,  l'un  des  centres  de  courbure 
principaux  sera  sur  l'axe,  l'autre  sera  le  centre  du  cercle  méridien 
de  la  surface;  par  suite,  le  segment  formé  par  ces  deux  centres  de 
courbure  principaux  sera  vu  du  centre  de  la  surface  sous  un 
angle  droit. 

Ainsi,  les  points  de  l'ellipsoïde  qui  donneront  des  ombilics  de 
la  surface  des  ondes  doivent  satisfaire  à  cette  double  condition  que 
l'un  des  plans  principaux  aille  passer  par  le  centre  et  ensuite,  que 
le  segment  formé  par  les  centres  de  courbure  principaux  soit  vu 
du  centre  sous  un  angle  droit  (  '  ). 

Les  seuls  points  pour  lesquels  la  première  condition  se  trouve 
remplie  sont  ceux  qui  sont  situés  dans  les  plans  principaux  de 
l'ellipsoïde  (E).  Il  résulte  de  là  que  tous  les  ombilics  de  la 
surface  des  ondes  sont  situés  sur  les  ellipses  situées  dans  les 
plans  principaux. 

9.  L'équation  de  cette  surface  est 

.1'-  1  -  -■"■- 


02  désignant  le  carré  de  la  distance  à  l'origine 

(27)  ^^=^x^^y^~  Z-. 

Considérons,  par  exemple,  les  ombilics  situés  dans  le  plan 
des  xy.  En  mettant  en  évidence  les  coniques  sections  de  la  surface 
par  ce  plan,  et  en  posant 


V  =  J■--^-^ 

l'équation  de  la  surface  devient 

(  29  )  c-  :; ♦  -4-  f  u  -4-  c-  V  -i-  (  c-  —  a-  )  (  c-  —  b-  >]  3-  -i-  l  ^"  =  o. 

Transportons  l'origine  en  un  point  de  la  conique  définie  par 


{')  M.  Mannheui  a  obtenu  le  même  résultat  par  des  méthodes  qui  lui  sont 
propres.  Voir  le  Cours  de  Géométrie  descriptive  de  l'École  Polytechnique. 
Deuxième  édition,  p.  334- 


c-  z*  -+- 
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l'équation 

U  =  o, 

et  prenons  comme  nouveaux  axes  des  x  et  des  y  la  tangente  et  la 
normale  à  la  conique  en  ce  point.  U  prendra  la  forme  suivante 

(3o)  U  =  A.r2-i- 2B  j:j  H- Cj^-t- 2Ej, 

et  la  théorie  des  invariants  montre  que  l'on  aura 

(3i)     (AC  — B2)2==  AE2,         AC— B--i==a2^2^         a'^^bi=\-^C. 

D'autre  part,  V  deviendra     ' 

V  =  (  X  —  x^y-  H-  (y  —  ro  )-  —  cS 

Xo  etj^o  étant  les  coordonnées  du  centre  de  la  conique.  On  trouve 
ainsi 

/ON  \r         9         ,  Ar  — B^  A2-I-B2 

(3.)  V  =  .--^r-^2-^^— ^E-^— ^_cS 

en  tenant  compte  de  la  première  relation  (3i  ). 

Portant  ces  valeurs  de  U  et  V  dans  l'équation  de  la  surface,  nous 
trouvons 

z'^  \  ( X  -h  C-) X- -h  (C  ^  c-}  y- -f-  2 B :ry  ■+■  1  Er 

-(Ar-B:r)-4-^-^(B2_AC)j 


AC  —  B^ 


-\-{kx'^-\-  i^xy  -i-Gr2-i_2Ej)    x^-^y"-  -4-       ;  _     ,  (  A  j  —  B  a.-)  h i— ^ v'-    —o 

Faisons  y  =  o  dans  cette  équation.  Les  termes  de  degré  moindre 
en  ^  et  ^  sont  les  suivants 

z"-  '—^ {\V^ _  AC)  +  (  A'-  +  B^  —  AC2 ).r2. 

Egalés  à  zéro,  ils  donneraient  les  tangentes  asjmptotiques  au 
point  considéré.  Pour  que  ce  point  soit  un  ombilic,  il  faudra  donc 

que  l'on  ait 

(c--A)rB^-AC)        .,      ^,       .     , 

; =   A^-t-  B2 Ac2, 

A 
ce  qui  donne 

(33)  c2=A-+-  ^^^' 


A-i-Hb'-i— AC 
Le  développement  de  y  ne  présente  d'ailleurs  aucune  difficulté 
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el  nous  donne 

(34)     r  =—  —pr{j^--^z-}  H —(jc^—  xz-  t-h  ax^-h  '{ix-z-^-;z*  -^.. ., 

de  sorte  que  l'on  peut  appliquer  les  résultats  obtenus  plus  haut. 

On  a  ici 

6  =  a"=  o.         a  =  —  i  b', 
ce  qui  donne 

^=— \5,  i3  =  o,  T  =  \  5, 

■>  I  •> 

3  3  0 

L'équation  tangentielle  des  lignes  de  courbure  dans  le  voisinage 
de  l'ombilic  est  donc,  /,  désignant  une  constante, 

a*  =  lp(  p-—  5)-. 
Elle  représente  des  courbes  de  la  cinquième  classe.  On  a  ici 

pip^-5)^       \y=^^^p- 

Donc  l'intersection  de  la  courbe  avec  une  droite 

hx  -h  h'  ^■  =  I 

sera  déterminée  par  Téquation 

[h(p^—i)^^h'pf=  f/''(/'--5)^ 

qui  est  du  dixième  degré  en  p.  Ainsi  les  lignes  de  courbure  sont 
semblables,  dans  le  voisinage  de  l'ombilic,  à  une  courbe  du 
dixième  ordre  et  de  la  cinquième  classe. 

Ce  résultat  ne  permettait  pas  d'affirmer  que  les  lignes  de  cour- 
bure de  la  surface  des  ondes  ne  sont  pas  algébriques.  Nous  verrons 
dans  la  Note  suivante  comment  on  peut  lever  toute  difficulté  et 
trancher  cette  question. 

10.  Après  cette  application  particulière,  revenons  au  cas 
général  et  étudions  la  ligne  de  courbure  dans  ces  régions  que  nous 
avons  expressément  réservées,  c'est-à-dire  pour  les  valeurs  de  p 
voisines  d'une  des  valeurs  singulières  a,  3,  -;  qui  annulent  le 
polynôme  H. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  veuille  étudier  la  ligne  de 
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courbure  dans  le  voisinage  de  la  valeur 

/>  =  a. 

Pour  plus  de  netteté,  nous  introduisons  une  variable  auxiliaire/) 
définie  par  la  quadrature 

(35)  _ii./^  =  A^  +  _^H_'il^^l^i', 

H  y,  _  a        />  —  ^        />  —  Y  p' 

qui  donne  évidemment  pour/)'  une  valeur  de  la  forme 

P'  —  P}  (>  —  «)-<-  P\(P  —  a  )-  H-  .  .  . 

èl  pour  y?  —  a  une  série 

/^-«=-^/  +  ---- 

Po 

Cette  série  sera  convergente  pour  des  valeurs  suffisamment  petites 
de/)';  on  peut,  si  l'on  veut,  remplacer /?'g  par  l'unité.  Avec  cette 
nouvelle  variable,  l'équation  de  la  courbe  que  nous  avons  étudiée 
dans  les  numéros  précédents  deviendra 

Quant  à  l'équation  différentielle,  il  est  évident  qu'elle  prendra 
la  forme  suivante 

,  du  du-  du 

(36)  p  ——,  —  A u  -+-  H'i  —-7-  -+-  K <  u——.  -t-  L ,  u--\-  ^  =  o, 

dp  dp-  dp       . 

H'j,  K, ,   L'j   étant  des  séries  convergences  ordonnées  suivant  les 

puissances  de  p'  et  ce  étant  du  troisième  ordre  en  u.  ^— ,:  cette 
'^  -*  '  ^  dp  ^ 

fonction  a;  contiendra,   d'ailleurs,  p' .  Nous  avons  à   étudier  les 

solutions  de  cette  équation  pour  lesquelles  les  trois  variables  m,  -^ 

et  p'  sont  infiniment  petites.  Gela  résulte  évidemment  des 
expressions  de  a:  et  de  y  et  de  l'hypothèse  ajoutée  que  p  est  voisin 
de  a.  Dans  ces  conditions  les  trois  termes  de  degré  moindre,  dans 
l'équation  précédente,  sont  évidemment  les  suivants 

,du  »  o    «'"■ 

^^^)  P^''      -^"'      ^^"^' 

(3o  étant  le  terme  constant  dans  la  série  \\\.  Pour  que  l'équation 
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soit  vérifiée,  il  faut  que  deux  au  moins  de  ces  termes  soient  du 
même  degré,  le  troisième  étant  de  degré  supérieur  ou  égal. 

11.  Si  les  deux  premiers  termes  sont  seuls  du  même  ordre,  u 
est  de  l'ordre  de  /?'*  et  le  troisième  terme  est  de  l'ordre  de  p'-^~-. 
Il  faudra  donc,  pour  que  les  deux  premiers  termes  puissent  être 
du  même  ordre,  que  la  partie  réelle  de  A —  2  soit  positive. 

Supposons  cette  condition  remplie  :  l'application  pure  et  simple 
dès  méthodes  données  par  Briot  et  Bouquet  dans  le  §  W  de  leurs 
Recherches  sur  les  propriétés  des  fonctions  définies  par  des 
équations  différentielles  (Journal  de  l'Ecole  Polytechnique, 
XXX\  r  Cahier,  p.  i33)  suffira  à  montrer  qu'il  y  a  une  infinité 
de  solutions  de  l'équation  différentielle  pour  lesquelles  u  est  de 
l'ordre  p'^  et  qui  ont  pour  expression  approchée 

Go  désignant  une  constante  quelconque.  On  peut  aussi  raisonner 
comme  il  suit  : 

Effectuons  la  substitution 

(38)  n  =  i-p'^. 

l'équation  différentielle  deviendra,  après  la  suppression  du  fac- 
teur/)'^, 

+  L',  <-V*+/>'^A-:.-^^,',  i%/>'^,  j  =  O. 

Elle  pourra  être  résolue  par  rapport  à  p  -i—-  et  donnera  une 
valeur  de  la  forme 

/    /      ^  '    ^'^*'  Mo  v      , 

(4o)  /)  ^-^  =  Mt--t- >p--i-. . ., 

M,  N  étant  des  fonctions  de  p'  dont  tous  les  termes  contiendront 
en  facteur,  soit  p  .  soit  p^~'-  Cette  équation,  il  est  aisé  de  le 
reconnaître,  admet  des  solutions  r  prenant  une  valeur  arbitraire 
pour/>  ==  o  et  développables  suivant  les  puissances  entières  de  p 

et  de/>'^-'('). 

(')  Considérons   d'une    manière  plus  générale  une  équation  de  la  foime  sui- 
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12.  Supposons  maintenant  que  la  partie  réelle  de  A  —  2  soit 
négative.  Alors  les  deux  premiers  termes  (3^)  devront  être  du 
même  ordre  que  le  troisième,  et  l'on  aura  nécessairement 

(40  u=.vp'"-, 

V  demeurant  fini  pourjr>'=o.  En  substituant  dans  Téquation  (36), 


Pj-  -/('',/', /'"'^  •••,/>'"*), 

où  m,  rti,,...,  m^.  sont  des  exposants  à  partie  réelle  positive  et  où /désigne  une 
série  dont  tous  les  termes  contiennent  soit  /),  soit  l'une  des  puissances  /?'"■  en 
facteur.  Proposons-nous  de  chercher  si  cette  équation  admet  une  solution  dévelop- 
pable  suivant  les  puissances  de  p, /)"'i, /)"*2, . . .  p'"i.  On  reconnaîtra  d'abord 
que  l'on  peut  choisir  arbitrairement  la  valeur  initiale  de  v  et  que  tous  les  autres 
coefficients  de  la  série  se  déterminent  en  fonction  du  premier.  Posons,  en  effet, 


l'équation  pourra  s'écrire 


p"'i  =  pr, 


àv  dv  dv  .,  . 

^^^^"'•^■^■^•••^^'^^^^^•^^"'^'^"•••'^^^- 

En  donnant  à  v  une  valeur  arbitraire  v^^  et  en  égalant  les  coefficients  des  pro- 
duits /»»,  /)*»...,  p\k^  dans  les  deux  membres,  on  pourra,  de  proche  en  proche, 
déterminer  tous  les  coefficients  de  la  série  cherchée.  Pour  démontrer  maintenant 
que  cette  série  est  convergente,  remplaçons  tous  les  coefficients  de  /  par  leurs 
modules,  tous  les  exposants  m^  dans  le  premier  membre  par  leurs  parties  réelles 
positives,  la  valeur  initiale  v,  par  son  module.  Toutes  ces  substitutions  ne  pour- 
ront qu'augmenter  les  modules  des  coefficients  dans  la  série  qui  doit  représenter  v. 
Il  en  sera  de  même  encore  si  nous  remplaçons  ensuite  /  par  le  quotient 

àf  df  df 

^  dp  '^'  àp,  *^^*  àp, 


dv 

Or,  après  toutes  ces  substitutions,  il  nous  reste  une  équation  que  nous  pouvons 
intégrer  à  vue  et  dont  l'intégrale  est  fournie  par  la  formule 

^  =  v^-^f{v,p,p,,  ...,A.), 

où  /  est  une  série  dont  tous  les  termes  contiennent  l'une  au  moins  des  variables 
/>j  P^^,  ■■•-.Plc- 

Le  développement  de  v  par  la  formule  de  Lagrange  sera  convergent  tant  que 
/>,/),,  . . .,  p^.  seront  suffisamment  petits;  et  il  donnera  des  limites  supérieures  des 
coefficients  de  la  série  obtenue  pour  c,  série  qui  sera,  par  suite,  aussi  conver- 
gente. 
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il  vient  un  résultat  de  la  forme  suivante 

Pour/>'=  G.  on  a.  écartant  le  cas  où  ,3o  serait  nul, 

A— > 


-4.5,, 

Nous  poserons  donc 

A  —  3 


et  nous  obtiendrons  pour  w  une  équation  de  la  forme 

/4  X  /.  -     .dw        ,^       /  ,dw\  ,^l,  ,àw\ 


dw 


On  peut  toujours  résoudre  cette  équation  par  rapporta/)'  -7-;} 
ce  qui  donnera  un  résultat  de  la  forme  suivante  : 

les  termes  non  écrits  contenant  tous  un  facteur,  soit/)',  soit  w'-. 
Les  équations  de  la  forme  précédente  admettent  toujours,  comme 

on  sait,  tant  que      _     n'est  pas  un  entier  positif,  une  solution 

holomorphe 

(44)  »'  =  r'  P    ■> 

se  réduisant  à  zéro  avec  />';  mais  elles  peuvent  admettre  d'autres 
solutions  s'annulant  encore  avec  p  lorsque  la  partie  réelle  du 
quotient 


A  — I 

est  positive. 

Posons 

A  ^  A%-iB'; 

la  partie  réelle  de ^ — —sera 

(?  —  A'UA'— n  — B'î 
(A'— i)î-t-B'2 

D.\RBOCX.    —    IT. 
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Si  l'on  a 

I  •  ;•  A'<  :',.         |î'2<(..;,_  A')(A.'— I), 

l'équalion  (4'3)  admettra  des  solutions  dont  la  partie  principale 
sera  donnée  par  la  formule 

5  — A 

G„  étant  une  constante  quelconque,   ce  qui  donnera   pour  u  la 
valeur  approchée 

(45)  u^-^j/^-+-C,p'^~\ 

les  termes  non  écrits  étant  de  degré  supérieur  à  l'un  ou  l'autre  de 
ceux  que  nous  mettons  en  évidence. 

La  ligne  de  courbure  passera  à  l'ombilic,  mais  elle  n'y  aura 
pas  la  même  singularité  que  la  courbe  étudiée  aux  n"'*  o  et  6,  et 
qui  lui  est  hoinothétique  dès  qu'on  s'éloigne  de  la  région  pour 
laquelle/?'  est  voisin  de  zéro. 

-Si  l'on  a 

i<A'<9„         \V-^X'>  —  X')(\'—i), 

alors  la  ligne  de  courbure  ne  passera  pas  à  l'ombilic,  bien  que  la 

courbe    qui,    partout    ailleurs,    lui    est    homothétique,    j    passe 

effectivement. 

Enfin  si  l'on  a 

A'<i, 

alors    la    ligne    homothétique   se    comporte   comme   la   ligne    de 

courbure,   en  ce  sens  que  ni  l'une  ni  l'autre  de  ces  courbes  ne 

passent  à  l'ombilic. 

.2 A  . 

Nous  avons  laissé  de  côté  le  cas  exceptionnel  où serait  un 

^  A  —  I 

entier  positif".  On  sait  qu'alors  l'équation  (4'^)  admet  une  infinité 

d'intégrales  s'évanouissant  avec  jj' ;   et  il  résulte  d'un  théorème 

démontré  par  M.  Poincaré  dans  une  N^ote  sur  les  propriétés  des 

fonctions  définies  par  les  équations  différentielles  insérée  au 

XLV*^  Cahier  du  Journal  de  V Ecole  Polytechnique^  que  toutes  ces 

intégrales  sont  holomorphes  en /)' et />'Log/>'.  Ici  encore  la  ligne 

de  courbure  et  la  courbe  homothétique  passeront  à  l'ombilic  sans 

y  avoir  la  même  singularité. 

Lorsque  l'exposant  A  est  réel,  on  se  trouve  dans  le  cas  étudié 
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par  M.  Picard;  les  deux  courbes  passent,  ou  ne  passent  pas,  en 
même  temps  à  l'ombilic.  Mais  lorsqu'elles  a-  passent,  elles  n'ont 
pas  nécessairement  un  contact  du  même  ordre  avec  leur  tangente 
commune. 

Toutes  ces  conclusions  ne  sont  nullement  contradictoires  et 
s'expliquent  aisément  à  l'aide  de  certains  exemples  particuliers. 
Si  l'on  prend,  par  exemple,  les  courbes  définies  par  l'équation 
suivante  : 

(46)  u  =  C^p^-zip)-^Clp*^{p), 

où  Co  désigne  une  constante  arbitraire,  9(/>)  et  ^{p)  étant  des 
fonctions  holomorphes  àe  p,  ne  s'annulant  pas  avec />.  on  reconnaît 
immédiatement  que.  pour  C„  très  petit,  les  courbes  deviennent 
semblables  à  celle  qui  est  représentée  par  l'équation 

Il  =  p-  z( p  ». 

Néanmoins,  lorsque  p  tend  vers  zéro,  le  second  terme  peut 
devenir  prépondérant,  ou  même  infini,,  suivant  la  valeur  de  a. 


NOTE  YllI. 


SUR  LES  LIGNES  ASYMPTOTIQUES  ET  SUR  LES  LIGNES  DE  COURBURE 
DE  LA  SURFACE  DES  ONDES  DE  FRESNEL. 


1.  Depuis  Fresnel  et  Ampère,  un  très  grand  nombre  de 
géomètres  ont  publié  sur  la  surface  de  l'onde  des  travaux  impor- 
tants. Une  monographie  complète  de  celte  surface  mériterait  d'être 
entreprise.  Mais  il  ne  faut  pas  se  dissimuler  qu'elle  serait  fort 
étendue,  car  elle  aurait  à  faire  des  emprunts  à  bien  des  théories 
différentes,  soit  en  Analyse,  soit  on  Géométrie.  Dans  celte  courte 
Note,  nous  nous  proposons  seulement  de  former  et  d'étudier  les 
équations  difTérentielles  des  lignes  asymptoliques  et  des  lignes  de 
courbure,  en  considérant  la  surface  de  Tonde  comme  V apsidale 
d'un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux. 

Nous  avons  vu  au  Livre  VIII,  Chapitre  VIII,  comment  on  peut 
rattacher  certaines  transformations  de  contact  à  la  considération 
de  deux  équations,  les  équations  (17)  de  la  page  172,  entre  les 
coordonnées  x^  )',  ^  ;  X,  Y ,  Z  de  deux  points  correspondants  m,  M. 
Si  l'on  prend,  pour  ces  équations,  les  deux  suivantes 

(  x- -H  )•■--+-  ;-  —  X-  —  Y-  —  Z2  =  0 
^  '  \  X.r-4- Yj-^Zg  =  o, 

OÙ  les  coordonnées  des  deux  points  entrent  symétriquement,  il 
faudra  leur  adjoindre,  d'après  la  théorie  que  nous  avons  déve- 
loppée, les  quatre  relations 

^  :r  -4-  />  ;;  —  A  (  X  -h  /?  Z  )  =  o,  , ,.      ^  X  -+-  1*  Z  -+-  À  (  ^  -i-  T  ^  )  =  o, 

qui  dérivent  des  équations  (21)  et  (22)  données  à  la  page  174  et 


SUR  LA  SURFACE  DES  ONDES  DE  FRESNEL.  469 

OÙ  P.  Q.  p.  q  ont  la  signification  déjà  indiquée.  Ces  équations 
nouvelles,  jointes  aux  précédentes  (  i),  définiront  complètement  la 
transformation  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  transformation 
apsidale.  Pour  connaître  les  propriétés  de  celte  transformation, 
il  suftit  de  les  interpréter  géométriquement. 

Soit  toujours  y^s)  la  surface  décrite  par  le  point  /w  et  (S')  la 
surface  correspondante  décrite  par  le  point  M.  Les  équations  (2) 
expriment  que  la  normale  à  (s)  admet  pour  paramètres  directeurs 

X  —  ÀX.     y  —  À^.     z  —  '/.'L: 

et  les  équations  (3)  expriment  de  même  que  les  paramètres 
directeurs  de  la  normale  à  (S)  sont 

X  -^  À  ./•.     Y  -i-  '/.y.     Z  -r-  >.  r. 

De  ces  remarques  si  simples,  on  déduit  immédiatement  les 
propriétés  suivantes,  bien  connues,  de  la  transformation  apsidale. 

Les  deux  rayons  vecteurs,  égaux  et  rectangulaires,  OM, 
Om.)  qui  joignent  V  origine  aux  points  correspondants,  les  deux 
normales  en  M  et  en  m  sont  quatre  droites  dans  un  même  plan. 

Les  normales  en  M  et  en  m  sont  perpendiculaires. 

2.  Admettant  toutes  ces  propriétés  qui  définissent  évidemment 
la  transformation,  nous  allons  indiquer  des  formules  simples 
permettant  de  passer  d'une  surface  à  sa  transformée. 

Xj  y,  z  désignant  des  coordonnées  d'un  point  quelconque  m 
d'une  surface  (s),  écrivons  l'équation  du  plan  tangent  sous  la  forme 

(4)  p\-^-q\  -^  rZ^i: 

/>,  q,  r  seront  des  coordonnées  tangentielles,  vérifiant  les  deux 

relations 

i      pur -r-    dy    -1-    rz    =1. 

(5)  \ 

'  p  efj-  -i-  q  dy  -^  r  dz  —  o. 

Si  maintenant  on  introduit  trois  quantités  nouvelles />',  q\  r'par 

les  relations 

!q  z  —  /■  )'  — //=  o. 
ru  -pz  ^i/'=o, 
py  —  ij  ./•  -H  /■'  =  O, 

p,  q,  r,  p'.  q\  r'  seront  les  six  coordonnées  de  la  normale  (n"  139). 
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Ainsi  les  neuf  quantités  x^  y,  ^',  p-,  q,  r]  p-,  7',  r'  déterminent 
le  point,  le  plan  tangent  et  la  normale.  La  surface  décrite  par  le 
point  (p,  q,  r)  est  la  polaire  réciproque  de  la  proposée  par 
rapport  à  la  sphère  concentrique  à  l'origine  et  de  rayon  égal 
à  l'unité.  L'équation  différentielle  des  lignes  asymptoliques  est 

(  7  )  dp  dx  -+-  dq  dy  -H  dr  dz  =  o, 

et  celle  des  lignes  de  courbure  (n"  139) 

(8)  dp  dp' -^  dq  dq' -\- dr  dr' =  o. 

Désignons  par  des  capitales  les  quantités  analogues  aux  précé- 
dentes et  relatives  à  la  surface  transformée  (S).  Aux  équations  (i), 
on  devra  joindre  les  suivantes 


ipx^  qy-hr:.= 

=  I,         PX  -4-  QY 

-+- 

RZ 

=  I, 

(9)                  j  X/>' -4- Y  gr' -(-  Zr'^ 

=  0,          P//  ^  Qq' 

-f- 

Kr' 

=  0, 

(  P/>  H-  Q^  -+-  K/-  = 

--0,          V'p^Q'q 

-1- 

R'r 

=  0, 

d'où  l'on  déduira  les  valeurs 

suivantes 

V/G 

P' 

=  P\ 

(.0)              '^-""'7""' 

1             v^ 

y^P'^-r'x^ 
VG 

Q' 

=  ^/^ 

L^yv'-^p', 

z  =  '^''-P'-\ 

R' 

=  r', 

V  G  V  ^ 

G  étant  défini  par  l'équation 

(11)  G  =p'-^-+-  q'-^-h  r"^=  P'2-H  Q'2-+-  R'2. 

Les  formules  précédentes  conduisent  aux  deux  relations 

{   Fp  -h  Qq  -hRr  —  o, 

(12)  7         vï 

(      P2    -^     Q2    H-    R2    =jd2^  Ç2^_  ^2^ 

qui,  comparées  aux  formules  (  i  ),  mettent  en  évidence  une  propriété 
bien  connue  de  la  transformation  apsidale  :  Quand  deux  surf  aces 
se  correspondent  dans  cette  transformation,  il  en  est  de  même 
de  leurs  polaires  réciproques  par  rapport  à  toute  sphère  ayant 
son  centre  au  pôle  de  la  transformation. 
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3.  Appliquons  ces  propriétés  générales  au  cas  où  la  surface  (s) 
est  un  ellipsoïde  (E)  déiini  par  l'équation 

(i3)  H  •-  -i-  —  =1. 

^  a  o  c 

On  aura  ici 

IX  Y  Z 

^        a  ^         b  c* 

p' ^=  {  h  —  c)qr.  q'^ic  —  fi)pr.  r  =^  ( a  —  b)pq. 

Prenons  comme  coordonnées  curvilignes  5  et  a  le  carrr  du 
ravon  Om  et  le  carré  de  la  distance  du  centre  au  plan  tangent 
en  m;  c'est-à-dire  posons 


i  ■'■' 


)'- 


<   '  '  a-i         b-         c-         a 

D'après  les  propriétés  de  la  transformation  apsidale,  ces 
variables  a  et  ;3  conserveront  la  même  signification,  quand  on 
passera  de  m  au  point  correspondant  M;  mais  elles  ont  Tincon- 
vénient  de  ne  pas  conduire  à  des  expressions  simples  de  x,  v,  ~-. 
En  résolvant,  par  exemple,  les  équations  {i3)  et  (i5),  on  est 
conduit,  pour  les  coordonnées  x,  y,  z.  à  des  expressions  telles 
que  la  suivante 

x'-  =. ( /,  _  r  +  .3  ). 

>  a  —  o  i  I  a  —  c  )  \   -J.  I 

Pour  éviter  cette  difficulté,  nous  introduirons  deux  nouvelles 
variables  <x  et  (3',  dont  nous  verrons  plus  loin  la  signification 
géométrique,  et  qui  sont  liées  aux  précédentes  par  des  relations 
que  l'on  peut  comprendre  dans  l'identité  suivante  : 

U  équation 

(16)  C(r  _  ^lit  —  y)_/(ï)=  M(J  — a')(|  — a'). 

OÙ  M  est  indépendant  de  £,  et  où,  /{l)  est  le  polynôme  suivant 
du  troisième  degré 

(17)  /•;)  =  <:- «)'?-^)(?-c), 
doit  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  l. 


472  NOTES   DE   l'AUTEUR.    —    NOTE    VIII. 

Si  l'on  pose,  en  effet,  pour  abréger, 

(18)  a  -h  b  -h  c  =  h,         ab  -^  ac  -i-  bc  =z  k,         abc  =  /, 

l'identité  (16)  équivaut  aux  relations 

1  M  aa'  =  /, 

(19)  M(a  +  a')  =  A--;i.3', 

(  u  =  h—'p  —  p', 

qui  déterminent  M,  a',  (5'  en  fonction  de  a  et  de  p.  On  peut 
d'ailleurs  faire  le  calcul  en  se  servant  de  l'identité  même.  Si  l'on 
y  remplace  ç  par  a,  on  aura,  pour  déterminer  [3',  l'équation 

(20)     *  «-r     -^^"^ 


Puis  les  équations  (19)  donneront 

"  ~  Ma 


(21)  M  =  /i— p  — p',        «'=    ^ 


Nous  emploierons  simultanément,  dans  la  suite,  les  quatre 
variables  a,  j3,  a',  (3',  en  revenant,  toutes  les  fois  qu'il  sera 
nécessaire,  aux  relations  précédentes  ou  à  l'identité  (16)  qui  les 
contient  toutes  les  trois.  En  particulier,  nous  nous  servirons 
souvent  des  relations  suivantes 

(  a(a-[3)(a-p')=/(«),  .    (  /(P)   =  -  M(P  -  a)  (P  -  a'), 

^'^^  \  «'(«'- P)  (a'- P')  =  /(a'),         ^'  M/(P')  =  -M(P'-a)((3'-a'), 

obtenues  en  remplaçant  ?  successivement  par  a,  oc',  j3,  (3',  et  de 

celles-ci 

!a(«  —  [3)(«—  3')  =  M(a  —  a)(«  —  a'), 
c(c  —  [3)(c  —  [i')=  M(c  —  a)(c  —a'), 

obtenues  de  même  en  remplaçant  ^  par  a,  6,  c. 

4;.  En  tenant  compte  de  toutes  ces  relations,  on  trouvera  faci- 
lement pour/?,  g,  /',  X,  y,  z,  />',  ^',  r'  les  expressions  suivantes  sous 
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formes  de  produits 


X  ^     /(^  — a)(S'— «,  ^ 


a  —  a  tj  I  a 


V 


(25) 


I    b  a  —  a')  (  3  —  a; 
a  aa  '  I  a  —  ''^  \  f'  i  <i 


2> 


6)/' 


(  a  —  c  )/  (c) 


/  h  c  —  a   )  (  i  —  2  1 

=  1  /  : r-^" — T- ^' 

\       C   7LZ   I    C  ^}J    (C  ) 


(26) 


1^       ^V   (a-3')/(a.' 


)/••>'' 


:<•) 
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K.  ayant  pour  valeur 

(,.)       K  =  ,3-,>y/3îE]  =  i^T;T— 717;. 

Portant   ces   valeurs   de  p.   q.   r,  /?',  ^,  /•'  dans  les  formules 
fondamentales  (^10)  et  remarquant  que  l'on  a  ici 


(28, 


G=/>'--^  q'-~  r-=  '•- 


on  trouve,  pour  les  éléments  X.  Y,  Z,  P,  Q,  R  relatifs  à  la  surface 
des  ondes,  les  valeurs  suivantes 


(29) 


(3o) 


^  ^  Pya  —  y^  ^  .   /('  g—  >M  ti  — a') ^ 


P  = 
Q 

R  = 


<1K 

b 

— 

çit 

\ 

G 

ri 

c 

— 

j  1 

V 

G 

P( 

a 

— 

a~t 

2  \  G 

^  (  A  —  21 

a  \  G 
/•  I  c  —  21 

X  v^G 


6  a'  /■'(  6  ) 


/7 


c  2    /    I  c  1 


c/  I  '   2  «  ) 


i  /    ;  tf 


/,    ;   _  /.,     a  —  -^. 


2  ;■,  b 


c  I  (  2  —  r 


a  j'  (^  c  I 


474  NOTES    DE    L'AUTEUR.    —    NOTE    VIII. 

P',  Q',  R'  étant,  nous  l'avons  vu,  respectivement  égaux,  dans  tous 
les  cas,  à  />',  ^/',  r' . 

5.   Des  formules  précédentes,  on  déduit  un  grand  nombre  de 
relations,  parmi  lesquelles  nous  signalerons  les  suivantes 


X2-t-  Y2-4-  Z2=   ;Î, 


/; 


(3l)      , 


et  aussi 


Il  —  j  c  —   J  '  a  —  a'         6  —  a 


)  1*2  ()- 

P2+Q2H-ir-=      , 


=  o. 


1  1  I  I  1 

(32)     ^  a         rt         X         />         a 

Q2  \\i  VI  Ou 


f< 


L'élimination  de  (3  entre  les  deux  équations  de  la  première 
ligne  (?)i)  donnerait,  par  exemple,  l'équation  de  la  surface. 
L'analogie  des  deux  autres  équations  (3i)  montre  immédiatement 
la  signification  géométrique  de  a  .  Le  rayon  OM  prolongé  ira 
couper  la  surface  en  un  second  point  M',  et  l'on  aura 

(33)  OW=z\J^\         comme         OM  =  y^'P- 

Ainsi  j5  et  a'  sont  les  carrés  des  deux  rajons  vecteurs  dirigés 
suivant  le  diamètre  OM. 

Les  équations  (32)  se  déduisent  des  précédentes  si  l'on  remplace 

X,     Y,     Z,     a,     6,     c,      3,     a', 
respectivement  par 


P,  Q,  R,  -,  j-,  -;,  -,  -. 


I        I         I         I 


La  surface  décrite  par  le  point  (P,  Q,  R)  est  donc  la  surface  des 
ondes  relative  à  l'ellipsoïde  (E') 

(  34  )  «  -i'-  -+■  by-  -\-  c  z-  =  \ . . 

Comme  cet  ellipsoïde  (E')  est  polaire  réciproque  de  l'ellipsoïde  (E) 
relativement  à  la  sphère  de  rayon  i  ayant  l'origine  pour  centre,  le 
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résultat  prt^cédent  est  simplement  la  conséquence  de  la  proposition 
générale  indiquée  plus  haut  relativement  à  l'apsidale  de  la  polaire 
réciproque. 

On  voit  ainsi  que.  si  l'on  mène  à  la  première  surface  des  ondes 
un  plan  tangent  parallèle  au  plan  tangent  en  M,  la  distance  de 
l'origine  à  ce  plan  tangent  sera  y^^'. 

Ainsi  \  3t,  \  ,3'  sont  les  distances  à  deux  plans  tangents 
parallèles.  Les  deux  remarques  que  nous  venons  d'indiquer 
rattachent  ainsi  géométriquement  les  variables  introduites  et.', 
3'  aux  variables  primitives  a  et  3. 

6.  Ces  points  étant  établis,  nous  allons  former  en  premier  lieu 
l'équation  ditlérentielle  des  lignes  asymptotiques  de  la  surface  des 
ondes 

(35)  </P  </\  ^  t/O  rfV  —  ^R  rfZ  =  ... 

Pour  effectuer  le  calcul  avec  simplicité,  nous  ferons  usage  des 
formules  telles  que  la  suivante 

ta—  3Hrt—  3')         M(^<7  — a  M  «  —  a") 
{  jo  )  rA  =^    —. =   -r, ) 

/  (a)  a J  I  ai 

que  le  lecteur  établira  sans  difficulté.  Comme  on  peut  écrire  l'équa- 
tion (35)  sous  la  forme 

S 


_-.  ^p  d\ 


on  aura,  en  employant  les  formules  (29)  et  (3o),  l'équation  différen- 
tielle 

c  px  r  -i^  ^  "''"^  1  r^^,  ^  "^^^  1  =  o. 

kJ  L  «  —  ji         :>■  \^a  —  3:  )  J   L  a  —  j  2 1^  «  —  a  ;  J 

En  Utilisant  successivement  les  deux  expressions  différentes  (36)  de 
PX,  on  obtiendra  le  résultat  suivant 

( 37)  '^  ~~  ■''  f/a  (fi,  -+-  ^~;  d:L' (K  =  o. 

Les  deux  relations  (22)  permettent  encore  d'éliminery*(a),y(^a')  et  de 


476  NOTES   DE   l'auteur.    —    NOTE    VIII. 

ramener  l'équalion  précédente  à  la  forme 

do.  d^  dx' d'^' 


(38) 


a(a  —  [j)  a'(^a' — j'i') 


Mais  cette  équation  différentielle  contient  toujours  quatre 
variables  a,  p,  a',  [3'.  Nous  allons  voir  comment  on  peut  éliminer 
deux  d'entre  elles. 

D'après  l'identité  (16),   a  et  a' sont  racines   de  l'équation  du 


second  degré  en  t 


t{t-?.){t-'^')~f{t)  =  o. 


Difiérentions  totalement  cette  équation.  En  désignant  son  premier 
membre  par  (p(^),  nous  aurons  pour  chacune  de  ses  deux  racines 

z'{t)dt^t{t—''^')d'^^t.{t—'^)d^\ 

ce   qui  nous  donnera,   en  remplaçant  successivement  t  par  a  et 
par  a', 

(3q)  1^^    .  ' 

^   ^'  I   ?'(a')«'a'=a'(a'— [j')^,3  +  a'(a'— [i)^3'. 

On  a  d'ailleurs 

(4o)  .^(^)=   l,(^_a)(<_a') 

et  par  suite 

(40  ç'(a)=-?'a')  =  /(^-^). 

En  divisant  donc  membre  à  membre  les  deux  équations  (Sg),  on  aura 

da.  a. {a.  —  3' )  <!?3  H-   a (  a  —  j3 )  <i,3' 

û^a'  a'  (  a'  —  ,3'  )  f/i  -+-  a'  (  a'  —  [i  )  d'^' 

ce  qui  établit  une  relation  homographique  entre  les  deux  coefficients 

différentiels  -m  -Â-  En  chassant  les    dénominateurs  on  trouve 

dy.      dj 

■X  (  x'  —  jj'  )  rfa  f/^3  -H  a  (  a  —  3  )  dx  d'y 

-H  a' (a' —  jj)  r/a  d^^'  -\-  a  (a  —  3')  dx  cf^  =  o. 

Les  deux  premiers  termes  avant  une  somme  nulle  pour  les  lignes 
asymplotiques,    en  vertu    de  l'équation   (38),    on  voit  que  cette 
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équation  est  encore  équivalente  à  la  suivante 

...  du  cTj'  ch.'  cti 

(42)  — - — w- 


a'(a'-^) 


Il  ne  reste  plus  qu  à  multiplier  ou  à  diviser  membre  à  membre  les 
deux  équations  (38)  et  (42)  pour  obtenir  les  deux  suivantes 


dx^  </a'2 


d::y-  _  <i  2 

(2  —  f» ) <, 3t'  —  il      1^ 2  —  y I ( a  —  ^  I 

qui,  en  tenant  compte  des  identités  (22)  et  (23),  se  ramènent  aux 
suivantes 

(43)  ^'  ''"■'" 

(44) 


/(?)    m'y 

où  les  variables  sont  séparées.  On  reconnaît  dans  l'une  et  dans 
l'autre  l'équation  d'Euler  dont  l'intégrale  peut  revêtir  tant  de 
formes  dillérenles. 

Ainsi,  les  lignes  asvmptotiques  de  la  surface  des  ondes  sont  des 
courbes  algébriques.  Cet  important  résultat  est  dû  à  M.  Lie,  qui 
Ta  signalé  d'abord  dans  sa  Note  Sur  une  transformation 
géométrique,  présentée  en  1870  à  l'Académie  des  Sciences 
{Comptes  rendus,  t.  LXXI,  p.  079).  M.  Lie  l'a  établi  pour  la 
surface  de  Kummer,  qui  comprend  la  surface  des  ondes  comme 
cas  particulier.  Les  lignes  asvmptotiques  de  cette  surface  ont  été 
étudiées  par  MM.  Klein  et  Lie  dans  une  Note  :  Ueber  die 
Haupltangentencurven  der  Kummer' schen  Fldche  vierten 
Grades  mit  16  Knotenpunkten,  insérée  en  1870,  p.  891-899,  aux 
Monatsberichte  de  Berlin. 

7.  Avant  d'étudier  l'intégrale  de  l'équation  précédente,  nous 
allons  étendre  un  peu  les  résultats  obtenus.  Conservons  toujours 
les  quatre  variables  a,  p.  x.  5' liées  parles  identités  (22  1  à  (24)  et 
cherchons  s'il  existe  des  surfaces  pour  lesquelles  les  six  variables  X, 
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Y,  Z,  P,  Q,  R  soient  exprimées  par  les  formules  suivantes 

1  X=    C\(a  —  oi)">(a  —  0^')'"'  (a  —  [i)"  (a—  [i')"', 
(45)       I  Y  =  Cl  A(^  —  a)'«(7> —  «')"''(/; —  [i)"(6 —  p')"', 
Z  =  G..  A(c  —  a)"'(c  —  a')'"'(c  —  i'i)"(c  —  [ii')"', 

(a  —  a  )-"'(«  —  a' )-'"'(  a—  [j)i-"(a—  (î')^-"', 


CA/'  (a) 


'  '^  ="  C-Anc)^^  ""  ^^"'"^'^  "  a')— '(c  -  [3)i-"(c  -  fi')'-"', 

où  A  désigne  une  fonction  arbitraire  de  deux  variables  a,  (3,  a',  [3'; 
C,  Cl,  Co,  ^'ï,  Ai,  w',  71  des  constantes  quelconques;  ces  formules 
comprennent  comme  cas  particulier  celles  qui  sont  relatives  à  la 
surface  des  ondes.  Il  sera  nécessaire  que  les  valeurs  précédentes 
vérifient  identiquement  les  deux  relations 

l'\^   OY    -f-   KZ    =1, 

P  ^X  -h  O  r/\  -+-  n  r/Z  =  o. 


La  premièrô  résulte  immédiatement  des  formules 

(47)  ':Q^'=- 

RZ  = 


(h-[-i)(h  —  {l,') 
fie) 


conséquence  des  équations  (4^)  et  (4^)- 

Quant  à  la  seconde,   elle  nous  donne,   par  un  calcul  facile,  la 
condition  suivante 

d\  (a-[î)(a-;b')    ,  ,(a^-^)(V-^ 

A  y(aj  J{^-) 

OU,  en  tenant  compte  des  identités  (22), 

d\  dy.  ,  dy.' 

h  m h  ni    —r  =  o. 

A  a  a 
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On  peut  donc  prendre 

A  =  2-'"  a'-'"'; 

et  il  vient,  pour  la  surface  cherchée,  les  formules  définitives 

.x  =  c(^)"(^)"'\„-,,..-,,-, 

(48)     Y = c.  {t^y  {^y\.i>  -  .v."<6  -  ?•)-. 

[Z  =  C,(-^-)      (-^--)      (c-â)"(c-^'.'.'; 
On  retrouverait  en  particulier  la  surface  des  ondes  en  faisant 

\ 


I  1  , 

m  =  o,  /w  =  -  5  w  =    - 1  «  =  o  ; 


(5o) 


V  '/  ^  \  /  ,.  \  7 


/c  =  -^4_,       C,= 


C.  = 


\  "./'  «^  \  ^./  <>'  v<^7\c> 


V 


Appliquons  à  ces  formules  plus  générales  (48)  el  (49)  1«  méthode 
qui  nous  a  réussi  dans  le  cas  de  la  surface  des  ondes  et  formons 
réqualion  différentielle  des  lignes  asvmptoliques 

If/  —   j  I  i  a  —  ,J  '  r       f  fi?                    Il  cf'j'  nui  tl%  ma  dx     1 

fia)             L      .^ — "                  y — ^  ^'^  —  a  I  a  I  a'  —  a)j 

fil  —  /Il  f/t  (I  —  ni  ffy  ma  di  m' a  t/j.'    1 

\_       -.  —  a                   'j  —  a  XIX  —  fil  XIX   — "^ij 

EtTecluons  les  sommations  en  remplaçant,  dans  tous  les  termes 
où  se  trouvent  les  seules  différentielles  doL.  dy' ,  le  produit 
(a  —  P)  («  —  ?')  par  la  quantité  égale 

l{a  —  X  \{  n  —  a") 
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Nous  aurons  l'équation  difFérentielle 

_,i(,_,,)(P_P')^_n'(i-,i')(P'-[3)i^'"' 


^ 


7(?j       '        '"     '^v(P') 


.              .     da.  (Pi  ,      ,        .     doL  d'iî 

m  {in  —  I  )  — ■ jj-  -\-  m.  {'in  —  i  )  ■ 


a(a— [j)  ^"  ^a(a  — p'j 

,      daL'd2>  ,,       ,        ,      daWn 

m  (2 //  —  I )    ,     , — -^r-  -^  ni  {'in  —  ^)—r. 


a'(a'— ,3)  ^"^  ''a'(a'— 13') 

//w2  ûfa2         /m  -  ,    ,         ^  do.'- 

Remplaçons  maintenant  â?3c,  <ia'  par  leurs  valeurs  déduites  des 
équations  (89)  où  l'on  remplacera  cp'(a),  f'(a')  parleurs  expres- 
sions (4i)-  Api'és  les  réductions,  le  terme  en  d^  c/(3'  contiendra  un 
coefficient  numérique,  qui  sera 

'.}.{ni  —  m')  {ni  -+-  ni' -h  n  H-  /i' —  1). 

Si  l'on  veut  que  l'équation  ditrérentielle  ait  encore  ses  variables 
séparées,  le  coefficient  précédent  devra  être  nul.  Ecartant 
l'hypothèse  m  =^  m'  qui  conduirait  à  des  surfaces  déjà  étudiées 
au  n°  112  [l,  p.  142J,  nous  supposerons 

( 5 1  )  m  -+-  ni' -\-  /i  -+-  n'  =z  \. 

Alors  l'équaiion  difFérentielle  se  réduira  encore,  après  la 
suppression  du  facteur 

C m  +  n){ m' -\-  n'){oL  —  3'  1  ( a'  —  [î )-»-( /n  -(-//)  (' ni  -+-  n)  (3.  —  Ci)  ( y.'  —  S') 
: : . !_:., 

a  —  a 

à  la  forme  simple 

,  ^   ,  d^-  dl'- 

(52)  -r-r-rr- r-Vr"  =  O. 

identique  à  celle  que  nous  avons  obtenue  dans  le  cas  de  la  surface 
des  ondes,  pour  laquelle  d'ailleurs  la  relation  (5i)  se  trouve 
vérifiée  par  les  valeurs  correspondantes  de  m,  71,  m',  n'.  Ainsi 
nous  obtenons  une  classe  de  surfaces  se  rattachant  à  la  surface  des 
ondes  et  dont  les  lignes  asymploliques  se  déterminent  toutes  par 
l'intégration  de  l'équation  d'Euler.  Ces  surfaces  seront  algébriques, 
ainsi  que  leurs  lignes  asyniptotiques,  toutes  les  fois  que  les 
exposants  m,  n,  m',  n'  seront  commensurables. 
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8.  Parmi  les  dilTérents  procédés  d'intégration  de  Téquation 
d'Euler.  voici,  ce  nous  semble,  celui  qui  convient  le  mieux  à  notre 
sujet. 

6,,  Oo.  63  désignant  des  fonctions  de  deux  variables,  considérons 
la  famille  de  courbes  définie  par  l'équation 

(53)  0,  \  C, -f-  f)î\'C.i-t-   f):j\  C3=  O,        • 

où  c,,  Co,  C3  désignent  trois  constantes  dont  la  somme  est  nulle 

(54)  Cl -I-  C. -t-  C:;  =  O. 

L'équation  ditterentielle  de  celle  famille  de  courbes  se  forme 
sans  difficulté,  car  on  a 

ce  qui  donne 

s   Cl  \   Ci  \    C:: 


et  par  suite 

(55)  (e,û?B3— e3û?B2)î-i-(e3^i  — 6iû?B3)2-+-(ei6?B,— e.>c/9i)^  =  o, 

ou  encore 

(55')        (Of-HeiH-Of.)  (</9i-4-fl?6i-+-É^5)  — (6, ûTOi H- 62^2-1-63^31^=0. 

Si  l'on  suppose  que  1  on  ait 

l'équation  diiVérentielle  prendra  la  forme  encore  plus  simple 

(56)  dhi-i-  f/Hl-^  dbi^o; 


et  si  l'on  pose 


*,=-  "" 


\' 


/    <  Cl 


*'''  '=  =  V  7T6- 


J  )  1  f • 


elle  deviendra 

(58) 


7^~  fiïi 


DARBOUX.    —    IV. 
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C'est  précisément  l'équation  que  nous  avons  rencontrée,  et  dont 
l'intégrale  pourra  par  suite  se  mettre  sous  la  forme 


(59) 


+  \/QY  ^/{Jj  —  k)  {c  —  a)  -h  v'K^  \^ c  —  k)  {a—  b )  —  o, 

OÙ  A  désigne  une  constante  arbitraire  quelconque  et  où  nous  avons 
tenu  compte  des  formules  (47)  données  plus  haut. 

9.  L'interprétation  géométrique  de  l'équation  (09)  est  facile  à 
donner  si  l'on  introduit  le  complexe  auquel  appartiennent  toutes 
les  normales  d'une  famille  d'ellipsoïdes  homofocaux,  et  qui  est 
formé  par  toutes  les  droites  qui  coupent  les  trois  plans  desvmétrie 
et  le  plan  de  l'infini  en  quatre  points  dont  le  rapport  anharmonique 
est  constant.  Nous  appellerons  un  tel  complexe  un  complexe  de 
Cliasles.  Et  alors  on  pourra  traduii^e  sous  la  forme  géométrique 
suivante  le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir  : 

En  tous  les  points  de  chaque  ligne  asymptotique  de  la 
surface^  le  plan  tangent  à  la  surface  est  tangent  au  cône  d\in 
complexe  de  Chasles  dont  le  tétraèdre^fondamental  est  formé 
par  les  plans  de  symétrie  et  le  plan  de  V infini. 

Si  l'on  veut,  par  exemple,  obtenir  les  deux  lignes  asjmptoliques 
qui  passent  en  un  point  de  la  surface,  on  construira  les  deux  cônes 
du  second  ordre  ayant  leur  sommet  en  ce  point,  passant  par  les 
quatre  sommets  du  tétraèdre  fondamental  et  tangents  au  plan 
langent  de  la  surface  en  ce  point.  A  chacun  de  ces  cônes  corres- 
pondront un  complexe  de  Chasles  et  une  des  deux  lignes 
asymptotiques  cherchées . 

10.  Il  est  naturel  de  se  demander  si  la  construction  précédente 
s'applique  à  d'autres  surfaces.  En  revenant  aux  notations  de  Monge 
et  désignant  maintenant  par  p  et  q  les  dérivées  de  z  considérée 
comme  fonction  de  x  et  r,  le  problème  peut  évidemment  se 
formuler  comme  il  suit  : 

Chercher  les  surfaces  pour  lesquelles  V équation 


(60)  \/a.z -[-\^  —  ?j px-\-\/ — Y^v  =  o. 
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OÙ  les  constantes  a,  §,  y  satisfont  à  la  relation 

(6i\  a  -H  "î  -î-  7  =  o, 

est  l'intégrale  générale  de  l  ^équaJion  différentielle  des  lignes 
asymptotiques. 

Nous  avons  vu  plus  haut,  au  n"  8,  comment  on  élimine  les  con- 
stantes a.  3.  -;'.  On  est  ainsi  conduit  à  Féquation  différentielle 

\ dz-        i(lpx\-        i  dq  v)-^  .  .  , 

Or,  pour  une  ligne  asjmptotique,  on  a 

.  ^      i  dp  fur  -r-  dq  dv  =  o, 

i  dp^  =  \s^-  —  rt\dy^,     dq-  =  <  s^  —  rt  jdr-,     dpdq  =  —  {s^— rtidxdy. 

et,  par  suite, 

(64  )  di  z  —  p.r  —  qv  I  -  =  i s- —  rt  >  f  x d^—  v  dx  -. 

Tenant  compte  de  ces  diverses  relations,  on  mettra  1  ôqualion 
différentielle  (62)  sous  la  forme  suivante 

( 65  t       i{s-  —  ri )  xyz  ■+- pq  i  z  —  px  —  qy  '' 

X  i  (z  —  px\—dx--i-(z  —  qv  )  -  dv- —  jxv  dx  dv  I  =  ". 
V  *^         q  ^p^  -  '    J 

On  a  ici  le  choix  entre  deux  hypothèses  bien  distinctes.  Si  le 
premier  facteur  n'est  pas  nul,   le  second  devra  être  identique  au 

polynôme 

rdx-^r-  isdx  dy  —  (dy-. 

ce  qui  donnera  les  deux  relations 

Y' z — pi  X-  Z  —  qy-        — xy 

qr  pt  s 

qui  s'intégrent  à  vue  et  nous  donnent 

(66)  --pu--qy=^,  =  ^,, 

X  et  Y  désignant  des  fonctions  de  x  et  de  y  respectivement.  Ces 
deux    équations    du    premier  ordre    s  intégrent   à   leur   tour   et 
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conduisent,  le  lecteur  le  reconnaîtra  aisément,  aux  surfaces 
trtraédrales  de  Lamé  (n°  112)  et  à  leurs  limites. 

11.  Mais  on  peut  satisfaire  d'une  autre  manière  à  l'équatiou  (05). 
Il  suffît  que  le  premier  facteur  soit  nul.  On  est  alors  conduit  à 
l'équation  aux  dérivées  partielles 

(G7)  {s- —  rt)  .ryz  -+-  pq{z  —  p.r  —  qr)  =  o. 

qui  fera  connaître  une  classe  très  étendue  de  surfaces  jouissant  de 
la  propriété  annoncée. 

Cette  équation,  dont  les  caractéristiques  sont  les  lignes  asjmp- 
totiques  de  la  surface  cherchée,  peut  s'intégrer  complètement  et 
d'une  manière  élégante.  Nous  nous  contenterons  de  l'interpréter 
géométriquement. 

Soient  ao,  [3„,  y„  les  cosinus  directeurs  de  la  normale,  définis 
par  les  relations 

,        cosa„        cos'io        cos-;,,  1 

(()<S)  "  —  '     —  - 


J'  '/  —  1  \  i  -h  p-  -h  q- 

Les  coordonnées  X,  Y,  Z  d'un  point  situé  à  une  distance  N  du 
pied  de  la  normale  seront  données  par  les  formules 

(69)  X  —  .r  =  \  cosa,,,  "^  —  )■  =  \  cos  po;  ^  —  :;  =  N  cosy,  . 

d'où  l'on  déduit  que  si  N.,.,  Ny,  N;,  ^  désignent  les  segments  de  la 
normale  limités  aux  trois  plans  coordonnés  et  à  la  projection  de 
l'origine  sur  la  normale,  on  aura 

(70)  /  COS7.0  •        cos,:;o  cosYo 
f     77T  =  —  a:  cosxo — r  cos  [Îq —  -  cos^o  : 

Tjy  désigne  encore,  avec  un  signe  déterminé,  la  distance  de  l'ori- 
gine au  plan  tangent. 

On  a,   d'autre  part,  p'  et  p"  désignant  les  rayons  de  courbure 
principaux 

(70  PP   = -pfZ-, 
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Ea  tenant  compte  de  toutes  ces  relations,  on  reconnaît  que 
1  équation  (67)  peut  être  remplacée  par  la  relation  géométrique 

(-2)  nip's''=\.^.NvXr. 

qui  est,  par  suite,  vérifiée  pour  la  surface  des  ondes. 

En  cherchant  si  les  surfaces  tétraédrales,  correspondantes  à  la 
première  hvpolhése,  satisfont  à  cette  relation,  on  trouve  que, 
pour  la  surface  représentée  par  l'équation 


(  7  >  I 
on  a 


(fr-(0'"*ar= 


(  -4  "i  ^^  ras  '  '/  =    I    W    —    I  y-  \  ,.  Xv  N  ;  . 

Ainsi,  parmi  les  surfaces  tétraédrales,  les  surfaces  du  second 
degré  seules  satisfont  à  l'équation  (67). 

Au  reste,  parmi  les  surfaces  répondant  au  problème  posé,  les 
surfaces  tétraédrales  sont  les  seules  pour  lesquelles  la  génératrice 
de  contart  du  cône  du  complexe  défini  plus  haut  relatif  à  un 
point  de  la  surface  et  du  plan  tangent  en  ce  point  coïncide 
avec  une  tangente  asyniptotique  de  la  surface. 

m.  Après  celte  digression  relative  à  toute  une  classe  de  surfaces 
dont  les  lignes  asymplotiques  se  déterminent  comme  celles  de  la 
surface  des  ondes,  revenons  à  cette  surface  particulière  pour 
étudier  et  déterminer,  si  c'est  possible,  ses  lignes  de  courbure. 
Nous  reprendrons  les  notations  primitives  et  nous  emploierons, 
pour  former  l'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure,  les 
formules  d'Olinde  Rodriçues. 

Ici  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  sont 

P  V  2-     Q\2.     R  \  2. 
Les  équations  cherchées  se  présentent  donc  sous  la  forme  simple 

^V^-.o^(QVa)  =  o, 
où  0  désigne  le  rayon  de  courbure  principal. 
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Ajoutons  les  équations  précédentes,  après  les  avoir  multipliées 
respectivement  par  2X.  2  Y,  2Z  :  nous  trouverons  la  relation 

f/3  -(-  2  p  d  \/o.  =  o, 
d'où  l'on  déduit 

(76)  ?=-v«^- 

Cette  expression  est  en  parfait  accord  avec  celle  que  nous  avons 
donnée  au  n"  1071,  où  nous  avons  déjà  employé,  pour  une  surface 
quelconque,  le  système  de  coordonnées  curvilignes  a,  |3. 

En  portant  l'expression  de  p  dans  la  première  équation  (;5),  par 
exemple,  nous  aurons  l'équation  difFérentielle  des  lignes  de  cour- 
bure sous  la  forme 

Remplaçons  X  et  P  par  leurs  valeurs,  il  viendra 

a(a  —  p  )  (  «  ^  3'  I  ch  ch'  —  y.' {a  —  a  )  (  «  —  a'  )  c/JB  «^/3'  =  d 

OU,  en  tenant  compte  de  Tune  des  équations  (24), 

(77)  TT-  =  ^^?^P  • 

Telle  est  l'équation  différentielle  cherchée,  mais  elle  contient 
quatre  variables.  On  éliminera  aisément  x'  et  {3',  par  exemple,  et 
l'on  sera  conduit  à  l'équation  suivante 

(78)  /(P)  ^«2  +  /(a)  r/3-^-  I  -^/(a)  +  (  r^  -  =t)  [/-'(a  )  -  '^l  j  ^^='  <'^  =  ", 

qui  a  quelque  analogie  avec  l'équation  d'Euler.  Comme  l'équation 
différentielle  (77)  est  symétrique  en  |3  et  (3',  on  pourrait  conserver 
les  variables  a  et  j3';  et  l'on  serait  conduit  à  l'équation 

toute  semblable  à  la  précédente. 

Ces  équations  admettent  des  solutions  particulières  définies  par 
les  relations 

/(a;  =  o,         /(?)  =  o,  /(8')  =  o,  (ûc-P)(a-.3')  =  o, 
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qui  correspondent  aux  lignes  de  courbure  évidentes  de  la  surface 
des  ondes,  les  sections  principales,  les  cercles  de  la  surface. 

Si  l'on  remplace,  dans  l'équation  (78),  -j^  par  son  expression  en 

fonction  de  p,  on  aura  l'équation  du  second  degré 

.80)     /(>:)p-^  V  ^  ]  2/(^^  -^-  C?  -  ^t)  [/'■>'  -'^1  }  ?-<-«/(?)  =  o. 

qui  fera  connaître,  en  chaque  point,  les  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux. Cette  équation  permet  de  vérifier  la  relation  (72)  déjà 
établie  et  d'en  trouver  une  nouvelle. 

On  a  ici,  en  efTet.  en  conservant  les  notations  et  les  conventions 

dun    11. 

'  X  -  n  —  'î 

A  ,  =  — =  —  V  3t =-  > 

Pva  "— ^ 

(81)  <   ->v  = =  —  \  a -t  rs  —  —  \'a. 

^  ..^3,  b  —  x 

^-                  Z                      c  —  3 
A  -  = =  —  i  2 1 


R  \  7. 


c  —  a 


Si  donc  p'  et  p"  désignent  les  deux  rayons  de  courbure  princi- 
paux, on  aura 

I  82  i  oc  —  ■  •  ■    •      =  — — ^• 

C'est  la  formule  établie  plus  haut.  On  aura  de  même 

,^p-=-.v',-»/;(P-»)[5;!|i-i], 

ce  qui  donnera 

relation  entièrement  géométrique,  puisque  ,3  est  le  carré  du  rayon 
vecteur. 

13.  Revenons  à  l'équation  différentielle  (78).  Elle  est  plus 
compliquée  que  celle  d'EuIer,  mais  elle  s'en  rapproche  en  ce  sens 
qu'elle  se  forme  comme  elle  au  moyen  d'un  polynôme /(a),  dont 
les    coefficients   n'apparaissent  pas  dans  l'équation.   Nous  allons 
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d'abord  effectuer  quelques  transformations  qui  nous  seront  uliles. 
Si  l'on  pose,  en  substituant  la  variable  ^  à  (3, 

(84)  [i  =  a+^ 

l'équation  deviendra 

/  o  -  X  N  di"'  ,       ^     dt  .     .         I-     „  V'         ,     ^ 

(8:j)         r(«)-^,  "'■^^''^'^  +<?(=<)+  --  (,^-'+  77  ?"(=<)  =  '>, 

o(a)  désignant  le  polynôme 

(86)  ç(a)  =  «/(a). 

Remplaçons  maintenant  t  par  la  variable  a 

/ON  ora)         , 

(87)  ?,  =  .^. 

L'équation  prendra  la  forme 

(88)      c:(a) -^—  —  m  (a)?< ---   -t- //■■  h c'(  a  1 -h  -■- c(  a  )c'M  a)  =  o. 

'       '  cb:-         '  d-J.  ;>    '  i',4  '  '     ^ 

Ces  différentes  transformations  nous  permettent  d'établir  la 
curieuse  proposition  suivante  :  L^ équation  différentielle  (78) 
s'intègre  dès  que  le  polynôme  ,/(3c),  qui  est^  en  général,  du 
troisième  degré,  se  réduit  à  un  polynôme  du  second  degré. 

Dans  ce  cas,  en  effet,  le  polynôme  9(3«),  défini  par  la  formule  (86), 
se  réduit  au  troisième  degré.  Le  dernier  terme  de  l'équation  (^88) 
disparaît  et  l'on  peut,  en  la  divisant  par-y-7)  lui  donner  la  forme 
suivante 

en   supposant,    comme   il    est   permis,    que   le    coefficient   de  x'-'' 
dans  9(37)  soit  égal  à  l'unité  (  '  ). 

Si  donc  on  effectue  la  substitution  définie  par  les  formules 

,       ^  d'J.  c/a 

(9">  ;7^  =  '^"     ""-''-di^-^-^ 


(')  Si  '^{x)  était  de  degré  inférieur  à3,  il  faudrait  supprimer  le  terme  en  -7—51 
ce  qui  faciliterait  encore  lintégration. 
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qui  nous  donnent 
l'équation  prendra  la  forme 

(, q2  •  =  t  c  ,  =  — — ;  (  T,-  -+-  T.-  I. 

dfc 

qui  s'intègre  immédiatement  par  la  séparation  des  variables   et 
nous  donne 

C   en.       r  --         -i , 


'•»3 


On  aura  ensuite 

f  .         ^ 

".94)  { 

y  '  ^  '         ./  '  ^  '  "'i 

L'intégrale  se  présente  donc  sous  une  terme  assez  compliquée: 
et  elle  n'est  pas  généralement  algébrique. 

14.  Voyons  maintenant  quelles  sont  les  conséquences  géomé- 
triques du  résultat  analytique  précédent.  En  voici  une  à  peu  près 
évidente. 

Supposons  dabord  que  l'ellipsoïde  (E)  se  réduise  à  un  cvlindre, 
l'axe  \  c  croissant  indéfiniment.  La  surface  des  ondes  deviendra 
l'apsidale  d'un  cylindre  elliptique.  Pour  savoir  ce  que  devient 
alors  l'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure,  il  faudra 
prendre  le  coefficient  de  c  dans  l'équation  (78),  ce  qui  revient  à 
remplacer  /"(a)  par  le  polynôme  du  second  degré 

{9"»  I  /\  a  I  =  I  a  —  <i  \\  X  —  b  •>. 

Donc,  on  sait  déterminer  les  lignes  de  courburedelasurface 
apsidale  d'un  cylindre  et  ces  lignes  de  courbure  ne  sont  pas 
algébriques. 

Supposons  maintenant  que  l'ellipsoïde  (E)  se  rapproche  d'une 
sphère,  par  exemple  de  la  sphère  de  rayon  i.  On  pourra  supposer 
que  les  carrés  des  axes  a.  b,  c  soient  de  la  forme 

(96)  «  =  I-t-£«i,  b  ^^l  -i-  tb\.  c   =1  -r-  ICi. 
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£  étant  un  infiniment  petit  et  «i,  bi,  Ci  des  quantités  finies.  La 
différence  (3  —  x  sera  alors  de  l'ordre  de  s^  ;  cela  résulte  de  la 
définition  géométrique  des  variables  oc  et  (3.  On  devra  donc  poser 

(97)  a=n-£a,,  l^i^-t', 

et  l'on  aura 

(98)  ,       ç(a)  =  (  I -+- ïa,);^^,^»,  ),  a  =  ^u^, 

en  posant 

(99)  ÇiCsti)  =  Ui— «1  H^tj  —  6i)(ai  — Cl). 

Si  l'on  substitue  toutes  ces  expressions  dans  l'équation  difTéren- 
tielle  (88)  et  si  l'on  conserve  seulement  les  termes  de  degré 
moindre,  qui  contiennent  S'^  en  facteur,  il  restera  l'équation 

,        ,  ,      ,  du]  ,  du\  ..        U] 

«a  y         ■  d-J.\  :>. 

Aux  notations  près,  nous  retrouvons  l'équation  primitive  (88), 
où  cp(a)  serait  remplacée  par  un  polynôme  du  troisième  degré. 
Et  nous  avons  vu  qu'alors  l'intégration  se  ramène  aux  quadratures. 
Ainsi  : 

On  sait  déterminer  les  lignes  de  courbure  de  toutes  les 
surfaces  des  ondes  qui  diffèrent  peu  d^une  sphère.  Ces  lignes 
de  courbure  ne  sont  pas  algébriques. 

Il  suit  de  là  que,  dans  le  cas  général  où,  les  trois  axes  de  la 
surface  sont  inégaux,  les  lignes  de  courbure  ne  sauraient  être 
algébriques. 

Quand  on  aura  intégré  l'équation  (100),  les  coordonnées  du 
point  de  la  surface  se  détermineront  en  fonction  de  w,  et  a,  par 
les  formules 

'I  ) 


~~  V         («1  — 6i)(ai  — cj) 


(lOl)  j  /ib,-:.,){b,-:c,-u,) 


[      7   _        /(Cl  —  g|  )(C'|  —  3t|  —  Ui 

\       ~\        (ci— <■?,)(  Cl  — 6,) 
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Ces  valeurs,  satisfaisant  à  la  relation 

X::  _  Y".  _  Z-  =  I  . 

niontreal  bien  que  la  surface  se  réduit  alors  à  une  sphère. 

15.  On  obtient  le  même  résultat  en  supposant  que  deux  des 
axes  seulement,  a  et  h  par  exemple,  tendent  à  devenir  égaux,  le 
troisième  c  restant  dififérent  des  deux  premiers.  La  surface  des 
ondes  se  décomposera  en  un  ellipsoïde  et  une  sphère.  Pour  la 
partie  qui  se  rapproche  dune  sphère,  a  et  5  différeront  peu  du 
rayon  de  la  sphère.  On  sera  ainsi  conduit  à  poser  encore 

i   a  =  I  ^  £«1. 
(102  )  •    h  =^\  —  thi. 

■    a  =  I  -r-  cSi  : 

(lo3i        Ç     7.  1=   3-(^2j </]  Il  II  —  61  if  I  —  Cl^...=  £-Ç|'Zj   I  —  ...: 

u  restera  finie  et  l'équation  (88)  se  réduira  à  la  suivante 

^  du-         ,  ,     .      du  u-    , 

d7L\  d%\  -2 

qui  n'est  autre,  avec  un  changement  de  notations,  que  l'équa- 
tion (88)  où  ziiy.)  se  réduirait  non  plus  au  troisième,  mais  au 
second  degré. 

Ainsi,  quand  la  surface  des  ondes  se  4éconipose  en  un  ellip- 
soïde et  une  sphère,  on  sait  déterminer,  sur  la  sphère,  les 
positions  limites  des  lignes  de  courbure. 

16.  Bien  que  nous  n'ayons  pu  obtenir,  dans  le  cas  général,  une 
détermination  en  termes  finis  des  lignes  de  courbure,  néanmoins 
plusieurs  résultats  essentiels  sont  fournis  par  l'analyse  précédente. 
Nous  voyons,  non  seulement  que  les  lignes  de  courbure  ne  sont 
pas  algébriques,  mais  encore  que.  si  ces  lignes  présentaient  quelque 
intérêt  dans  l'étude  optique  de  la  surface,  nous  pourrions  les  faire 
connaître  avec  une  suffisante  approximation.  Car  les  surfaces  des 
ondes  relatives  aux  différents  cristaux  sont  peu  différentes  de  la 
sphère  et  surtout  ont  toujours,  au  moins,  deux  de  leurs  axes  très 
peu  différents  lun  de  1  autre.  Le  lecteur  s'en  convaincra  aisément, 
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s'il  jette  les  yeux  sur  le  Tableau  suivant,  qui  donne  les  indices  de 
quelques  cristaux  (relativement  à  la  raie  D)  : 

Gypse I  .Ù-2Ç) 

Orlhose i  ,5-26 

Aragonite i  ,685 

Diopside i  ,700 

Stilbite 1 ,5oo 

Oligoclase i  ,042 

Amblygonitc.  .  .  .  i ,  »97 

Splièiie -<;009 

Epidote 1 ,768 

Slaurotide i  ,746 

Les  lignes  de  courbure  de  la  surface  des  ondes  ont  d'ailleurs  été 
l'objet  d'un  assez  grand  nombre  de  recherches.  A  la  suite  d'une 
affirmation  inexacte,  d'après  laquelle  ces  lignes  seraient  les  courbes 
de  contact  d'une  développable  circonscrite  à  la  surface  et  à  une 
sphère  concentrique,  Combescure,  dans  un  élégant  Article  inséré 
en  1809  au  tome  II  des  Atiiiali  di  Maternatica^  p.  278,  a  formé 
leur  équation  différentielle.  Dans  quelques  remarques  qui  suivent 
cet  Article,  M.  Brioschi  a  montré  que  l'équation  différentielle 
obtenue  par  M.  Combescure  peut  se  ramener  à  la  forme 


I  ,  02-2 

[  ,320 

1 ,523 

1.5x9 

1,681 

,53o 

1,678 

,671 

1.498       1 

j494 

1,538 

,'334 

1,593 

,578 

1,894 

,888 

1.7^4             ï 

,780 

1,741             1 

,736 

,  cAo- 


où  l'on  pose 


dp- 


'V(p\ 


^{P)  ^  V9(P)=^  \'Pip  —  (f-){p—b')(,p  —  c). 


Mais  toutes  les  recherches  faites  pour  obtenir  la  solution  com- 
plète du  problème  ont,  jusqu'ici,  complètement  échoué. 


NOTE  IX. 


SLR  LA  GEOMETRIE  CAYLEYENXE 
ET  SUR  L'XE  PROPRIÉTÉ  DES  SURFACES  A  GÉXÉRATRir.E  CIRCULAIRE. 


1.  Au  n"  G97,  nous  avons  considéré  l'élément  linéaire  défini 
par  la  formule 

(i)  t^/s-  =  dii--^  i  V  cos  au  J-  Vi  ~in  au  —  ^^  i  ^A-, 

OÙ  a  désigne  une  constante.  \  .  \  ,.  \  o  des  fonctions  de  r;  et  nous 
avons  fait  remarquer  :  i"  que  cet  élément  linéaire  comprend, 
comme  cas  limite,  celui  qui  convient  aux  surfaces  réglées  rap- 
portées au  système  de  coordonnées  formé  par  les  génératrices 
rectilignes  et  leurs  trajectoires  orthogonales:  2**  qu'il  se  rapproche 
encore  de  l'élément  linéaire  des  surfaces  réglées  par  la  propriété 
suivante  :  parmi  les  surfaces  auxquelles  il  convient,  il  y  en  a  une 
qui  admet  en  quelque  sorte  un  double  mode  de  génération,  c  est- 
à-dire  dont  l'élément  linéaire  est  réductible  de  deux  manières 
différentes  à  la  forme  (1). 

A  la  fin  du  n"  G97.  nous  avons  annoncé  que  nous  aurions  à 
revenir  sur  toutes  ces  propriétés  pour  les  présenter  sous  un 
nouveau  jour.  C'est  ce  que  nous  allons  faire  dans  cette  Note,  en 
appliquant  les  résultats  que  nous  avons  donnés  au  Livre  W\. 
Chapitre  XIV,  relativement  à  la  Géométrie  cavleyenne. 

Prenons,  pour  surface  fondamentale  ou  absolu^  la  qua- 
drique  (Q)  définie  par  l'équation 

(2)  X--Î- »-—;-—/-  =  o. 

Si   l'on    considère    maintenant    la   quadrique   (8)    définie    par 
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l'équation 

(3)  h-   ~-   H h-  —   =  o, 

((  h  c  II 

les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  (0)  pourront  s'exprimer 
par  les  formules  suivantes 


a{a  —  ?)(<■?  —  Pi)  _,  _  b(h  —  p  )  ( /^  —  p i  ) 


cfc  — p)(c  — p,)  ^       h(h  —  o){h  —  o,) 

où  Ton  a  posé 

( 5 )  J (ji)  =  (i(  —  a)  (u  —  b)  (u  —  c)(u  —  h), 

et  où  p,   p,    désignent  deux  variables  auxiliaires.    On  reconnaît 
immédiatement  que  l'on  a 

(6)  .%■- ~¥- y- -h  z- -h  t- =  i , 

On  vérifiera  aussi  sans  difficulté  :  i"  que  les  lignes  de  para- 
mètres p  et  Pi  sont  conjuguées  sur  la  quadrique  (0);  y°  qu'elles 
sont  orthogonales  par  rapport  à  la  quadrique  (Q)  (n"  836).  Par 
suite,  ce  sont  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  (0)  (n"  840), 
lorsqu'on  prend  pour  absolu  la  quadrique  (Q). 

Puisque  les  coordonnées  ce,  y,  z,  t  satisfont  à  la  relation  (6), 
l'élément  linéaire  cayleyen  de  (0)  (n°  837)  aura  pour  expression 

( 7 )  ds-  —  d.i- -+-  dy- -+-  dz- h-  dl-, 
et  un  calcul  facile  nous  donnera 

(8;  *-=(=-p,)|^-j-jJ- 

C'est  l'élément  linéaire  que  nous  avons  rencontré  aux  n"''  695, 
696;  et  sa  forme  harmonique  montre  immédiatement  que,  confor- 
mément aux  résultats  indiqués  au  n°  839,  on  sait  déterminer,  dans 
la  Géométrie  caylejenne,  les  lignes  géodésiques  de  toute  surface 
du  second  degré. 

2.  Après  avoir  établi  ce  premier  résultat,  considérons  une  sur- 
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face  réglée  quelconque  (R)  et  proposons-nous  de  déterminer  son 
élément  linéaire  dans  la  Géométrie  caylevenne.  Prenons  une 
courbe  quelconque  (C)  sur  cette  surface.  Soient  aj,  a,,  «3.  a^  les 
coordonnées  du  point  A  de  (C)  situé  sur  une  génératrice  rectiligne 
quelconque  {d).  Ces  coordonnées  sont  des  fonctions  d'un  para- 
mètre f ,  et,  pourvu  que  la  courbe  ^^G)  ne  soit  pas  tracée  sur  la  qua- 
drique  (Q),  on  peut  toujours  supposer  qu'elles  soient  liées  par 
l'équation 

('9)  af -H  aj -I- «3 -(- rt|  =  I. 

Soient  de  même  6^,  62:  63,  b.^  les  coordonnées  du  point  B  situé 
sur  la  même  génératrice  rectiligne  et  conjugué  de  A  par  rapport  à 
la  quadrique  i^Q).  On  aura  nécessaireuient 

(10^  ai^i -f- «ièî-i- «363-!- aièi  =  o, 

et  l'on  peut  encore  admettre  que  6,,  6j,  b^,  b-,  vérifient  la  condi- 
tion 

(11)  6j  -1-  65 -H  65 -t- 6?  =  I. 

Enfin,  si  l'on  suppose  que  la  courbe  (G)  soit  une  trajectoire 
orthogonale  cavlevenne  des  génératrices  rectilignes,  il  faudra 
joindre,  aux  trois  relations  précédentes,  la  suivante 

(12)  «1  b\  -H  «i  b\  -¥-  ûTs  b'i  ■+-  «4  64  =  —  61  a\  —  bi  cù  —  63  a'_^  —  b^  a';  =  o, 

que  nous  supposerons  également  vérifiée. 

Gela  posé,  les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  surface  réglée, 
situe  sur  la  génératrice  (c?),  seront  définies  par  les  formules 

X  =  ai  cos  tt -t- 61  sin  M, 
Y  =  «»  cos  u  -I-  6-7  sin  u, 
Z  =  a,  cos  M  -i-  03  sma, 
T  =  «4  cos  u  -t~  bx  sin  u, 

u  désignant  la  distance  AM.  Gomme  ces  coordonnées  satisfont  à 
la  relation 

(i4)  X2-+- Y2^Zî^T-  =  i, 

l'élément  linéaire  de  la  surface  réglée  (R)  se  déterminera  (n"  837) 
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par  la  formule 

et  Ion  trouvera  l'expression  suivante 

(i5)  dS-=  du- -h  (y  co^- H -h -jY  icosn  <h\u-+-Y-,^'in-ii-)du-, 

OÙ  l'on  a  posé 

i  V   =     a\-    -f-    a'.f    -h    rt'r    -t-    a'ç ^ 

(16)  ^  V|  =  a'i  h\  -\-  ci!.^  h'.,  -t-  «';  /v';  H-  rt\  6',, , 

(  V,  =    h';-    ^    h'.:-     -^    b'.?    ^    h'^. 

L'evpression  (10)  de  rélément  linéaire  est  identique,  avec  un 
léger  changement  de  notations  et  à  un  facteur  constant  près,  à 
celle  qui  est  fournie  par  l'équation  (i)  et  que  nous  avons  ren- 
contrée au  n"  61)7. 

La  véritable  origine  de  cette  forme  particulière  de  l'élément 
linéaire  est  ainsi  reconnue  :  elle  convient  aux  surfaces  réglées, 
dans  la  Géométrie  cajlejenne. 

Ce  point  étant  établi,  on  s'explique  aisément  pourquoi  l'élément 
linéaire  défini  par  la  formule  (8)  peut  être  ramené  de  deux  manières 
différentes  à  la  forme  (i).  Cela  tient  à  ce  que  cet  élément  linéaire 
convient,  dans  la  Géométrie  cajleyenne,  à  une  surface  du  second 
degré  (0).  Comme  cette  surface  est  doublement  réglée,  on  peut, 
de  deux  manières  différentes,  la  rapporter  à  un  système  de  coor- 
données formé  de  génératrices  rectilignes  et  de  leurs  trajectoires 
orthogonales. 

3.  Les  formules  que  nous  avons  établies  permettent  d'étendre  à 
la  Géométrie  cajlejenne  la  proposition  fondamentale  relative  à  la 
déformation  des  surfaces  réglées.  Un  élément  linéaire  de  la 
forme  (i5)  convient  à  une  infinité  de  surfaces  réglées.  Car  si 
l'on  considère  les  fonctions  V  ,  Vi,  Vo  comme  données,  les  huit 
fonctions  «,,  bi,  devront  satisfaire  seulement  aux  sept  équations 
(9),  (10),  (11),  (12),  (16);  une  de  ces  fonctions  pourra  donc  être 
choisie  arbitrairement.  Je  laisse  de  côté  tout  ce  qui  concerne 
l'étude  de  ce  sjstème  de  sept  équations  différentielles. 

Si  l'on  applique  aux  surfaces  réglées  la  transformation  géomé- 
trique ponctuelle  qui  a  été  définie  et  étudiée  au  n"  84(3,  on  est  mis 
sur  la  voie  d'une  proposition  intéressante  relative  aux  surfaces 
engendrées  par  des  cercles. 
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En  effet,  la  transformation  du  n"  840  fait  correspondre  à  toute 
surface  réglée  (R»  une  surface  (K)  engendrée  par  des  cercles 
normaux  à  la  sphère  fixe  (  S\:  et.  de  plus,  si  l'on  désigne  l'élé- 
ment linéaire  euclidien  de  (K)  par  ds  et  par  dS  l'élément  linéairo 
cajieyen  de  (R)  par  rapport  à  i  S  ),  on  aura  (n°  849) 

..;.  ./S^=  '— — -rA^ 

R  étant  le  ravon  de  la  sphère  (S)  et  x,  y.  z  désignant  les  coor- 
données du  point  de  la  surface  (K). 

Donc,  à  toutes  les  surfaces  réglées  admettant  le  même  élé- 
ment linéaire  relativement  à  la  sphère  (S)  choisie  comme 
quadrique  fondamentale,  correspondent  des  surfaces  engen- 
drées par  des  cercles  normaux  à  (S)  et  pour  lesquelles  le 
quotient 


(  ./•■- 


a  la  même  expression.  On  peut  donc  établir,  entre  toutes  ces 
surfaces  engendrées  par  des  cercles  orthogonaux  à  la  sphère  (S), 
une  correspondance  avec  similitude  des  éléments  infiniment 
petits.  Nous  allons  généraliser  cette  proposition  et  l'étendre  à 
toutes  les  surfaces  engendrées  par  un  cercle. 

i.  Les  surfaces  engendrées  par  des  cercles  ont  déjà  été  étudiées 
d'une  manière  assez  complète  (').  Nous  établirons  tout  d'abord 
quelques  propriétés  essentielles  dos  trajectoires  orthogonales  de 
tous  les  cercles. 

Rapportons  chaque  cercle  (G)  de  la  surface  à  un  trièdre 
mobile  (  T)  ayant  pour  sommet  le  centre  du  cercle  O.  pour  axe 
des  z  la  perpendiculaire  au  plan  du  cercle,  pour  axes  des  x  et 
des  ^'  deux  diamètres  rectangulaires  du  cercle.  Celte  définition  du 
trièdre  comporte  une  certaine  indétermination.  Ajoutons  de  plus 
la  condition  que  la  composante  r  de  la  rotation  autour  de  O^  soit 
nulle.  Alors  les  projections  du  déplacement  infiniment  petit  d'un 


(')  On  pourra  lire  ea  particulier  une  étude  :  Sur  les  surfaces  à  génératrice 
crrulaire.  insérée,  en  i8S5.  au  Tome  II  (3*  série)  des  Annales  de  l'École  Nor- 
male supérieure  par  M.  Dem.^rtres. 

DARBOUX.    —    IV.  32 


498  NOTES   DE    L'AUTEUR.    —    NOTE    IX. 

point,  de  coordonnées  relatives  x^  y,  z  seront 

/    dx  -+-  (■  H-  fj  z)  de, 
(i 8 )  '   dy  -t-  (  r,  —pz)  dv, 

\   dz  -)-  (  ^  H-  p  Y  —  qc  ")  dv. 

\>  désignant  la  variable  dont  dépend  la  position  du  trièdre.  Nous 
allons  appliquer  ces  formules  à  la  surface  (1)  engendrée  par  le 
cercle  (G). 

Si  p  désigne  le  rayon  de  ce  cercle,  les  coordonnées  d'un  de  ses 
points  auront  pour  valeurs 

(19)  ./;  =  p  cosw,         V  =  p  s\ïiu,         z  —  (). 

En  appliquant  donc  les  formules  (18),  on  trouvera  sans  peine, 
pour  l'élément  linéaire  de  (2),  l'expression  suivante 

(  :io)  ds-  =  p-  du-  ■+-  i  p  (r,  cos  u  —  \  sia  a  ')  du  dv  -+-  M  c/r-, 

M  ayant  pour  valeur 

(  i>i  ;  M  =^  p'-  H-  ç-  -^-  T,-  -h  (  ^  -4-  y?  p  sin  u  —  q  ^  cos  u  )- 

H-  2/?p'(E  (^OS«  H-  r,  sillZf  ). 

Il  résulte  immédiatement  de  ces  formules  que  les  trajectoires 
orthogonales  des  génératrices  circulaires  seront  déterminées  par 
l'équation  différentielle 

(  22  )  p  du  -H  (  T,  COS  U  —  H  sin  w  )  dv  =^  o, 

qui  est  bien  une  équation  de  Riccati.  Ainsi  se  trouve  rétabli  le 
résultat  que  l'on  doit  à  M.  Demartres,  et  le  lecteur  reconnaîtra 
aisément,  d'après  la  signification  géométrique  de  u,  qu'il  peut 
s'énoncer  sous  la  forme  suivante  : 

Le  rapport  anharmonique  des  points  où  quatre  trajectoires 
orthogonales  quelconques  coupent  un  même  cercle  est  constant. 

Cette  proposition  avait  déjà  été  donnée  par  MM.  É.  Picard  et 
Ribaucour  (n"  1006),  pour  le  cas  des  surfaces  enveloppes  de 
sphères. 

Il  en  résulte,  on  le  reconnaît  aisément,  qu'au  lieu  de  définir  le 
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cercle  (C)  par  les  équations  (19),  on  peut  employer  les  suivantes 


[  /-a 

\  j-  ^  M   =  a • 

1  /  —  > 


(23) 


t  —  3. 

a,  b,  a,  3  étant  des  fonctions  de  v  assujetties  à  la  condition 

(24)  (ib  =  p-. 

et  t  étant  une  variable  qui  demeurera  constante  sur  chaque 
trajectoire  orthogonale  des  génératrices  circulaires  ;  a  ei  b. 
comme  x  et  5,  seront  des  fonctions  imaginaires  conjuguées. 

Avec  les  formules  (^23),  l'élément  linéaire  de  la  surface  (2), 
défini  par  la  formule 

ds-  =  [dx-i-idy-i-(}  -r-  iT,)dv]  [dx—idy  -h  (;  —  f'T,)</i]  -!-  (^  ->-py  —  qxydv- 

prendra  la  forme  suivante  : 
On  aura 

[    d.r  -^  idv  -f-  (^  -!-  ir,)di  =  "^f^~r^^^  [dt  ^V  (t)  dv], 

j:  }  d.r  —  /■  dy  ^  '  ;  —  /r.  I  d^  =  ^'  "^  ^./  [dt  -^  Po(0  dv]. 


/  — 


P.  Pu,  Q  étant  des  polynômes  du  second  degré  en  t,  dont  les 
coefficients  seront  des  fonctions  de  v.  Il  viendra  donc 

(26)     fA-  =   , _^l-.f_  - ,,  ;  =  '  ^  —  .5 '-[^^ -^-  P(o«?»-] [dt -+- Po(orf^] -f-  Q-^/ 1 fi^r-  :, 

Pour   que  les  courbes   de    paramètre    t   soient  les  trajectoires  ^ 

orthogonales,  il  faudra  que  le  terme  en  dvdt  disparaisse,  c'est- 
à-dire  que  l'on  ait 

(27)  P(/)-f-Po<:n  =  o. 

En  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  puissances  de  ^,  on  aura  trois 
équations  auxquelles  devront  satisfaire  les  fonctions  a,  3,  a,  b  et 
leurs  dérivées.  Ces  équations  contiendront  d'ailleurs  ;,  r,.  En  les 
supposant    vérifiées,    on    trouvera   pour   l'élément   linéaire    de  la 
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surface  l'expression 

(■^8)  ,  '*■'  =  -  (7=W^t*=-  F(0*'], 

F(^)    désignant   le  polynôme    du    cjualrième    degré   défini    par 
l'équation 

qnt) 


(29)  F(o  =  -P2(;o 


(  a  —  8  y- 


Les  cinq  coefficients  de  F(f)  sont  des  fonctions  de  v  composées 
avec  les  translations  H,  n-,  Ç,  les  rotations/),  q^  les  fonctions  a,  b. 
a,  p  et  leurs  dérivées  premières.  Si  l'on  se  donne  ces  cinq  coeffi- 
cients a  priori,  les  neuf  fonctions  précédentes  devront,  par  suite, 
satisfaire  à  cinq  équations.  Il  faut  leur  adjoindre  les  trois  équa- 
tions résultant  de  l'identité  (27);  de  sorte  que  les  neuf  fonctions 
H»  "^î  C?  Pi  <]i  (i,  b.  a,  S  devront  satisfaire  seulement  à  huit  équa- 
tions, où  figureront  d'ailleurs  les  dérivées  des  quatre  dernières. 
Puisqu'on  a  huit  équations  pour  neuf  fonctions,  l'une  de  ces  fonc- 
tions pourra  être  choisie  arbitrairement.  Ainsi,  il  existe  une  inji- 
nité  de  surfaces  à  génératrices  circulaires^  contenant  dans  leur 
équation  une  fonction  arbitraire,  et  pour  lesquelles  le  poly- 
nôme F(i)  a  la  même  expression.  Les  éléments  linéaires  de  deux 
de  ces  surfaces  étant  évidemment  proportionnels,  on  pourra 
établir  entre  elles  une  correspondance  avec  similitude  des  élé- 
ments infiniment  petits,  C'est  là  le  fait  essentiel  que  nous  voulions 
établir. 

Si  l'on  suppose  en  particulier  que  le  polynôme  F(0  ^^^  '^ous  ses 
coefficients  constants,  on  obtiendra  toutes  les  surfaces  pour  les- 
quelles les  cercles  constituent  une  famille  isotherme  ('). 

5.  Pour  donner  plus  de  précision  à  la  proposition  générale  que 
nous  venons  d'établir,  considérons  sur  la  surface  (2)  deux  trajec- 
toires orthogonales  des  cercles  correspondant  aux  valeurs  ^o,  /^ 


(')  Ces  s-urfacos  ont  été  détermininées  par  M.  Demartres  daus  son  Mémoire 
sur  les  surfaces  qui  sont  divisées  en  carrés  par  une  suite  de  cercles  et  leurs 
trajectoires  orthogonales  inséré  en  1897  aux  Annales  de  l'Ecole  Normale 
supérieure  (t.  IV,  3"  série,  p.  i/p). 
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de  t  et  construisons,  pour  chaque  cercle  (G)  de  la  surface,  la 
sphère  (S)  qui  le  coupe  à  anj;le  droit,  aux  deux  points  où  11  est 
rencontré  par  les  trajectoires  précédentes.  Si  R  est  le  ravon  de 
cette  sphère  variable  et  si  S  désigne  la  puissance  d'un  point  rela- 
tive à  cette  sphère,  un  calcul  facile  montrera  que,  pour  chaque 
point  du  cercle  (G)  de  la  surface,  on  a 

Par  suite  l'élément  linéaire  donné  par  la  formule  (28)  peut  se 
mettre  sous  la  forme 


(3i)  (isi={^yuo—fi)- 


'  —  /„  ■-<  t  —  t,  > 


de  sorte  que,   pour  deux  surfaces  correspondant  au  même  polv- 
nome  F(/  ).  le  produit 

2R     - 

aura  la  même  valeur. 

Celle  remarque  détermine  la  valeur  exacte  du  rapport  de  simili- 
tude en  deux  points  correspondants. 

Si  l'on  suppose  que  tous  les  cercles  ^G  j  soient  normaux  à  une 
sphère  fixe  (S),  les  points  où  le  cercle  variable  (C)  coupe  cette 
sphère  décrivent  deux  trajectoires  orthogonales  des  cercles:  et  si 
l'on  applique  la  remarque  précédente  en  choisissant  ces  deux 
trajectoires  orthogonales  particulières,  on  retrouve  la  proposition 
du  n"  3  de  cette  Note,  qui  nous  a  servi  de  point  de  départ. 

Inversement,  l'emploi  de  quelques  considérations  de  Géométrie 
infinitésimale  permet  de  rattacher  le  théorème  général  à  la  propo- 
sition particulière  du  n"  3. 


NOTE  X. 


SUR  LES  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES. 


1.  Aux  n°'  718  et  1078,  j'ai  fait  allusion  à  une  méthode  qui 
permet,  dans  certains  cas,  d'obtenir  des  résultats  plus  complets  et 
de  résoudre  des  équations  aux  dérivées  partielles  qui  échappent 
aux  méthodes  de  Monge  et  d'Ampère;  je  vais,  dans  cette  Note, 
reproduire  textuellement  les  points  essentiels  du  travail  que  j'ai 
composé  sur  ce  sujet  et  qui,  présenté  en  mars  1870  à  l'Académie 
des  Sciences  ('),  a  été  reproduit  la  même  année  au  tome  VII  des 
Annales  de  l'Ecole  Normale  (T"  série). 

Soit 

(  I )  f{^7  y,  ^;  p,  q^  r,  s,  0  =  0 

l'équation  proposée,  et  soit 

(  i  )     X  dx  -h  \  dy  -^Z  dz  -^  F  dp  -+-  O  de/  -+-  R  dr  -+-  S  (/.v  -t-  T  dt  =  o 

sa  différentielle  totale;  adoptons,  pour  résoudre  la  question,  la 
méthode  du  changement  de  variables  employée  avec  tant  de  succès 
par  Ampère  et  par  Cauchy.  Pour  cela,  nous  remplacerons  x  el  y 
par  les  variables  indépendantes  x,  jk,,  ;  ^o  étant  une  fonction  de  ce 
et  de  y  que  l'on  pourra  déterminer  comme  on  le  jugera  convenable. 
Nous   aurons    d'abord   les   relations   suivantes,    qui   sont   bien 


(')  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXX,  p.  67 
et  -46. 
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connues  : 

4>'o  'ho  àVo  '^.»  0  fJvo  'ho 

,  ,,  àz  ')y  lip  à  y  i)q  ày 

(4)  _=/>-H7-|-,  -f-^r^s^^  -J-=s^t^' 

àx  'J.r  i).r  àx  nx  ôx 

De  plus,  les  conditions  d'intégrabilité  prendront  la  forme 

/    dp    _  dq    i)y  dq   à  y 

àyo        àx  <)yo  àvo  àx 
,    àr          as    ày  as    ày 

'  o'>'o        àx  àyo  'h'o  àx 

as    _    àt    àr  àt    ày 

\  àro        àx  ày,)  'ho  àx 

A  ces  équations  il  faut  joindre  la  suivante,  obtenue  en  prenant 
la  dérivée  de  l'équation  (i)  par  rapport  k  yo  '■ 

àr  àz  àp  àq  àr  as  àt 

àvo  ày,)  ày  0  àvo  ai  o  àyo  àyo 

Servons-nous  maintenant  des  équations  (3),  (4),  (5)  pour  éli- 
miner de  l'équation  précédente  toutes  les  dérivées  par  rapport  à  j'o? 

excepté  -^r  et  3-7  ;  nous  obtiendrons  la  nouvelle  équation 

-[4:-«(*V-^^- 

Or  on  peut  supposer,  d'après  des  principes  qu'il  est  inutile  de 
rappeler  ici,  que  ^0  a  été  choisi  de  manière  que  l'équation  suivante 

soit  satisfaite. 

L'équation  [a)  se  réduit  alors  et  devient 

^  àx  àx  àx  àx 
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ce  que  l'on  peut  encore  écrire,  en  tenant  compte  de  l'équation  (6), 

(7)  Y  -j-  La  -h  Vs  -H  0/  -h  R  -, h  T  — —  =  (). 

ox  oy 

()x 

Nous  avons  donc,  en  résumé,  à  déterminer  les  sept  inconnues  1', 
z^  yy,  g,  /•,  s^  t  fonctions  de  x  et  de  j,,,  et  satisfaisant  aux  équa- 
tions (i),  (3),  (4)  (6),  (7).  On  peut  même  remplacer  l'équation 
proposée  par  sa  dérivée  prise  par  rapport  à  x^  qui,  en  tenant 
compte  de  l'équation  (7),  prend  la  forme  simple 

(8)  \-+-  Zp-+-  1*/-+-  (».s  H-  n        -    -4-T— —  ==0. 

(fx  ()y 


Or,  parmi  les  équations  (3),  (4),  (ti),  (7).  (8),  six  ne  con- 
tiennent pas  la  variable  y^^\  mais,  comme  il  y  a  sept  inconnues, 
le  changement  de  variables  n'a  plus  ici  la  même  utilité  que  dans  le 
cas  du  premier  ordre;  il  ne  peut  donner  la  solution  complète  du 
problème. 


2.  La  méthode  précédente  est  susceptible  d'une  grande  simpli- 
fication dans  le  cas  très  important  où  l'équation  proposée  est  de 
la  forme 

(9')  H/-  -+-  9,K.v  -f-  L /  H-  M  -f-  N(/-/  —  .V-  )  =0, 

H,  K,  L,  M,  étant  des  fonctions  quelconques  de  x,  y,  z,  p,  q. 
On  peut  ici  se  servir  des  équations 

<)p  <))'  ()q  i)y 

-T-  =  r-+-s~-,  -^   =s  -^  f  -•-  • 

iJx  l)X  llX  (IX 

Si  l'on  déduit  de  ces  deux  équations  /■,  s  en  fonction  de/,  et  que 
l'on  substitue  leurs  valeurs  dans  l'équation  proposée  (9),  il  arrive. 
par  suite  de  la  forme  particulière  de  cette  équation,  que  le 
coefficient  de   t   s'annule;   t  disparaît  du  résultat.   On  est  ainsi 
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conduit  au  système  suivant  : 


àx 


(lo) 


I  f)x  ax  I 

Vit- '"■'■£)- ^-t-^'-^m-''^ 


')z.  .)y 


qui  ne  contient  plus  les  dérivées  du  second  ordre  r,  ^,  t.  mais 
seulement  z,  r,  j9,  q  et  leurs  dérivées  par  rapport  à  x.  Ce  sont  les 
équations  de  Monge,  auxquelles  il  faudrait  joindre  les  suivantes 


Oq    t)y 

àv    ,)q 

=  ^, 

àz 

Tr  /M. 

i)x  ôy^ 

àVii 

<^.»o 

=  y 


ày 


pour  la  détermination  complète  de  y,  z,  p,  q. 

Ainsi,  dans  le  cas  que  nous  venons  d'examiner,  et  qui  a  été 
jusquici  presque  le  seul  considéré  par  les  géomètres,  la  forme 
particulière  de  l'équation  permet  d'éliminer  du  système  des  équa- 
tions aux  dérivées  ordinaires  considérées  plus  haut  les  trois 
dérivées  r.  s^  t.  Hàtons-nous  de  dire  qu'une  pareille  simplification 
ne  constitue  que  rarement  un  avantage,  et  que  des  simplifications 
analogues  se  présentent  dans  tous  les  ordres,  quand  les  équations 
ont  une  forme  convenablement  choisie. 

3.  On  a  vu,  dans  les  deux  paragraphes  précédents,  que  le 
problème  des  équations  d'ordre  supérieur  se  sépare  très  nettement 
du  preblème  relatif  aux  équations  du  premier  ordre.  Pour  le 
premier  ordre,  en  etlet,  la  méthode  du  changement  de  variables 
ramène  la  question  à  l'intégration  d'un  système  complet  d'équa- 
tions aux  dérivées  ordinaires.  Pour  le  second  ordre  et  pour  les 
ordres  supérieurs,  il  v  a  au  contraire  moins  d'équations  que 
d'inconnues  à  déterminer.  Les  remarques  qui  suivent  paraissent 
accuser  aussi  une  différence  profonde  entre  les  deux  problèmes. 

Puisque,  dans  le  cas  où  Ton  se  borne  aux  inconnues  y,  z,  p,  q, 
r,  5,  t.  on  a  une  équation  de  moins  qu'il  ne  faudrait  pour  la  solu- 
tion cherchée  du  problème,  il  est  naturel  de  se  demander  si.  en 
adjoignant  aux  inconnues  précédentes  les  quatre  dérivées 
partielles  du  troisième  ordre,  que  nous  appellerons  a^  !3,  y.  o.  on 
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ne  parviendrait  pas  à  un  nombre  d'équations  suffisant  pour  déter- 
miner comme  fonctions  de  a?,  non  seulement  les  inconnues  primi- 
tives, mais  aussi  a,  (3,  y.  ô.  Il  se  présente  ici  un  fait  important,  et 
qui,  je  crois,  n'a  pas  été  remarqué.  Le  nombre  des  équations  ne 
contenant  pas  j^o  est  encore  inférieur  d^une  unité  au  nombre 
des  fonctions  inconnues.  Ces  équations  ne  suffisent  donc  pas  à 
déterminer  les  inconnues,  considérées  comme  fonctions  de  la  seule 
variable  x]  mais  la  différence  entre  le  nombre  des  équations  et 
celui  des  inconnues  reste  la  même  qu'auparavant  :  elle  est  égale  à 
l'unité.  Il  en  est  de  même  si.  au  lieu  de  s'arrêter  au  troisième 
ordre,  on  continue  les  calculs  jusqu'à  un  ordre  quelconque  :  il  y  a 
toujours  une  équation  de  moins  qu^il  n^y  a  d'inconnues. 

Les  résultats  précédents  établissent,  on  le  voit,  une  différence 
essentielle  entre  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  et  celles  des  ordres  supérieurs.  Pour  les  équations  du 
premier  ordre,  le  nombre  des  équations  contenant  seulement  les 
dérivées  par  rapport  à  x  est  toujours  égal  au  nombre  des  fonctions 
inconnues.  Il  n'en  est  plus  de  même  pour  les  équations  d'ordre 
supérieur.  Pour  l'équation  de  Monge,  par  exemple,  considérée  au 
n°  2,  on  n'a  que  trois  relations  pour  déterminer  ^,  /?,  g,  y  consi- 
dérées comme  fonctions  de  x.  On  sait  tout  le  parti  que  l'on  tire 
d'ailleurs  de  ces  relations  différentielles  :  toutes  les  fois  qu'elles 
offrent  deux  combinaisons  intégrables,  on  peut  résoudre  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  proposée,  ou  du  moins  la  ramener  à 
une  équation  du  premier  ordre. 

Les  remarques  que  nous  avons  faites  indiquent  de  même,  pour 
les  équations  du  second  ordre,  la  méthode  suivante  : 

On  essayera  de  trouver,  en  dehors  de  l'équation  proposée,  deux 

combinaisons  intégrables  des  équations  en  y^  z,  /?,  q^  r,  s^  t.  Si 

ces  combinaisons  existent  dans  les  deux  systèmes  que  l'on  obtient 

dx 
en  prenant  successivement  pour  -—  l^s  deux  racines  de  l'équation 

du  second  degré  (6)  qui  détermine  celte  dérivée,  le  problème 
pourra  être  considéré  comme  entièrement  résolu  ;  si  l'on  n'a  pas 
de  combinaison  intégrable,  on  aura  recours  aux  équations  qui 
contiennent  les  dérivées  du  troisième  ordre.  Alors  mênrie  que  les 
premières  équations  ne  fourniraient  pas  de  combinaisons 
susceptible  d^ intégration.,    le  second  système  formé  avec   les 
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dérivées  prises  j usqu* au  troisième  ordre  pourra  en  donner.  Si 
ce  système  n'est  pas  susceptible  d^ intégration  partielle.,  on  ira 
jusqu^aux  dérivées  du  quatrième  ordre,  et  Von  pourra  atoir 
des  combinaisons  intégrables :  et  ainsi  de  suite. 

\.  La  remarque  énoncée  à  la  fin  du  paragraphe  précédent  me 
paraît  conduire  à  une  méthode  plus  générale  que  celles  qui  sont 
habituellement  employées.  On  peut,  du  reste,  présenter  cette 
méthode  sous  un  autre  point  de  vue  qui  permet  d'obtenir  plus  faci- 
lement les  systèmes  successifs  que  l'on  aura  à  intégrer  partiellement. 

Supposons  que  l'un  quelconque  de  nos  systèmes  conduise  à 
deux  combinaisons  intégrables 

¥{x,Y.z.p.q,  ...i  =  const..         F,  <'.r.  r.  r. />.</....  i  =  oonst. 

Les  deux  constantes  qui  figurent  dans  ces  é(\\xdXioiis  doivent  être 
considérées  comme  des  fonctions  inconnues  de  y«.  Eliminant  j^o- 
on  est  conduit  à  une  équation  de  la  forme 

F  =  fonction  arbitraire  de  Fi- 

Celte  dernière  relation  peut  être  évidemment  considérée  comme 
une  nouvelle  équation  aux  dérivées  partielles,  compatible  avec  la 
proposée,  et  qui  admet  en  commun  avec  elle  une  intégrale  avec- 
une  fonction  arbitraire.  Nous  sommes  donc  conduits  à  la  solu- 
tion de  la  question  suivante,  qui  répond  à  ce  deuxième  mode 
d'exposition  : 

Trouver  une  équation  aux  dérivées  partielles 

\  =  a 

du  n'^"""  ordre,  admettant,  en  commun  avec  la  proposée,  une 
solution  contenant  au  moins  une  fonction  arbitraire. 

Pour  cela,  il  suffit  de  remarquer  que  la  proposée,  différentiée 
n  —  I  fois,  donne  n  équations  contenant  les  dérivées  d'ordre  n~  i, 
au  nombre  de  n  -+-  2.  L'équation  ^  =  a.  dilTcrentiée  successi- 
vement par  rapport  à  j:  et  à  y,  donne  deux  équations  contenant, 
elles  aussi,  les  dérivées  d'ordre  n  -r  i  •  On  a  donc  en  tout  n  —  2 
équations  contenant  linéairement  les  dérivées  d'ordre  n-\-i.  et  qui 
déterminent  ces  n-t-2  dérivées  en  fonction  des  dérivées  d'ordre 
inférieur,  si  les  deux  équations  aux  dérivées  partielles  dont  on 
cherche  la  solution  commune  sont  prises  arbitrairement.  Mais  ici 
cela  ne  doit  pas  être;  sans  cela  les  dérivées   d'ordre   supérieur 
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à  /i -4- I  se  délermineraient  toutes,  comme  les  dérivées  d'ordre 
w -f- I ,  en  fonction  des  dérivées  d'ordre  moindre;  puiscjue,  une 
fois  obtenues  toutes  les  dérivées  d'ordre  n  +  i  en  fonction  des 
dérivées  d'ordre  inférieur,  on  n'aurait  qu'à  dériver  toutes  les  équa- 
tions qui  donneraient  chacune  de  ces  dérivées  pour  avoir  les 
dérivées  d'ordre  supérieur;  et  la  solution  commune,  si  elle  existait, 
ne  pourrait  contenir  tout  au  plus  qu  un  nombre  limité  de  constantes 
arbitraires.  Il  faut  donc  que  ces  w  +  2  équations  contenant 
linéairement  les  71  +  2  dérivées  d'ordre  n  4-  i  forment  un  système 
indéterminé,  ce  qui  donne  deux  équations  de  condition.  Comme 

deux  des  équations  contiennent  les  dérivées  de  V  ,  -r-  ?  -r-?  -r-  '  -r-  5 

^  àx     ày     az     dp 

iïS  .  ...  . 

,-  j  •  •  •  ?  les  relations  de  condition  doivent  être  considérées  comme 

deux  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  auxquelles 
doit  satisfaire  la  fonction  V.  Ces  équations  sont  homogènes  et  du 
second  degré  par  rapport  aux  dérivées. 

Ce  qui  précède  explique  et  généralise  la  remarque  par  laquelle 
Bour  a  établi  que  l'on  peut  toujours  reconnaître  si  l'application 
des  méthodes  de  Monge  et  d'Ampère  pourra  réussir.  Bour  n'avait 
examiné  que  le  premier  cas,  celui  où  l'on  suppose  que  l'équation 
du  premier  ordre  a  une  intégrale  intermédiaire. 

5.  Les  deux  méthodes  que  nous  venons  d'indiquer  se  retrouvent 
d'ailleurs  dans  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre.  La  première,  fondée  sur  le  changement  de  variables, 
est  due,  comme  on  sait,  à  l'illustre  Cauchj,  qui  l'a  donnée 
en  18 19.  La  seconde  a  été  introduite  dans  la  Science  et  développée 
par  Jacobi.  C'est  en  essayant  d'établir  un  lien  entre  ces  deux 
méthodes  que  j'ai  été  amené  à  l'étude  dont  les  résultats  principaux 
ont  été  rapidement  indiqués  ici. 

La  seconde  méthode  permet  de  se  rendre  compte  simplement 
du  nombre  des  intégrations  qui  sont  nécessaires  pour  la  solution, 
complète  du  problème;  mais  il  est  indispensable  qu'avant  de  traiter 
ce  point,  nous  entrions  dans  quelques  explications. 

Soit  une  équation  aux  dérivées  partielles  d'ordre  n 


l  <)"  z  à"  z 

\  17"  '  àjj"~'^<)y  '  * 

Désignons  par  R,,,  R«:^i,   ...   les  dérivées   du  premier  membre 
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de    l'équalion     prises    par    rapport     aux     dérivées     d'ordre    n. 

»)'•  z  d"  z 

;r-7'   TT^r^rnJ-'    Nous  appellerons  équation  caractéristique 

de  réquation  aux  dérivées   partielles   l'équalion  suivante  à    une 

inconnue  u 

R„  u"  -i-  R„_i  «"-'  —  . . .  =  o. 

Par  exemple,  pour  l'équation  (^  i  ),  considérée  au  commencement, 
cette  équation  caractéristique  serait 

R?/-—  S«  —  T  =  ... 

Cette  définition  une  fois  comprise,  il  est  facile  de  compléter  un 
résultat  énoncé  plus  haut. 

Pour  que  l  équation  proposée 

/  '  .r.   y.   z.  p.  q.  . . .  1  :=  o 

et  l'équation  aux  dérivées  partielles  V  =  a  aient  une  solution 
commune  a\ec  une  fonction  arbitraire,  il  faut  d'abord  que  l'équa- 
tion caractéristique  deV  équation  \  ^  a  admette  une  racine  de 
V  équation 

1'  Rm"-—  S;/  —  T  =  •.. 

Ou  voit  donc  que  les  équations  V  =.  a  que  nous  cherchons  se 
divisent  en  deux  classes,  suivant  qu'elles  appartiennent  à  l'une  ou 
à  l'autre  des  racines  de  l'équation  précédente.  Pour  la  solution 
complète  du  problème,  il  sutfit  d'avoir  une  équation  de  chaque 
classe,  contenant  elle-même  une  fonction  arbitraire.  Ln  nombre 
quelconque  d'équations  diflerentielles  appartenant  à  la  même  classe 
ne  peut  donner  l'intégrale  complète  de  notre  équation.  Il  est,  du 
reste,  évident  que  si  l'équation  (  12)  est  irréductible,  si  .S- — ^W^i 
n'est  pas  carré  parfait,  il  suffira  de  changer  dans  une  intégrale  le 
signe  du  radical  pour  en  obtenir  une  nouvelle. 

Ainsi,  dans  le  cas  où  l'équation  caractéristique  est  irréductible, 
il  suffit,  pour  la  solution  complète  du  problème,  que  l'un  des 
svstèmes  à  intégrer  fournisse  deuv  combinaisons  intégrables 
correspondant  à  la  même  racine  de  l'équation  irréductible. 

.'^ilon  n'a  pas  le  nombre  voulu  de  combinaisons  intégrables,  on 
n'aura  évidemment  que  des  solutions  particulières. 

Les  méthodes  précédentes  réussiront  toujours,  il  est  facile  de  le 
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démontrer,  toutes  les  fois  que  les  intégrales  seront  de  celles 
qu'Ampère  appelle  intégrales  de  première  espèce,  et  qui  ne 
contiennent  pas  de  signe  d'intégration. 

6.  Il  est  facile  de  déduire  des  remarques  faites  plus  haut 
quelques  notions  nouvelles  sur  la  méthode  de  la  variation  des 
constantes,  méthode  à  laquelle  Bour  attachait  la  plus  grande 
importance. 

Voici,  pour  le  cas  du  second  ordre,  comment  on  devrait 
appliquer  la  méthode  de  Lagrange  ;  il  faudrait  d'abord  chercher 
une  intégrale  particulière  contenant  cinq  constantes  et,  remplaçant 
ensuite  les  constantes  par  des  fonctions  arbitraires,  en  disposer  de 
manière  que  les  expressions  des  dérivées  jusqu'au  second  ordre 
restent  toutes  les  mêmes.  On  serait  ainsi  ramené  à  un  système 
d'équations  simultanées  en  général  tout  aussi  difficile  à  intégrer 
que  l'équation  proposée;  et  par  conséquent  la  méthode  n'offre  plus 
les  mêmes  avantages  que  pour  le  premier  ordre. 

Mais  supposons  qu'au  lieu  de  connaître  l'intégrale  finie  avec 
cinq  constantes,  on  ne  connaisse  qu'une  intégrale  particulière  du 
premier  ordre  avec  deux  constantes 

(i3)  9(x,  K,  -- />.  ^7,  «;  *J  =  o. 

Cette  intégrale  satisfaisant,  quels  que  soient  a  et  è,  à  l'équation 
proposée,  si,  entre  l'équation  (  i3)  et  ses  deux  premières  dérivées, 
on  élimine  a  et  h,  on  devra  retrouver  l'équation  différentielle 
proposée.  Cela  posé,  supposons  que  a  el  b  soient,  non  plus  des 
constantes,  mais  des  fonctions  de  x,  y,  z,  p,  q;  remplaçons  b  par 
une  fonction  arbitraire  de  a,  et  déterminons  a  par  l'équation 

^^o        f)o  db 

*-''*^  7kl  ^  à'b  d^^""' 

a  deviendra  une  fonction  de  x,  y,  z.  p.  q,  déterminée  par  l'équa- 
tion (  i4);  les  deux  dérivées  de  l'équation  (  i3)  ne  changeront  pas 
de  forme,  et  l'on  aura  cette  fois  u?ie  intégrale  intermédiaire 
avec  une  fonction  arbitraire  déduite  d'une  intégrale  ne  contenant 
que  deux  constantes. 

Le  même  théorème  s'applique  à  toutes  les  équations  V  =  a 
considérées  au  n°  4-. 


NOTE   XI, 


SUR  L'ÉQUATION  AUXILIAIRE. 


1.  Dans  un  Article  inséré  en  mars  i883  au  tome  XCVI  des 
Comptes  rendus  (  '  ),  j'ai  introduit  une  notion  qui  me  parait  utile  : 
celle  de  l  équation  auxiliaire  d'une  équation  différentielle  ordi- 
naire, ou  dune  équation  aux  dérivées  partielles  contenant  un 
nombre  quelconque  de  variables  indépendantes.  Comme  l'équation 
auxiliaire  intervient  dans  l'étude  des  deux  problèmes  de  Géométrie 
qui  font  l'objet  principal  de  la  dernière  Partie  de  cet  Ouvrage,  je 
vais  en  dire  quelques  mots,  sans  entrer  d'ailleurs  dans  l'étude 
détaillée  et  approfondie  de  ses  diverses  applications. 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  une  équation  quelconque, 
différentielle  ou  aux  dérivées  partielles,  définissant  une  fonction  z 
d'une  ou  de  plusieurs  variables  indépendantes.  Si  l'onv  remplace -r 
par  z-  -^  tz\  que  l'on  développe  suivant  les  puissances  de  £  et  que 
l'on  égale  à  zéro  le  coefficient  de  s,  on  aura  une  équation  linéaire 
et  homogène  par  rapport  à  z\  que  j'appellerai  l'équation  auxi- 
liaire de  l'équation  proposée.  L'équation  auxiliaire  définit  les 
solutions  infiniment  voisines  d'une  solution  donnée;  elle  a,  par 
conséquent,  une  signification  qui  ne  dépend  en  aucune  manière  du 
choix  des  variables  indépendantes  et  qui  subsiste  après  un  chan- 
gement quelconque  de  variables. 

La  notion  de  l'équation  auxiliaire  se  généralise  sans  difficulté  et 
s'étend  à  tout  système  d'équations  différentielles  ou  aux  dérivées 


(  ■  )  Dabboux  (G.).  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  {  Comptes  rendus, 
t.  XCVI.  p.  766;  19  mars  i883). 
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partielles;  chaque  système  de  ce  geni-e,  quel  que  soit  le  nombre 
des  équations,  des  fonctions  inconnues  ou  des  variables  indépen- 
dantes, admet  un  système  auxiliaire  qui  définit  ce  que  l'on  peut 
appeler  toutes  les  solutions  infiniment  voisines  dune  solution 
donnée.  Pour  obtenir  le  système  auxiliaire  on  remplacera  chaque 
fonction  inconnue  u,  par  ui-\-eu].  et  l'on  égalera  à  zéro  la  dérivée 
de  chaque  équation  par  rapport  à  s,  en  faisant  £  =  o  après  la 
dérivation  (  '  ). 

2.  Lorsqu'on  sait  intégrer  complètement  un  système  d'équations 
difTérentielles  ou  aux  dérivées  partielles,  on  sait  évidemment  inté- 
grer le  système  auxiliaire.  11  suffit,  pour  cela,  de  substituer  à 
chacune  des  équations  finies  qui  constituent  l'intégrale  sa  variation 
première,  obtenue  en  faisant  varier  toutes  les  arbitraires,  constantes 
ou  fonctions,  qui  entrent  dans  cette  équation,  et  toutes  les  fonctions 
inconnues  u;  dont,  conformément  ù  la  notation  déjà  employée,  on 
remplacera  les  variations  ôm,  par  u].  Si,  par  exemple,  il  s'agit 
d'une  équation  difiérentielle  du  second  ordre  dont  l'intégrale 
générale  est  définie  par  la  formule 

u  =/(.r,  c,  Cl), 

l'équation  auxiliaire  aura  pour  intégrale 

.      '\f  ._  '\f    , 

<IC  IJCy 

c'  et  c\  désignant  deux  constantes  nouvelles  indépendantes  de  c 
et  de  c<. 

S'il  s'agit,  au  conti'aire,  d'une  équation  aux  dérivées  partielles 
admettant  une  intégrale  définie  par  des  équations  de  la  forme 
suivante,  où  cp(a),  '^{'^)  désignent  les  deux  fonctions  arbitraires. 

::=  /[a.  3.  zU),  9'(a),  ....  'bÇ^\  ■h' C^),  .  .  .  |. 
.x=/i[a,  ,3.  ç(a),  9'(a).  .  .  . ,  .^(  3),  d.'(p).  .  .  .], 
y^M^.  3,  9(a),  9'(a),   ...,6(;i),  J;'(3),   ...], 

(1)  On  pourrait  généraliser  cette  notion  du  système  auxiliaire  en  faisant  varier 
dans  les  équations,  non  seulement  les  fonctions  inconnues,  mais  encore  certaines 
arbitraires,  constantes  ou  fonctions.  Alais  on  peut,  en  introduisant  des  inconnues 
nouvelles,  i-amener  cette  méthode  plus  générale  à  celle  que  nous  employons  dans 
le  texte. 
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on  aura  à  joindre  à  ces  trois  équations  l^es  suivantes  : 


d:i 


°=  —  f -2^,'«'(<-23#k.'''^*'<p>' 


où  oo(a),  4'o(;3)  désignent  deux  nouvelles  fonctions  arbitraires  et 
entre  lesquelles  on  pourra  éliminer  les  variations  a  .  S'  de  y.  et 

de  j3  (').  Nous  représentons  par-p»  -^«  •••  les  dérivées  complètes 
prises  par  rapport  à  a  el  à  6. 

3.  Comme  le  svstèrae  auxiliaire  est  linéaire,  son  étude  est 
relativement  facile:  et  elle  peut  fournir  des  conclusions  précises 
relatives  au  système  proposé.  Supposons,  par  exemple,  qu'étant 
donnée  une  seule  équation  aux  dérivées  partielles,  l'on  demande 
que  cette  équation  admette  une  intégrale  générale  dans  laquelle 
figureront,  sans  aucun  signe  d'intégration,  des  fonctions  arbi- 
traires avec  leurs  dérivées,  jusqu'à  des  ordres  déterminés  pour 
chacune  des  fonctions.  11  devra  en  être  de  même  pour  l'équation 
auxiliaire  en  z ,  quand  on  a-  remplacera  z  par  une  solution 
quelconque  de  l'équation  proposée. 

Cette  condition,  nous  l'avons  vu  pour  le  cas  de  deux  variables 
indépendantes,  se  traduira  analytiquement  par  certaines  relations 
entre  les  invariants  de  l'équation  auxiliaire.  En  écrivant  ces 
relations,  on  obtiendra  de  nouvelles  équations  aux  dérivées  par- 
tielles en  z,  qui  devront  être  vérifiées  en  même  temps  que  l'équa- 
tion proposée.  La  solution  de  la  question  proposée  pourra  être 
ainsi  ramenée  à  de  simples  éliminations. 

4.  Laissant  de  côté  les  nombreuses  applications  que  l'on  peut 
faire  de  ces  remarques,  j'étudierai  plus  spécialement  les  deux 
problèmes  de  Géométrie  suivants. 

Considérons  une  surface  (^"l  et  cherchons  toutes  les   surfaces 


(')  On  pouna  utiliser  de  même  toutes  les  solutions  incomplètes,  pourvu  qu'elles 
contiennent  des  arbitraires,  constantes  ou  fonctions,  que  l'on  pourra  faire  varier. 
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infiniment  voisines  qui  peuvent  former  avec  (2)  une  famille  de 
Lamé,  c'est-à-dire  une  famille  d'un  système  triple  orthogonal. 
Si  p,  p4,  pa  désignent  les  paramètres  des  trois  familles  qui  com- 
posent un  système  orthogonal  et  si  l'élément  linéaire  de  l'espace 
est  donné  par  la  formule 

H,  H|,  Ha  satisfont  à  des  relations  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  que  nous  avons  déjà  démontrées  au  n"  149  ('). 
Supposons  que  la  surface  (2)  fasse  partie  de  la  famille  de  para- 
métre pa-  Comme  les  surfaces  de  paramètres  p  et  pi  la  coupent 
suivant  ses  lignes  de  courbure,  on  peut  dire  qu'en  chacun  de  ses 
points,  les  variables  p,  p^,  les  fonctions  H  et  H,  pourront  être 
regardées  comme  connues;  et,  pour  résoudre  le  problème  proposé, 
il  suffira  de  déterminer  en  tous  les  points  de  (2),  la  fonction  Ha 
qui,  multipliée  par  la  constante  ^pa,  donne  la  distance  de  chaque 
point  de  (2)  à  la  surface  infiniment  voisine  cherchée,  surface  que 
nous  appellerons  (2').  Or  la  fonction  Ha  satisfait  (n°*  149, 1039)  à 
l'équation 

d'-B.^         I    àW  dUt         I    (^H,  d\{. 


(I) 


àpàox         H  àpi     àp  II 1     àp     âp\ 


qui,  nous  l'admettrons  ici  pour  abréger,  est  à  la  fois  nécessaire  et 
suffisante;  de  sorte  que  le  problème  est  ramené  à  l'intégration 
complète  de  cotte  équation  aux  dérivées  partielles  en  Ho. 

Cette  équation  est  l'une  de  celles  auxquelles  on  peut  ramener  la 
solution  complète  du  problème  suivant  : 

Trouver  toutes  les  surf  aces  admettant  la  même  représentation 
sphérique  que  la  surface  (D). 

Car,  admettant  les  solutions  a?,  y,  z.  elle  n'est  autre  que  l'équa- 
tion ponctuelle  relative  au  système  conjugué  formé  par  les  lignes 
de  courbure  de  (D)  et  ne  diffère  pas,  par  exemple,  de  l'équation  (6) 
du  n"  948  {voir  aussi  n"  950). 

Nous  établissons  ainsi  une  relation  entre  deux  problèmes  qui,  au 
premier  abord,  paraissent  tout  à  fait  différents  :  d'une  part,  la 
détermination  de  toutes  lés  surfaces  admettant  même  représentation 

(»)  Voir  aussi  n"  1039,  1047  et  1054. 
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sphérique  que  (2)  et,  d'autre  part,  la  détermination  des  surfaces  (2') 
infiniment  voisines  de  (2)  dans  toute  la  famille  de  Lamé  dont  fait 
partie  (2).  L  explication  de  ce  fait  apparaît  immédiatement 
lorsqu'on  se  rappelle  le  théorème  de  Ribaucour  démontré  au 
n°  972.  D'après  cette  proposition,  les  cercles  osculateurs  aux 
trajectoires  orthogonales  des  surfaces  d'une  famille  de  Lamé,  aux 
points  où  ces  trajectoires  rencontrent  lune  d'elles  (ij,  forment 
un  système  cyclique.  Par  suite,  la  surface  donnée  (2)  et  la  surface 
cherchée  (i'^  peuvent  être  considérées  comme  deux  trajectoires 
infiniment  voisines  des  cercles  qui  font  partie  dun  système 
cyclique.  Et,  de  là  résulte  la  génération  suivante  de  (2')  : 

On  construira  le  système  cyclique  le  plus  général  formé  de 
cercles  normaux  à  (2),  et  la  sur/ace  cherchée  {!/)  sera  une  de 
celles  que  nous  avons  appris  à  construire  aux  n^'  9ol  et  suii.., 
et  qui  sont  normales  à  tous  les  cercles  du  système. 

Gomme  on  sait  que  la  recherche  de  tous  les  systèmes  cycliques 
précédents  se  ramène  à  la  détermination  de  toutes  les  surfaces 
admettant  même  représentation  sphérique  que  (i^.  l'explication 
cherchée  est  ainsi  fournie  dune  manière  complète;  et  la  relation 
établie  entre  les  deux  problèmes  confirme  un  résultat  déjà  établi 
par  une  autre  voie  (n°  981  ).  mais  qui.  ici,  devient  évident  :  c'est 
que  le  problème  de  la  représentation  sphérique,  une  fois  résolu 
pour  une  surface  (i),  le  sera  par  cela  même  pour  toutes  les 
surfaces  inverses  de  (2). 

o.  Considérons  maintenant  un  autre  problème  :  la  recherche 
des  sur/aces  applicables  sur  une  surface  donnée  (i).  Si,  confor- 
mément aux  idées  précédentes,  nous  commençons  par  rechercher 
les  surfaces  applicables  sur  (2)  et  infiniment  voisines  de  (i).  nous 
savons  que  la  solution  du  problème  se  ramène  en  définitive  à 
l'intégration  d'une  équation  à  invariants  égaux 

(=)  ^  =  "■ 

Les  surfaces  pour  lesquelles  on  sait  le  résoudre  se  partagent  en 
diflérentes  classes.  Pour  chacune  d'elles,  on  connaît  les  expressions 
des  coordonnées  rectangulaires  x,  y.  z  d'un  point  de  la  surface  en 
fonction   des   paramètres  a   et    ^3  des   lignes   asymptotiques;  les 
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expressions  contiennent  au  moins  quatre  fonctions  arbitraires  de  a 
et  de  ,3.  Pour  les  surfaces  de  la/?''"""  classe,  l'intégrale  générale  de 
l'équation  en  9  comprend  deux  fonctions  arbitraires  de  a  et  de  j3, 
avec  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre />  —  i,  et  les  expressions  de  a?, 
r,  z  contiennent  2/>4-4  fonctions  arbitraires  (ou  2/> -f- 2  si  l'on 
choisit  convenablement  les  paramètres  a  et  (3).  Or  il  est  clair  que, 
si  l'on  considère  toutes  les  surfaces  qui  sont  applicables  sur  une 
surface  donnée  et  sont  déterminées  par  des  équations  qui  ne 
contiennent  que  des  fonctions  arbitraires  avec  leurs  dérivées 
jusqu'à  un  ordre  déterminé,  le  problème  de  la  déformation  infini- 
ment petite  se  résoudra  par  des  formules  qui  seront  toujours  de 
même  forme  et  de  même  nature  pour  chacune  d'elles.  Toutes  ces 
surfaces  devront  donc  faire  partie  de  l'une  des  classes  que  nous 
venons  de  définir;  et  Von  devra  pouvoir  les  obtenir  en  établissant 
des  relations  finies  ou  différentielles  entre  les  fonctions  arbi- 
traires de  a  et  de  ^  qui  figurent  dans  les  expressions  générales 
des  coordonnées  x,  y,  z  d'un  point  de  Vune  de  ces  surfaces 
exprimées  au  moyen  de  a  et  de  [3.  Telle  est  la  marche  que  nous 
allons  suivre  et  formuler  analjtiquement. 

6.  Reprenons  les  formules  du  n°  883 

(3)  \r^f 

où  9<,  60,  O3  sont  solutions  d'une  équation  de  la  forme  (2). 
Les  quantités  x^^  y^,  Z\^  définies  par  les  relations 

OÙ  0)  est  l'intégrale  la  plus  générale  de  l'équation  (2)  à  laquelle 
satisfont  6<,  O2,  0;,,  donnent  la  solution  la  plus  générale  de  l'équa- 


»=s 

^0,-.).,- 

-(0, 

'4" 

-^.%^, 

«'S 

-.§)*- 

'{- 

-'■t)* 

-»=^)-- 

-(e. 

-.9).?, 
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tion  aux  différentielles  totales 

(5)  dx  dxi  -+-  dy  dy\  -\-  dz  dzi  —  o, 

de  sorte  que,  s  désignant  une  constante  infiniment  petite, 

sont  les  coordonnées  d'un  point  d'une  surface  (i)  infiniment 
voisine  de  (-)  et  applicable  sur  (2). 

7.  Cela  posé,  si  Ion  a  établi,  entre  les  fonctions  arbitraires 
contenues  dans  les  formules  (3),  des  relations  telles  que  toutes  les 
surfaces  (2)  soient  applicables  les  unes  sur  les  autres,  et  si  l'on 
fait  varier,  non  seulement  les  fonctions  arbitraires  qui  subsistent 
seules,  mais  aussi  les  paramétres  x  et  S,  les  expressions 

(Jx  ^         dx    „ 

X  -If  OX  -^. —  03t  -i -p  OO. 

at  ai 

dy  ^  ày  .,„ 

(72  a^    ' 

àz  .  dz  _^ 

doL  dp 

OÙ  OvC,  0^-,  oz  désignent  les  variations  provenant  du  changement 
de  forme  des  fonctions  arbitraires,  seront  aussi  les  coordonnées 
d'un  point  d'une  surface  applicable  sur  (i)  et  infiniment  voisine 
de  (i).  Pour  que  cette  surface  se  confonde  avec  (i'),  il  sera 
nécessaire  et  suffisant  que  l'on  puisse  disposer  de  ôa,  0(3  de 
manière  à  satisfaire  aux  équations  (  '  ) 

,    ^  dx  ^  dx  ^^ 

I     OX  -\ —  02  -j r>   Oi  =  Xi, 

l  </2  d6    ' 

/A^  )  .  dy^  dy  ^.^ 

(6;  '_0^+^02+^^0;i=^-., 

dz  .         dz  .,^ 

3  -^    -  02  -+-  -7;  Ofi  =  ^1  : 
dz.  oç, 

et,  réciproquement,  toutes  les  fois  qu'il  sera  possible  de  satisfaire 
à  ces  équations,  toutes  les  surfaces  (2)  seront  applicables  les  unes 
sur  les  autres. 


(*)  Nous   supposons  qae   la   constante  e  ait   été  réunie  en  multiplicateur  aux 
fonctions  arbitraires  qui  figurent  dans  «o. 
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8.  Si  roEi  remarque  que  Oi,  O2,  O3  sont  les  paramétres  directeurs 
de  la  normale  à  (2),  on  peut  remplacer  les  trois  équations  précé- 
dentes par  l'unique  équation 

(7)  e  =  Qi{ox  —  Xi)  -f-  9î(o_/— ji)-h  8a(û,s  —  Sj)  =  o, 

obtenue  en  ajoutant  les  trois  équations  après  les  avoir  multipliées 
respectivement  par  6,,  ôo,  0,^. 

Celte  dernière  équation  contient  des  signes  de  quadrature,  mais 
on  peut  les  faire  disparaître  par  difFérentiation.  On  a,  en  efl'el, 
identiquement 

^2  6 


(8) 


àoi  dp  U  fM  V  à{t>        âp  ] 

âp    \      à7.  à7.    ) 

Ô63 

àp- 


SOi 


OOi 

OD» 

07. 

ôrj. 

à^. 

^8., 

ÔP 

dp 

^77  0 


Oi 


Obi 


àp 


')'-  X 1 
07.  f)[j 


Et, 

0.,  O3, 


(9) 


par  conséquent,  il  faudra  d'abord  que  les  fonctions  03,  0<, 
ôO^,  ÔÔ2,  à^i  puissent  vérifier  identiquement  la  relation 

61      06-2      0O3 


Obi 

àP 


d7 

d%i 

dp 


d^ 
doi 

d^ 
dp 


dià  n     d%x 
~  d^.O^'-dp 


d(ji 


d^i 


^S'^^'ï^^' 


qui  est  débarrassée  de  tout  signe  d'intégration.  Lorsque  cette 
équation  sera  vérifiée,  la  principale  difficulté  du  problème  aura 
disparu;  il  restera  néanmoins  à  vérifier  l'équation  primitive  (7), 
qui  n'est  nullement  une  conséquence  de  la  précédente,  mais  dont 
le  premier  membre  0  satisfera  alors,  en  vertu  de  l'identité  (8),  à 
l'équation 


d7.dp 


=  ke. 


9.  Appliquons  d'abord  cette  méthode  générale  aux  surfaces  de 
la  première  classe,  pour  lesquelles  on  a 

(10)  Oi=:AiVBi,         Oo=Ai+B.2,         e3=A3-^B3, 

Al,  A2,  A3  étant  des  fonctions  de  a  etB,,  B2,  B3  des  fonctions  de (3. 
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L'équation  à  invariants  égaux  à  laquelle  satisfont  6,,  Ôj,  83  est  ici 


(") 

et  Ton  a 


àoL  à 


^   =Oj 


X  =  A3  B,  —  A,  B3  -^  r  (Ao  rfAj  —  A3  rfAî)  —  Ti  Bo  ^B3—  Bj  rfB.), 
(12)   'I  j  =  AiB3-A3B,H-  y"(A3rfA,-A,a'A3)- /"(Bjc^Bi-Bi^Bs), 
^   z  =  A;  Bi  —  Al  B2  ^  y^  rAi  c^A;  —  A,  €/A,  )  —  /*(  Bi  rfBj—  Bj  rfB,). 

Voyons  si  ion  peut  établir  entre  les  fonctions  A  et  les  fonctions  B 
des  relations  telles  que  toutes  les  surfaces  correspondantes  soient 
applicables  les  unes  sur  les  autres.  Comme  il  doit  rester  une 
fonction  arbitraire  de  a  et  une  fonction  arbitraire  de  3.  il  est  clair 
qu'il  ne  faudra  obtenir  qu^une  relation  entre  les  fonctions  A  et 
une  entre  les  fonctions  B. 

On  a  ici 

(i3)  w  =  A-^B. 

et  l'équation  fondamentale  prend  la  forme 


(14) 


ûAi  -t-  ôBi 

SAi  --  oB. 

ÔA3-T-  ûBs 

a; 

a; 

A3 

b; 

b; 

B'3 

-S''9-«'S' 


^ 
li 


Comme,  par  sa  nature  même,  elle  se  décompose  en  relations 
linéaires  entre  les  fonctions  de  a  et  entre  les  fonctions  de  ,3  :  comme, 
d  autre  part,  A'  et  B'  s'annulent  en  même  temps  que  les  ôA,  et 
les  oB,,  on  peut  admettre  que  A'  dépend  linéairement  de  ôA,,  ÔA2, 
ôA.j  ;  que  B'  dépend  linéairement  de  ôB,,  dBo,  0B3  ;  et,  par  suite, 
l'équation  précédente  se  décomposera  dans  les  deux  suivantes  : 


(i5) 


(16) 


3Ai 

0A.2 

SA3 

A', 

A'o 

A'3 

b; 

B'„ 

B'3 

SB, 

oBo 

SB3 

A', 

a; 

A'3 

B', 

B'. 

B'3 

-a'§(a,h-bob;=o, 

-(-B'C(Af-+-B,)A;  =  o. 


Si,   dans    la  première,   on  donne  à  a  une  valeur  quelconque, 
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mais  fixe,  elle  prend  la  forme 

(  Bi  -4-  mi  )  B'i  H-  (  B.  ^^  m.  )  B;  -+-  (  B,  -+-  tn-, )  B'..  =  o, 

m),  ma,  m.s  désignant  des  constantes.  En  intégrant,  on  aura  donc 

(Bi  -+-  mj  )2-H  (Bj-f-  A»o)2-+-  (B:j-+-  7«n)-  =  const. 

Mais,  comme  il  est  permis,  dans  les  expressions  des  0,,  de  réunir 
les  constantes  mi  aux  fonctions  A,,  on  pourra  supposer  que  ces 
constantes  soient  nulles  et  ramener  l'équation  précédente  à  la 
forme 

(17)  B|  +  Bi  +  B1=2A, 

h  désignant  une  constante.  Alors  l'équation  (i5)  prendra  la  forme 

8A1        0A2        G  A:; 

A',       A'o      A',      -A'gA,B;=o, 
B'i       B2       B3 

et,  comme  il  ne  peut  exister  aucune  autre  relation  entre  les  fonc- 
tions Bj,  on  devra  annuler  le  coefficient  de  chaque  dérivée  B'  ,  ce 

qui  donnera 

(   A';,  SA2—  a;  8A3—  A'Ai=  o, 

(18)  A'i  SA3— A',  SAi— A'Ao  =  0; 
f  A'2  SA,  —  A']  8A2— A'A:j  =  o. 

On  déduira  de  là,  en  multipliant  les  trois  équations  respecti- 
vement par  A', ,  A', ,  A'^ , 


et,  par  suile, 

(19) 


Al  A',  -(-  A2  A',  -+-  A.-i  Ao  =  o, 


Af  -t-  A5  -f-  A; 


2  A] 


/^^  désignant  une  nouvelle  constante. 

L'équation  (9)  étant  vérifiée  en  vertu  des  relations  (17)  et  (19), 
il  faut  revenir  maintenant  à  l'équation  ['j).  On  a  ici 

x,=  ABi— BAi—  r(A«?Ai— Ai«rA)+  /*(B  ^Bi— B,  rfB), 

ji  =  ABo  —  B  A:,  —  /  (  A  ^A.  —  A.  rfA  )  4-   T  (  B  d?>.,—  V>.  r/B  ), 

zr  =  AB3—  BA3—  /"(A  (/A3—  A3  ^A)  +  /"(B  rfBs—  Bj  ^B). 


a  — 

■     J 

Ai  — 

B, 

a  — 

■? 

Aa- 

B, 
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Un  calcul  facile  donne,  en  tenant  compte  des  relations  (i8)  et 
des  relations  analogues  relatives  aux  fonctions  B,, 

o^  —  Xi  =  (Aï-+-  B.)  {5X3 —  SB3) 

—  (Ar,^  B,V8A.  — SBî)-+-(A  -1-  B)(Ai— Bi). 

On  déduit  de  là 

e=:  Ce,(0.r  —  ./•i;  =  (A-l-B)(2/ii—  2^). 

Il  suffira  donc  de  prendre  /i  =  /t,  et  l'on  retrouvera  ainsi,  dans 
ce  quelles  ont  d'essentiel,  les  propositions  énoncées  aux  n"''  769 
et  770. 

10.  Pour  les  surfaces  de  la  seconde  classe,  on  a 

a  K>  D/  Al  —  Ri 

e  1  =  A'i  -h  B',  —  9. 

(20)  <  e.  =  a;  -t-  B'î  —  2 

f    8:,  =  A':;  -I-  B'»  —  2 

Les  formules  qui  donnent  les  coordonnées  sont  aussi  plus 
compliquées. 

Par  exemple,  la  valeur  de  x  est 

x=  f{  A'o  A':;  —  A^,  a;  )d7i—  f{  B',  b;;  —  b:,  bx)  rf^  -h  a^,  b;  —  a^  b', 

( As—  BsH  a;  —  B',  )  —  (  A..  —  Bj^  (A',  —  B',) 

-4_  2  ■ ) 

a  —    i 

et  l'on  obtiendra  les  valeurs  correspondantes  dey  et  de  z  par  des 
permutations  circulaires  efTectuées  sur  les  indices  i,  2,  3.  La 
valeur  de  x^  est  de  même 

.ri  =  Ç{\\  A'—  A' Aï  )  doL  —   f{B\  B'—  B'B^  )  di  -h  \'B\  —  A',  B' 

(  A  -  B)  (  a;  -  B',  )  -  (  A,  -  B,  ^  (V-  B') 

-f_  2  —  • 

a  — ^ 

L'équation  à  résoudre  (9)  prend  aussi  une  forme  beaucoup 
moins  simple. 

On  parvient  néanmoins  à  en  trouver  une  solution  en  adoptant 
l'hypothèse 

(21)  oA,=  AA;=  A'A/,         5Bj=BB;— B'Bj, 
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qui  conduit  aux  valeurs  suivantes  pour  les  fonctions  arbitraires 

.  .A-  — I  A2H-I  iA 

Ai=t  -7-,  Ai=    j-7-,  A;i=    -r-;-, 

2  A  2  A  A 

(22)  { 

A  et  B  désignant  des  fonctions  arbitraires,  différentes,  bien 
entendu,  de  celles  qui  figurent  dans  les  expressions  précédentes 
de  ôAj,  dBi. 

La  solution  correspondant  à  ces  valeurs  des  fonctions  Aj,  B^ 
n'est  pas  distincte  de  celle  que  nous  avons  donnée  aux  n°'  1078- 
1080  d'après  M.  Weingarten.  Elle  convient  aux  surfaces  appli- 
cables sur  le  paraboloïde  dont  une  génératrice  est  tangente  au 
cercle  de  l'infini. 

11.  D'une  manière  plus  générale,  on  peut  se  demander  de 
trouver  quelles  seraient  les  valeurs  des  fonctions  ôj  qui  corres- 
pondraient aux  solutions  nouvelles  considérées  par  MM.  Wein- 
garten, Baroni  et  Goursat,  solutions  que  nous  avons  fait  connaître 
au  Livre  VIII,  Chapitre  XIII.  On  verra  facilement,  en  ayant 
égard  aux  formules  du  n"  916,  que,  si  p  est  la  solution  générale 
de  l'équation  (67)  du  n°  1074 


(23) 

il  faut  prendre 


à'p  V(P) 


'1  = 


â<xàl^        (i-l-ap)'- 
(i-+-a[3)2  /àp  àC        dp  àC 


}        _(i  +  cc^y/àp  àC        àpàC'\ 

(i  +  gp)^-  /àp  à(J_  àp  à(7\ 
2^7      [à^    -à^         à^    àa  )' 

G,  G',  G"  étant  les  cosinus  directeurs  donnés  par  les  formules  (32) 

(nM074). 

FIN    DE    LA    QUATRIÈME   ET    DERNIÈRK    PARTIE. 
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TABLE  ANALYTIQUE  DES   MATIÈRES 


FAR  ORDRE  ALPHABÉTIQUE  ('j. 


Action  dans  un  mouvement,  554.  Théo- 
rème de  Thomson  et  Tait,  544. 
Principe  de  la  moindre  action  dans 
le  plan,  545.  Sur  une  surface,  550. 
Action  relative  à  un  mouvement  dans 
l'espace.  ôôO,  557.  Principe  de  la 
moindre  action.  558.  Variation  de 
l'action,  559.  Généralisation  des  pro- 
priétés des  rayons  lumineux,  560,  561. 

AsALLAGMATiQiBS  (Surfaces),  172,  847, 
849,  850. 

Analogies  entre  la  Géométrie  du  plan 


et  celle  des  surfaces  à  courbure  con- 
stante, 793-794. 

Angle  de  contingesce  géodésiqce, 
642. 

Angles  relatifs  à  une  forme  quadra- 
tique, 572, 574.  Orthogonalitc  relative 
à  une  forme  quadratique,  572. 

Anticaistiqles  par  réfraction,  leurs 
lignes  de  courbure,  479.  Leur  équa- 
tion tangentielle,  480. 

Axes  optiques,  leur  définition,  452. 
Leurs  propriétés,  453  et  suiv. 


BjôRLiNG.    Travaux 
minima,  182. 


sur    les    surfaces    |    Brachistocbrones,  550. 


CARACTi;RISTIOf  ES       DES       ÉQIATIONS      AUX 

DÉRIVÉES  PARTIELLES  nou  linéaires 
du  second  ordre,  709  et  suiv.  Théo- 
rie de  réquation 

A (r«  — *-)-»- Br 

~iCs~  B'ï—  D  =  o, 

709  et  suiv.  V^oir  aussi  Note  X. 
Caractéristiques  dune   équation  liné- 
aire aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre,  106.  Propriétés  géométriques, 


107.  Cas  où  elles  sont  les  lignes  de 
courbure,  108. 

Caténoïde  ou  Alysséide,  66. 

Centre  de  courbure  géodésique,  490, 
634,  637. 

Cercles  géodésiques,  648  et  suiv. 
Courbes  dont  la  courbure  géodé- 
sique est  une  fonction  donnée  des 
coordonnées  du  point  de  la  courbe, 
649-650.  Problème  du  calcul  des 
variations  dont  elles  donnent  la  solu- 


(')  Les  chiffres  donnés  se  rapportent  aux  articles  et  non  aux  pages  des  diffé- 
rents Volumes. 
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tion,  651 ,  G52.  Cercles  géodésiques  des 
surfaces  applicables  sur  les  surfaces 
de  révolution,  653.  De  la  pseudo- 
sphère, 787-789.  Longueur  d'une  cir- 
conférence géodésique,  790. 

Cercles  géodésiques  des  surfaces  a 
COURBURE  constante,  779,  780. 

Cercles  géodésiques  et  systèmes  iso- 
thermes, 654.  Problème  non  résolu 
relatif  aux  surfaces  qui  admettent  au 
moins  trois  familles  isothermes  com- 
posées de  cercles  géodésiques,   655. 

Complément  au  théorème  de  Meusxier, 
511. 

Complexes  de  droites,  448. 

Congruences  de  cercles,  446,  471,  472, 
477.  Voir  aussi  Systèmes  cycliques. 

Congruences  de  courbes,  311.  Condi- 
tion pour  que  les  courbes  d'une  con- 
gruence  soient  normales  à  une  famille 
de  surfaces,  438,  439.  Interprétation 
géométrique  de  cette  condition,  440. 

Congruences  de  courbes  algébriqi  es. 
Le  nombre  maximum  de  surfaces 
isolées  normales  à  toutes  les  courbes 
de  la  congruence  dépend  uniquement 
de  la  nature  de  chaque  courbe,  446. 
Par  exemple,  des  cercles  formant  une 
congruence  ne  peuvent  être  normaux 
à  plus  de  deux  surfaces  sans  l'être  à 
une  infinité  de  surfaces,  446. 

Congruences  de  droites  ou  rectilignes, 
318-320.  Systèmes  conjugués  ratta- 
chés aux  congruences  rectilignes, 
322,  323.  Surfaces  particulières  pour 
lesquelles  les  coordonnées  de  chaque 
point  sont  de  la  forme 


A(p  — a)"'(p,— a)", 


324. 


Congruences  rectilignes  pour  lesquelles 
les  lignes  asymptotiques  se  corres- 
pondent sur  les  deux  nappes  de  la 
surface  focale,  483,  886-889.  Relation 
entre  les  courbures  totales  des  deux 
nappes,  889. 

Congruences  rectilignes  dont  les  déve- 
loppables  doivent  découper  un  réseau 
conjugué  sur  une  surface  du  second 
degré,  455. 

Congruences  rectilignes  isotropes,  260, 


863.    Surface     moyenne    d'une    con- 
gruence isotrope,  865. 

Congruences  rectilignes  dont  les  déve- 
loppables  découpent  sur  une  surface 
donnée  un  réseau  conjugué  donné, 
420,  421.  Congruences  dont  les  déve- 
loppables  se  correspondent  et  inter- 
ceptent sur  une  même  surface  un 
même  système  conjugué,  922-923. 
Congruences  engendrées  par  des 
droites  parallèles  et  dont  les  déve- 
loppables  se  correspondent,  923,  941- 
944. 

Congruences  rectilignes.  Condition 
pour  que  les  droites  d'une  congruence 
soient  les  normales  d'une  surface,  441. 
Application  aux  tangentes  communes 
à  deux  surfaces  homolocales  du 
second  degré,  442.  Cas  où  la  surface 
focale  d'une  congruence  de  normales 
se  réduit  à  une  courbe  et  à  une 
surface  ou  à  deux  courbes,  443-444. 

Congruences  spéciales  de  courbes 
pour  lesquelles  chaque  courbe  est 
rencontrée  seulement  par  deux 
courbes  infiniment  voisines,  470,  471. 

Coordonnées  curvilignes  sur  une  sur- 
face, 62-65. 
Coordonnées  de  la  droite,  139. 

Coordonnées  homogènes  d'une  sphère, 

156.   Coordonnées  de   la  sphère  qui 

enveloppe  une  surface  sur  les  deux 

nappes  de  laquelle  les  lignes  de  cour- 

,  bure  se  correspondent,  477,  483. 

Coordonnées  pentasphériques,  150  et 
suiv.  Le  système  de  cinq  sphères 
orthogonales,  151.  Surfaces  isother- 
miques rapportées  à  des  coordonnées 
pentasphériques,  437. 

Coordonnées  polaires  sur  une  surface, 
056,  657. 

Coordonnées  symétriques  sur  une  sur- 
face quelconque,  501.  Sur  la  sphère, 
23-26,  916.  Transformation  homogra- 
phique  de  ces  coordonnées,  27. 

Coordonnées  tangentielles  spéciales. 
Variables  de  0.  Bonnet,  163.  Ktude 
de  la  surface,  164-165.  Transforma- 
tion de  coordonnées  ou  déplacement, 
166,  167. 
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CORBESPONDASCE       AVEC       ORTHOGONALITÉ 

DES  ÉLÉMENTS,  854.  Problème  des  élé- 
ments rectangulaires.  854,  855.  Cor- 
respondance d'une  suiface  et  d'un 
plan  avec  orthogonalité  des  éléments 
linéaires,  909  et  suiv. 
Correspondance    entrb   delx  surfaces 

PAR    plans    tangents   PARALLÈLES,    426, 

432.  Translation  d'une  surface,  427. 
Application  à  l'Optique  des  milieux 
homogènes,  428.  Propriétés  géomé- 
triques relatives  à  un  cas  spécial, 
890,  8'>3,  894. 

Correspondance  établie  entre  delx 
surfaces  par  la  condition  que  les 
plans  tangents  aux  points  correspon- 
dants aient  leur  intersection  dans  un 
plan  fixe  (P),  425. 

Couples  de  surfaces  applicables,  854, 
898. 

Colrbe  aux  tangentes  égales  ou  trac- 
trice,  66. 

Colrbes  de  m.  Bertrand  dont  les  nor- 
males principales  sont  aussi  nor- 
males principales  d'une  autre  courbe, 
8  et  suiv.,  38,  739. 

Colrbes     c.^iCHhs.     Théorie      cinéma- 


tique, 4  et  suiv.  Détermination  d'une 
courbe  gauche  quand  on  connaît  une 
relation  entre  la  courbure  et  la  tor- 
sion de  l'arc,  35.  Courbes  à  torsion 
constante,  36  et  Note  IV. 

Courbes  minima  ou  de  longueur  nulle. 
219,  220. 

Courbes  parallèles  sur  une  surface. 
531. 

Courbure  géodfsique,  634  et  suiv. 
Définitions  diverses,  635,  636,  637, 
648.  Son  expression  au  moyen  des 
paramètres  différentiels,  676. 

Courbure  normale.  Théorèmes  de 
M.  Bertrand,  505.  Moment  de  deux 
normales  infiniment  voisines,  506. 

Courbure  totale.  Courbure  moye.nxe, 
497.  Théorème  de  Gauss.  498.  Expres- 
sion de  la  courbure  totale  au  moyen 
du  second  paramètre  différentiel, 
682. 

Cyclides  générales.  Ce  sont  des  sur- 
faces isothermiques,  i37.  Cyclide  de 
Dupin.  C'est  la  seule  surface  dont  les 
normales  rencontrent  deux  courbes. 
444.   Voir  Lignes  de  courbure. 


D 


Déform.\tion  de  l'hyperiwloïde  de 
révolution.  Théorème  de  Laguerre. 
739. 

Déformation  des  surfaces.  Réduction 
nouvelle  du  problème  due  à  M.  Wein- 
garten,  1082  et  suiv. 

Déformation  des  surfaces  gauches, 
727  et  suiv.  Surfaces  gauches  admet- 
tant un  élément  linéaire  donné,  728, 
729.  Déformer  une  surface  gauche  de 
telle  manière  que  l'une  de  ses  courbes 
devienne  plane,  732,  ou  rectiiigne, 
733,  ou  asymptotique,  735,  ou  ligne 
de  courbure,  736.  Déformation  des 
surfaces  gauches  étudiée  par  la 
méthode  cinématique,  734-735. 

Déform.^tjon  infiniment  petite.  Pre- 
mière solution,  852,  856-858.  866. 
Théorème  de  Hibaucour,  861-862, 
891.  Deuxième  solution,  867-869,  871. 


Les  douze  surfaces  qui  se  présentent 
dans  l'étude  de  la  déformation  infi- 
niment petit'*,  883-897.  Les  trois 
rés-^aux  I,  IL  III  sur  ces  douze  sur- 
faces, 894-897.  Déformation  infini- 
ment petite  des  surfaces  homogra- 
phiques  ou  corrélatives,  900,  901. 
Application  de  la  théorie  générale 
de  la  déformation  infiniment  petite 
à  la  solution  du  problème  de  la 
déformation  finie.  Note  XI. 

Déformation  infiniment  petite  du  para- 
bolnïde,  859,  d'une  surface  du  second 
degré,  860,  d'une  splière.  861-863 
et  915-917,  d'une  surface  à  courbure 
constante,  879-88!  et  918,  d'une 
surface  minima,  913. 

Déplacement  a  un  paramètre,  for- 
mules d'Euler  exprimant  les  neuf 
cosinus  en  fonction  de  trois  angles,  1, 
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Dl'Pr.ACKMEXTS     A     DKIX     PARAMÈTRES,     40 

et  suiv.  Relations  diirérentielles  entre 
les  rotations,  40.  Cas  où  les  six  rota- 
tions dépendent  d'une  seule  variable, 
44-46.  Cas  où  le  sj'stème  n'a  pas  de 
point  fixe.  Relations  différentielles 
entre  les  rotations  et  les  translations, 
55.  Théorème  de  MM.  Schoneniann 
et  Mannheim,  57. 

Déplacements  a  dkux  paramktiu:s  pour 
lesquels  les  mouvements  élémen- 
taires sont  toujours  des  rotations, 
ïliéorème  de  Bibaucour,  58.  Propo- 
sitions relatives  à  ces  déplacements. 
59-61.  Voir  aussi  au  mot  Roli,eîikxt. 

Déplacement  particulier  analogue  au 
mouvement  étudié  par  Poinsot  d'un 
corps  solide  libre,  32. 

Déplacements  finis.  Leur  représenta- 
tion analytique  et  géométrique.  Leur 
com])osition,  Note  V. 

Détermination  des  surfaces  admettant 
l'élément  linéaire 

ds-  --=  du--+-  (au- -h  2bu  -h  c)  dv"-, 

où  a,  fc,  r  sont  des  constantes,  726. 
Développées  d'une  courbe  gauche,  12. 
.Développée  D'i;NE  surface,  752.  Lignes 

asymptotiques,  753.  Tableau  de  for- 


mules se  rapportant  aux  deux  nappes, 
754.  Relations  entre  les  deux  nappes^ 
propriétés  cinématiques,  paraboloïde 
des  huit  droites,  755-756. 

Développée  moyenne  d'une  sui'facc,  912, 
1075. 

Dikectrice  et  module  d'une  déforma- 
tion infiniment  petite,  852. 

Distance  géodésique  sur  une  surface, 
526,  536,  537.  Son  expression  appro- 
chée, 658,  659.  Applications,  662, 
663. 

Droite  innakiable  dont  trois  points 
décrivent  des  plans  rectangulaires. 
Surface  normale  à  toutes  les  positions 
de  la  droite.  Ses  lignes  de  courbure, 
159. 

Droites  normales  a  une  surface,  447. 
Condition  pour  que  les  droites  par- 
tant des  difféients  points  d'une  sui- 
face  soient  normales  à  une  autre 
surface,  448,  449.  Développablcs  for- 
mées avec  les  normales,  637. 

Dynamique  des  mouvements  dans  le 
PLAN.  Analogies  avec  la  théorie  des 
géodésiques,  538  et  suiv.  Trajectoires 
qui  correspondent  à  la  même  valeur 
de  la  constante  des  forces  vives,  538- 
5'i0. 


E 


Élément  linéaire  analogue  à  celui  des 
surfaces  réglées,  697  et  Note  IX. 

Élément  linéaike  des  surfaces  gauches. 
Surfaces  imaginaires,  727. 

ÉLÉ.MENT      LINÉAIRE     HARMONIQUE      OU     dc 

LiouvUle,    583.    Lignes    géodésiques, 

583-58 'i. 
Ellipses     et     hyi'kiuiolks     (;ÉODÉ.siQri;s, 

526-529,      587-588.     Théorèmes     de 

Chastes  et  de   Graves,  589.  Sur  une 

splière,  745-746. 
Ellipsoïde    rappoi-té    à    ses    lignes   de 

courbure,     504.     Voir     Géodésiques, 

Surfaces  homofocales. 
Enveloppe    d'une    famille    de   sphères 

dépendant  de  deux  paramètres,  472. 

Lignes  principales,  472.   Proposition 


de  Jiibaucour  relative  à  la  corde  de 
cantact,  473.  Proposition  relative  à 
la  polaire  de  cette  corde,  474.  Enve- 
loppes pour  lesquelles  les  lignes  de 
courbure  se  correspondent  sur  les 
deux  nappes,  451,  453,  476,  et  sui- 
vants. 

Enveloppes  de  sphères  coupant  une 
sphère  fixe  sous  un  angle  constant, 
172. 

Équation  rt  —  «--+-  a-  —  o,  716. 

Equation  adjointe  de  Lagrange  (pour 
une  équation  linéaire  à  une  seule 
variable  indépendante),  368.  Pro- 
priétés diverses,  869-374. 

l^QUATION     ADJOINTE   d'UNE  ÉQUATION   AUX 

dérivées  PARTIELLES.   357.   Son    inté- 
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gration  se  ramène  à  celle  de  la  pro-   1 
posée,  367. 
Équatios   aux   dkri.'ées  partielles  de 
Liouville  s  =  e%  726,  1078  et  Note  III. 
Équation  alx  dérivées  partielles  défi- 
nissant  les    surfaces   qui    admettent 
un  élément  linéaire  donné,  703-718. 
Équation   alx   dérivées  partielles  dl 
SECOND  ORDRE  intégrée  par  Bonnet,  746. 
Éql.\tios  auxiliaire.  Sa  définition,  son 

emploi.  Note  XI. 
Équation    différentielle    particulière 
^2-i-j^'»=  X,  qui  se  Tencontre  dans 
diverses  théories,  621,  732  et  Note  VI. 
Équations    aux    dérivées    partielles. 
Détermination     des     équations     du 
second    ordre    admettant    une    inté- 
grale dépendant  seulement  de  deux 
fonctions    arbitraires    des   variables 
indépendantes,    et    des    dérivées    en 
nombre  limité,  de  ces  fonctions  arbi- 
traires,    Note    III    de    M.    Cosserat 
(IV,  p.  405  et  suiv.).   Extension  des 
méthodes    de    Monge    et    d'Ampère. 
Note  X. 
Équations     aux     dérivées     partielles 
harmoniques,     406.     Application     du 
théorème  de  M.  Moutard  au  cas  où 
l'on    emploie   une   relation   particu- 
lière harmonique.  L'équation  dérivée 
est  aussi  harmonique,  407.  Transfor- 
mation qui  permet  de  dériver  d'une 
équation     harmonique    une    infinité 
d'autres  équations  harmoniques;  410- 
41-2. 
Équation  de  Riccati,  16.  Sa  réduction 
à  un  système  linéaire  de  deux  équa- 
tions, 18. 
Équations  de  Riccati  qui  se  présentent 
dans  l'étude  du  déplacement  à  deux 
variables,  47-54. 
ÉQU.4.T10N  d'Euler  et  de  Poisson 

E(P,  ?'), 

344-356.  Formule  de  Poisson  donnant 
l'intégrale  générale  de  cette  équation, 
354.  Sa  démonstration  rigoureuse, 
361,  362.  Généralisation  de  toutes 
ces  propriétés  pour  un  système 
d'équations  simultanées,  1046. 


Équation  différentielle  d'Euler.  Ad- 
dition des  intégrales  elliptiques,  585. 
Équation     différentielle     linéaire 
d'ordre    impair    équivalente    a    son 
adjointe,    373.    Intégrale   du   second 
degré,  374.  Relations  entre  les  inté- 
grales, 375. 
Éqi  ATioxs    différentielles.     Méthodes 
d'approximations  successives,  Note  I 
de  M.  Emile  Picard  (IV,  p.  535  et 
suiv.). 
Équations   différentielles  ultra  ellip- 
tiques, 464. 
ÉQU.AT10NS  linéaires   du   second  ordre 
A  INVARIANTS  ÉGAUX,  387  et  suiv.  Lcur 
forme  réduite,  329,  387.  Application 
de  la  méthode  de  Laplace,  387,  388. 
Étude  des  cas  les  plus  simples,  389. 
Équations    li.véaires    a    invariants 
ÉG.AUX.  Théorèmes  de  M.  Moutard, 
390,  392,  393.  Intégration  des  équa- 
tions à  invariants  égaux  par  l'appli- 
cation    de    ce     théorème,    394-396. 
Démonstration  d'un  point  admis  par 
M.  Moutard,  3%. 
Équ.atiox    linéaire    du    second    ordre 
comprenant,  comme  cas  particulier, 
l'équation  de  Lamé,  note  du  n*  271 
Équations  linéaires  du  second  ordre, 

théorèmes  de  Sturni,  628,  629. 
Équations  linéaires   ré:ductihles  a  la 
FORME     harmonique,     413.     Equation 
particulière 

I      ff-x     _   ■jl(:j.  — i)  _  a'(iL'—i) 
z  dxày  ~  (x-i-jK)'        {^  —  y? 
v(v  — i)   _  -/(y'— i) 
'^  (i  —  xyf-       {i~xy)- 

Ses   réductions   diverses  à   la   forme 
harmonique,     415.    Forme     élégante 
qu'on    peut    lui    donner,   416.     Voir 
aussi  Note  H. 
Équations  linéaires 

Si  l'on  sait  intégrer  une  telle  équa- 
tion pour  toutes  les  valeurs  de  h,  on 
en  déduira  une  suite  illimitée  d'équa- 
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lions  pgireilles  également  inlégrables, 
408,  409. 

Équations  linéaires  simultanées  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre, 
1039  et  suiv.  Extension  de  la  méthode 
de  Laplace,  1042-104i.  Systèmes  par- 
ticuliers, 1045-1046. 

Équations  ponctuelle  et  tangentielle 
relatives  à  un  même  système  con- 
jugué. L'intégration  de  l'une  se 
ramène  à  celle  de  l'autre,  403-405. 

Etude  cinématique  d'une  surface  à 
l'aide  du  trièdre  (T),  484  et  suiv. 
Tangentes  aux  courbes  tracées  sur  la 
surface,  élément  linéaire,  485.  Direc- 


tions conjuguées,  486,  Lignes  asymp 
totiques,  487.  Lignes  de  courbure, 
488.  Propriété  cinématique  des  lignes 
de  courbure,  489.  Courbure  normale, 
courbure  géodésique,  490.  Éléments 
du  troisième  ordre,  492,  493.  Sphère 
osculatrice,  493. 
Expressions  (/m,  n).  Leur  définition, 
397.  Leurs  propriétés,  398,  399.  Déter- 
mination de  toutes  les  expressions 
(m,  n)  qui  satisfont  à  une  équation 
aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre,  400.  Généralisation  de  la 
théorie  des  expressions  (/»,  n),  10'i5. 


Familles  de  Lamé.  Définition,  971.  Con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'une  famille  de  surfaces  soit  une 
famille  de  Lamé,  971-972.  Surfaces 
infiniment  voisines  d'une  surface 
donnée  qui  peuvent  faire  partie  avec 
elle  d'une  même  famille  de  Lamé. 
Note  XL 

Fonctions  d'une  variable  complexe  sur 
une  surface,  680,  681, 

Forme  harmonique  de  l'élément  li- 
néaire 

ds"-—  [?(u)  —  '^{v)]  {du'--\-  di>'), 

413.  Formes  harmoniques  de  l'élé- 
ment de  la  sphère,  414.  Des  surfaces 
du  second  degré  121,  504,  1080. 

Formes  quadratiques  de  différen- 
tielles, 572  et  suiv.  Transformation 
remarquable  due  à  M.  Beltranii,  575. 
Lignes  géodésiques  d'une  forme  qua- 
dratique, 576,  577. 

Formules  de  Gauss  (employées  dans 
les  Disquisitiones),  098-699.  Formules 
qui  s'en  déduisent  et  tiennent  lieu  de 
celles  de  M.  Codazzi,  700.  Lignes  de 


courbure,  701.  Relations  entre  les 
coordonnées  rectangulaires  se,  y,  :■, 
les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
c,  c',  c"  et  les  déterminants  D,  D',  D", 
702. 

Formule  de  Laguerre  relative  aux 
courbes  admettant  même  tangente 
en  un  point  d'une  surface,  510. 

Formules  d'Euler  et  d'Olinde  Rodri- 
GUES  relatives  à  un  déplacement  ou  à 
une  transformation  de  coordonnées, 
27,  963.  Voir  aussi  Note  V. 

Formules  de  M.  Codazzi,  495  et  suiv. 
Premier  système  de  formules,  495. 
Angle  de  deux  courbes,  496.  Lignes 
asymptotiques,  lignes  de  courbure, 
496.  Coordonnées  rectangulaires,  499. 
Système  de  coordonnées  formé  par 
les  lignes  de  courbure,  500.  Expres- 
sions géométriques  des  six  rotations. 
507,  508. 

Formules  de  M.  Lelieuvre,  870,  873, 
874.  Généralisation  de  ces  formules, 
881,  882. 

Formules  de  M.  Serret  (J.-A.)  rela- 
tives aux  courbes  gauches,  4. 
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GhXÉBALIS.\TIOX  du  TUÉORÈIIE  DES  PRO- 
JECTIOXS,    648. 

GÉODÉsiQiES.  Éqaation  différentielle. 
514.  515.  Propriété  fondamentale, 
516.  521. 

GÉODélQUES      DES     SI  RFACES      DC      SEOOXD 

DE.3RÉ,  442,  462,  586. 
Gkodésiques  de  la  surface  pseadosphe- 
riqae,  786.  Distance  géodésique  sur 
la  pseudosphère.  "86.  Des  surfaces  à 
courbure  constante  en  général.  684, 
685. 

GÉODKSIQUKS     des     SLRFACES    DE    RÉVOLL- 

Tiox,  580,  581.  Équation  de  Clairaut, 
580. 

Gkodésiqles  (Détermination  des),  578 
et  suiv.,  590,  591.  Intégrales  algé- 
briques et  entières.  592.  Intégrales 
linéaires,  théorème  de  M.  Massieu, 
592.  Cas  où  il  y  a,  à  la  fois,  une 
intégrale  du  premier  et  une  inté- 
grale du  second  degré,  596. 

Géodésiqles  se  coupant  sous  un  angle 
constant.  530. 


GÉODÉSIQIES   dans    la    Géométrie   Cay- 

leyenne,  839  et  Note  IX. 
Géodésiôik  fSegment  de)  comparé  aux 

segments  infiniment  voisins.  624-626. 

théorème  de  Jacobi.  627. 

GÉODÉSIQIES      \       IXTÉ«R.4LES      Ql  ADRATI- 

QLES.  -Note  II  de  M.  G.  Kœnigs  (IV. 
p.  368  et  suiv.). 

GÉODÉSIQIES,  théorèmes  de  M.  Bonnet 
relatifs  au  plus  court  chemin,  630, 631. 

Géouétrie  Cayleyexxe.  Angles  et  dis- 
tances, 836.  Élément  linéaire  de  l'es- 
pace, 83T.  Angle  de  deux  directions. 
838.  Lignes  géodésiques,  839.  Lignes 
de  courbure,  840,  841.  Généralisation 
des  surfaces  minima.  842-845.  Mode 
de  transformation  qui  rattache  la 
Géométrie  de  Cayley  à  la  Géométrie 
euclidienne.  846  et  suiv.  Élément 
linéaire  des  surfaces  réglées  dans  la 
Géométrie  Cayleyenne.  Note  IX. 

Géométrie  de  la  splière  et  Géométrie 
de  la  droite.  Rapprochements,  157. 
168.   Voir  aussi  Trassformatioxs. 


Hélice.  Propriété  caractéristique.  Le 
rapport  de  la  courbure  à  la  torsion 
est  constant.  6. 


Hélicoïdes  applicables  sur  une  surface 
de  révolution,  75,  76. 

HÉLIOOÏDE  GAUCHE  A  PLAX  DIRECTETB,  68. 


Ixdicathicb    sphériqie    d'une     courbe 

gauche,  5. 
IxFixiMKXT  petits  relatifs  aux  courbes 

et  aux  lignes  géodésiques.  663-665. 

IXFIXIMEXT  petits  SE  RAPPORTANT  A  UNE 
OOURBE  GAUCHE,    NotC   IV.    2   à  5. 

Intégrales  d'usé  forme  détermixée  du 
PROBLÈME  DES  GEODESIQUES.  Intégrales 
ne  contenant  que  p  et  q,  619-620.  In- 
tégrales relatives  à  l'élément  linéaire 

ds-  =  V  [  du-  -^(u^  V,  )=  dv-  ]. 

621. 


Ixtégbale  géxérale  dxxe  équation 
.\ux  DÉRIVÉES  PARTIELLES.  Remarques 
sur  la  définition  qu'on  peut  adopter. 
367. 

Ixtégr.\les  homocèxes  et  de  degré 
SUPÉRIEUR  du  problème  des  Géodé- 
siques, 610  et  suiv.  Intégrales  décom- 
posées en  facteurs,  611,  612.  Inté- 
grales linéaires  et  fractionnaires,  613. 
614.  Intégrales  à  deux  facteurs,  615,  ' 
616,  617.  618. 

Intégrales  homogènes  quadratiques 
du   problème   des  géodésiques.   593. 


DARBOUX. 
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594.  Formes  correspondantes  de  l'élé- 
ment linéaire,  forme  de  Liouville, 
593;  de  M.  Lie,  59'i.  Théorème  géné- 
ral, 595. 

Invariants  d'une  équation  linéaire  aux 
dérivées  partielles,  327,  330.  Formes 
réduites  de  cette  équation,  328,  329. 
Relations  entre  les  invariants  d'une 
équation  linéaire  et  de  son  adjointe, 
365,  366. 

Invariani'S    ou    paramètres    différen- 


tiels. Leiws  applications,  672-67â. 
Opérations  sur  ces  paramètres,  679. 
Leur  calcul  pour  les  fonctions  les 
plus  simples,  679.  Expression  de  la 
courbure  totale  de  la  surface  au 
moyen  du  second  paramètre  diffé- 
rentiel, 682. 

Inversion  dans  le  système  de  coordon 
nées  tangentielles  de  M.  O.  Bonnet- 
17'i. 

Inversion  composée,  903,  904,  907,  962, 


Legendre.  Intégration  de  I*équation 
aux  dérivées  partielles  des  surfaces 
minima,  178. 

Lignes  asymptotiques,  109,  110,  114. 
Lignes  asymptotiques  de  surfaces  par- 
ticulières, 111.  Des  surfaces  tétraé- 
drales,  112,  113. 

Lignes  asymptotiqi  es.  Propriétés  rela- 
tives à  la  déformation,  703,  720-722. 
Déformation  lorsqu'on  prend  comme 
variables  les  paramètres  des  deux 
familles  de  lignes  asymptotiques,  722- 
726.  Surfaces  applicables  de  telle 
manière  que  les  lignes  asymptotiques 
de  l'une  des  deux  familles  ou  des 
deux  familles  soient  des  courbes 
correspondantes,  723-724. 

Lignes  asymptotiques  des  surfaces 
gauches.  Théorème  de  M.  Paul  Ser- 
ret,  735. 

Lignes  asymptotiques  d'une  classe  de 
SURFACES  comprenant  comme  cas 
particulier  la  surface  des  ondes. 
Relations  entre  les  rayons  de  cour- 
bure principaux  et  les  normales, 
Note  VIII. 

Lignes  de  longueur  nulle.  Ce  sont  des 
géodésiques,  517. 

Lignes  de  courbure.  Leur  équation 
différentielle,  138,  139.  Formules 
d'Olinde  Rodrigues,  141,  142.  Leur 
équation différentielleen  coordonnées 


ponctuelles,  143,  144;  en  coordonnées 
tangentielles,  158  et  suiv.  L'inversion 
ne  change  pas  les  lignes  de  courbure, 
146.  Théorème  de  Dupin  relatif  aux 
lignes  de  courbure  des  surfaces 
faisant  partie  d'un  système  triple 
orthogonal,  147. 

Lignes  de  courbure.  Réciproque  du 
tliéorème  de  Dupin  relatif  aux  lignes 
de  courbure  dans  les  systèmes 
orthogonaux,  441. 

Lignes  de  coi  rbuhe  des  anticaustiques 
par  Véfraction,  479:  des  surfaces 
minima,  197;  des  surfaces  gauches, 
736;  de  la  surface  x"'yzP=  C,  140; 
c^^clides,  145,  154. 

Lignes  de  courbube  se  correspondant 
sur  les  deux  nappes  de  la  développée. 
Théorème  de  Ribaucour,  757. 

Lignes  de  courbure  de  la  surface  des 
ondes.  Leur  détermination  quand  la 
surface  diffère  peu  d'un  cylindre  ou 
d'une  sphère,  Note  VIII. 

Ligne  géodésique  (Variation  d'un  seg- 
ment de),  525,  526,  536.  Voir  aussi 
Géodésiques. 

Ligne  de  striction  d'une  surface  gauche, 
737,  738.  Propriétés  nouvelles,  1085- 
1086. 

Longueur  réduite  d'un  segment  de 
géodésique,  633. 
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MÉKiDiExs  ET  PARALLÈLES  de  Mïnding, 
•203. 

MÉTHODE  DE  Laplacf  pouF  la  transfor- 
mation des  équations  linéaires  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre. 
330. 

.Méthode  de  Riemaxx.  Emploi  de  l'équa- 
tion adjointe,  358.  3-59. 

Melsxier.  Mémoire  sur  la  courbure 
des  surfaces.  176. 

MoNGE.  Intégration  de  l'équation  aux 
dérivées  partielles  des  surfaces 
minima,  171. 

Mouvements  dans  lespaœ.  Familles 
de  trajectoires  pour  lesquelles  il  y  a 


un  potentiel  des  vitesses,  553-555. 
Propriété  de*  minimum  relative  à 
une  intégrale  triple,  552. 

Mouvements  plans.  La  solution  de 
chaque  problème  de  Mécanique  dans 
le  plan  permet  de  déterminer  une 
infinité  de  systèmes  orthogonaux 
dont  fera  partie  une  courbe  plane 
quelconque,  549. 

Mouvements  pl.\ss.  Trajectoires  pour 
lesquelles  la  constante  des  forces 
vives  n'a  pas  la  même  valeur.  551. 
Propriétés  de  minimum  relatives  à 
des  intégrales  doubles  et  triples, 
551,  552. 


Ombilics.  Forme  des  lignes  de  cour- 
hure  dans  le  voisinage  dun  ombilic. 
Ombilics  de  la  surface  des  ondes, 
Note  VII. 

Ombilics  a^TOPTRiQUES,  454. 


Ondes    lumineuses,    428.    Surface     des 

ondes.  Note  VIII. 
Ordre  et  classe   ots  surfacks  minima 

algébriques,  233  et  suiv. 
Ovales  de  Descabtes,  126. 


Papamètbe  de  distribution  d'une  sur- 
face gauche.  731. 

Paramètre  différentiel  A6  du  premier 
ordre,  531,  672.  Paramètres  différen- 
tiels Mç,  6),f>(ç.  i>),  673.  .\ngle  de 
deux  courbes  au  moyen  de  ces  para- 
mètres. 672.  L'élénrient  linéaire  de  la 
surface  exprimé  sous  forme  inva- 
riante au  moyen  des  paramètres 
différentiels,  677. 

Paramètre  différentiel  du  second 
ORDRE.  674.  Application  du  théorème 
de  Green,  674. 

Perspectives  des  lignes  asymptotiques. 
Elles  forment  un  réseau  plan  à  inva- 
riants ponctuels  égaux.  875.  876. 

Plus  court  chemin  sur  une  surface. 
622,  623.  631-632. 

PoDAiRE  d'une  sc-RFACE,  SCS  Hgncs  de 
courbure.  454. 


PoiN-TS  FOCAUX  des  congruences,  312  et 
suiv. 

Points  multiples  et  lignes  multiples 
des  surfaces  minima,  244. 

POLHODIE,  504,  510. 

Principe  d'H.amilton  dans  les  mouve- 
ments plans,  546;  dans  les  mouve- 
ments sur  une  surface,  550. 

Problème  de  Cauchy,  717. 

Problème  de  M.  Dini  relatif  à  la 
représentation  géodésiqne,  601-603, 
608. 

Problèmes  du  calcul  des  variatio.vs 
qni  conduisent  à  une  même  équation 
différentielle  du  second  ordre,  604- 
606.  Application  aux  problèmes  de 
MM.  Beltrami  et  Dini,  607.  608. 

Problème  général  de  la  Dy.namique, 
562  et  suiv.  Équations  de  Lagrange 
et  d'Hamilton,~ij62.  Définition  d'une 
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famille  de  solutions,  563, 564.  Familles 
orthogonales  pour  lesquelles  il  y  a 
un  potentiel  des  vitesses,  565,  566. 
Expression  de  la  force  vive  due  à 
M.  Lipsclùlz,  567,  568.  Action,  568. 
Le  principe  de  la  moindre  action 
dans  toute  sa  généralité,  568,  569,  570. 
Problème  de  plateau.  Méthode  de 
M.   Weierstrass,  281  et  suiv. 


Problèmes  relatifs  à  la  déformation 
d'une  surface,  718  et  suiv.  Déformer 
une  surface  de  telle  manière  qu'une 
de  ses  courbes  prenne  une  forme 
donnée,  etc.,  718-719,  721. 

Projection  stéréographique  de  la 
sphère,  798-799. 

Pseudospitère,  66,  78. 


R 


Rang  des  expressions  de  la  forme 

AX-i-  AiX'H-...-+-A,.X'^'\ 

où  X  désigne  une  fonction  arbitraire 

de  X,  335,  341,  342. 
Rayo.n  de  courrube  d'une  ligne  asym- 

ptotique,  513. 
Recherche  des  lignes  géodésiques,  531, 

532,  533.  Théorèmes  de  Jacobi,  532, 

533,  5.37. 

Réflexion  et  réfraction  des  rayons 
lumineux,  451-453.  Axes  optiques, 
452,  453.  Ombilics  catoptriques,  454. 
Construction  de  l'anticaustique,  450. 
Développables  formées  par  les  rajons 
lumineux  et  conservées  par  la  réfrac- 
tion, 451-453. 

Relations  entre  les  six  éléments  d'un 
triangle  géodésique,  666  et  suiv. 
Cas  des  surfaces  à  courbure  con- 
stante, 666.  Les  surfaces  applicables 
sur  les  surfaces  de  révolution  sont 
les  seules  pour  lesquelles  il  y  ait 
une  relation  entre  les  six  éléments, 
666-671. 

Relations  entre  deux  surfaces  sur 
lesquelles  les  développables  d'une 
même  congruence  interceptent  des 
réseaux  conjugués,  422-424. 

Représentation  conforme  de  deux  sur- 
faces l'une  sur  l'autre,  119.  Repré- 
sentation sur  le  plan  des  surfaces 
du  second  degré,  121,  122. 

Représentation  conforme  des  aires 
planes,  128  et  suiv.  Représentation 
sur  la  partie  supérieure  du  plan 
d'une   aire   limitée  par  des  droites, 


132;  par  des  arcs  de  cercle,  133-135; 
par  trois  arcs  de  cercles,  136. 

Représentations  conformes  sur  le  plan 
des  surfaces  à  courbure  constante, 
797-800. 

Représentations  conformes  des  sur- 
faces MiNiMA,  202  et  suiv.  Problème 
de  M.  Mathet  relatif  aux  représen- 
tations conformes,  214. 

Représentation  géodésique  de  deux 
surfaces  l'une  sur  l'autre,  567,  600. 
Problème  de  M.  Beltrami,  598,  607. 

Représentation  géodésique  sur  un 
plan,  598,  599,  607. 

REPRÉ.SENTATION  SPHÉRIQUE.  Première 
solution  du  problème  qui  consiste  à 
déterminer  une  surface  connaissant 
sa  représentation  sphérique.  Appli- 
cation au  système  formé  d'ellipses  et 
d'hyperboles  sphériques  homofocales, 
162.  Théorème  de  Bibaucour,  950. 

Représentation  sphérique.  Solution 
complète  du  problème,  974  et  suiv. 
Emploi  des  variables  a,  p,  ?,  974. 
Rapprochement  avec  le  problème 
des  éléments  rectangulaires,  975. 
Transformation  de  M.  Lie,  975-976, 
978-981.  Développements  analytiques, 
982  et  suiv. 

Représentation  sphérique.  Rapports 
avec  la  théorie  du  roulement  et  de 
la  déformation,  946-947,  954-956. 

Représentation  sphérique  des  lignes 
asymptotiques,  874,  875. 

Représentation  sphérique  d'une  ligne 
de  courbure  plane,  509. 

Représentation    sphérique    d'une    sur- 
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face  minima,  202.  Tliéorème  de  Bour 
relatif  aux  surfaces  miuima  admet- 
tant uae  représentation  sphérique 
donnée,  205,  208. 

Réseaux  conjugués  formés  de  géodé- 
siques,  surfaces  de  M.  Voss,  918,  919. 
Surfaces  et  congruences  de  M.  Gui- 
char  d,  920,  921. 

Réseaux  conjugués  pour  lesquels  les 
invariants  sont  égaux.  Propriétés 
géométriques,  877-878. 

Résolution     des    équations     linéaires 

LES     UNES     PAR      LES     AUTRES,     397      et  ï 

suiT. 

Résolution  dune  équation  différen- 
tielle linéaire  avec  second  membre, 
371. 

Roulement    de     deux    surfaces    l'une 


sur  l'autre.  92.j  et  suiv.  Élude  ana- 
lytique, 925-931.  Tout  mouvement 
particulier  se  réduit  au  roulement  de 
deux  surfaces  réglées  applicables 
l'une  sur  l'autre,  932.  Cas  où  ces 
surfaces  réglées  deviennent  dôvelop- 
pables,  933,  934.  Système  conjugué 
commun,  934.  Théorème  de  M.  Kœ- 
nigs  relatifs  à  ce  système  conjugué, 
135.  Réseaux  formés  des  courbes  pour 
lesquelles  les  courbures  normales 
sont  égales  sur  les  deux  surfaces, 
960.  Formules  relatives  au  roulement, 
%3-965,  967-968. 
Rotation  définie  par  une  substitution 
linéaire.  Théorème   de  M.  F.  Klein, 


Solutions  satisfaisant  a  certaines 
CONTIITIONS  d'une  équation  linéaire 
aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre,  364. 

Suite  de  Laplace,  330-333.  Équations 
pour  lesquelles  la  suite  se  termine 
dans  les  deux  sens,  337-340.  Exten- 
sion de  la  méthode,  1042-1044. 

Suite  de  Lapi„\ce.  Cas  où  elle  se  ter- 
mine dans  un  sens.  Deuxième  solu- 
tion, 378-379.  Propriétés  relatives  à 
celte  suite,  380,  381.  Cas  où  elle  se 
termine  dans  les  deux  sens,  382. 
Différentes  formes  que  prend  alors 
l'intégrale  générale,  385,  386. 

Surfaces  a  courbure  constante.  Théo- 
rème de  Bonnet  rdttachant  les  sur- 
faces dont  la  courbure  moyenne  est 
constante  à  celles  dont  la  courbure 
totale  est  constante,  771. 

Surfaces  a  courbure  constante  néga- 
tive, 772.  Propriétés  géométriques, 
773.  Transformation  de  M.  Lie,  774. 

Surfaces  a  courbure  constante  néga- 
tive particulières,  813.  Surfaces 
d'Enneper  à  lignes  de  courbure  sphé- 
riques,  814-821. 

Surfaces    a    courbure    moyenne    con- 


stante. Leurs  lignes  de  courbure  sont 
isothermes,  433,  775-776. 

Surfaces  a  courbure  totale  constante 
considérées  comme  développées  d'une 

surface  W,  778-782. 

Surface  adjointe  dk  Bonnet,  210.  Ses 
propriétés,  211,  213-215.  Formules  de 
M.  Schwarz  relatives  à  la  surface 
adjointe,  212. 

Surfaces  a  génératrices  circulaires, 
88,  Note  IX. 

Si  rfaces  a  lignes  de  courbure  planes, 
983,  995-998.  Théorème  et  mode  de 
génération,  798-1000.  Lignes  de 
courbure  circulaires,  algébriques, 
1001;  toutes  égales,  1002.  Traduction 
analytique  de  la  construction  géomé- 
trique, 1003-1005.  Enveloppes  de 
sphères,  1006.  Surfaces  à  lignes  de 
courbure  planes  dans  les  deux  sys- 
tèmes, 102-105. 

Surfaces  a  lignes  de  courbure  sphéri- 
QUES,  1019  et  suiv.  Recherche  directe. 
Théorème  de  M.  Blutel,  1022-1024. 
Comment  on  peut  les  dériver  des 
surfaces  à  lignes  de  courbure  planes, 
1025-1027.  Relations  géométriques 
entre   les   lignes   de   courbure  splié- 
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riques,  1028-1030.  Surfaces  dont  les 
lignes  de  courbure  sont  planes  ou 
sphériques  dans  les  deux  systèmes, 
483,  1032-1038. 

SURFACES  APPLiCAHLES.  Reconnaître  si 
deux  surfaces  sont  applicables,  683 
et  suiv. 

Surfaces  applicables,  les  deux  points 
correspondants  étant  à  une  distance 
invariable,  8G4. 

Surfaces  applicables  sur  la  surface  de 
révolution  dont  la  méridienne  est  la 
tractrice,  782. 

Surfaces  applicables.  Nouvelle  mé- 
thode de  M.  Weingarten,  1066  et 
suiv.  Étude  du  cas  où  l'élément 
linéaire  a  la  forme 

ds-  -~  du--\-  a[  «  -4-  '^' {v)]  dv-, 

1074-1079. 

Surfaces  applicables  sur  des  parabo- 
ioïdes  particuliers,  1079. 

Surfaces  applicables  sur  les  dévelop- 
pées des  surfaces  minima,  751.  Sur 
le  paraboloïde  de  révolution,  751. 
Détermination  directe,  767-770.  Con- 
struction géométrique,  770  et  Notes 
IV,  XI. 

Surface  de  Liouville,  pour  laquelle  la 
développée  se  compose  de  deux  sur- 
faces homofocales  du  second  degré, 
460-463. 

Surfaces  de  Joacuimsthal  admettant 
des  lignes  de  courbure  planes  dont 
les  plans  passent  par  une  droite,  94. 

Surfaces  de  même  représentation 
sphérique  que  les  surfaces  minima, 
914. 

Surface  de  quatrième  classe  admet- 
tant pour  ligne  double  le  cercle  de 
l'infini  et  dont  on  détermine  les 
lignes  de  courbure,  480. 

Surfaces  de  révolution,  73.  Théorème 
de  Bour,  74.  Applicables  les  unes 
sur  les  autres,  76.  Sur  la  sphère,  77. 
A  courbure  constante  négative,  66. 
Pour  lesquelles  les  géodésiques  sont 
toujours  fermées,  582. 

Surface  des  centres  de  courbure. 
Propriétés  générales,  752  et  suiv. 


Surface  des  ondes  de  Fresnel.  Lignes 
de  courbure  et  lignes  asymptotiques. 
Note  VIII. 

Surfaces  de  translation,  81-84,  218. 

Surfaces  développables,  69.  Elles  sont 
applicables  sur  le  plan,  70,  71.  Réci- 
proque démontrée  par  O.  Bonnet,  72. 

Surfaces  dont  les  lignes  de  courbure 
sont  des  cercles  géodésiques,  638. 

Surfaces  dont  les  normales  rencon- 
trent UNE  COUBBE,  443. 

Surfaces  dont  les  plans  principaux 
sont  conjugués  par  rapport  à  une 
surface    du    second    degré,    456,   457, 

458,  467,  468. 

Surfaces  du  second  decrk.  Représen- 
tations conformes  sur  le  plan,  121, 
122.  Lignes  de  courbure,  1080.  Voir 
au  mot  Géodésiques. 

Surfaces  engendrées  par  des  cercles. 
Propriété  nouvelle  de  ces  surfaces, 
Note  IX. 

Surfaces  engendrées  par  une  courbe 
invariable,  79. 

Surface  focale  d'une  congruence,  314, 
315. 

Surfaces  gauches  applicables  l'une  sur 
l'autre,  de  telle  manière  que  les 
génératrices  correspondantes  soient 
parallèles,  730. 

Surfaces  gauches  applicables  sur  des 
surfaces  gauches  sans  que  les  géné- 
ratrices rectilignes  coïncident,  G94- 
696,  724. 

Surfaces  hélicoïdes  qui  sont  des  sur- 
faces minima,  200 

Subfaces  homofocales  du  second  degré, 

459.  Polygones  inscrits  et  circons- 
crits à  deux  surfaces  du  second 
degré,  465,  466.  Rayons  lumineux  se 
réfléchissant  sur  diverses  surfaces 
liomofocales,  465. 

Surfaces  isothermiques  ou  à  lignes  de 
courbure  isothermes,  429  et  suiv.  Sur- 
faces isothermiques  dérivées  d'une 
surface  isothermique  donnée,  434. 
Équation  aux  dérivées  partielles  des 
surfaces  isothermiques,  435,  436. 
Emploi  des  coordonnées  pentasphé- 
riques,  437. 
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SiRFACES  ISOTHERMIQLES  à  lignes  de 
courbure  planes.  Développement  com- 
plet de  la  solution,  1008  et  suiv. 

Surface  (M),  telles  que  deux  familles 
de  lignes  conjuguées  admettent  pour 
tangentes  des  droites  qui  soient  en 
même  temps  tangentes  à  une  surface 
du  second  degré.  Leur  détermination 
se  ramène  à  l'intégration  de  l'équation 
aux  dérivées  partielles,  qui  se  ren- 
contre dans  la  théorie  des  surfaces  à 
courbure  constante,  830-834,  835,  844, 
845,  851. 

Surfaces  m.MMA,  formules  de  Monge 
et  leur  interprétation  par  M.  Lie,  218. 
Courbes  minima,  219,  220. 

Surfaces  mi.nima.  Formules  de 
M.  Schwarz  faisant  connaître  la  sur- 
face minima  passant  par  une  courbe 
et  admettant,  en  chaque  point  de 
celte  courbe,  un  plan  tangent  donné, 
245-248. 

Surfaces  uinima.  Propriété  de  minimum 
relative  à  une  intégrale  triple,  552. 

Surfaces  minima  algébriques  inscrites 
dans  une  développable  algébrique, 
252-254.  Solution  géométrique  du 
même  problème,  255.  Théorème  de 
M,  Henneberg  relatif  aux  cylindres 
circonscrits  à  une  surface  minima 
algébrique,  253. 

Surfaces  minima  algébriques  inscrites 
dans  un  cvlindre,  253;  dans  un  cône, 
257. 

Surfaces  minima  a  lignes  de  courbure 
PLANKS.  Surfaces  de  Bonnet.  208.  Sur- 
face d'Enneper,  207. 

Surfaces  minima  applicables  sur  une 
surface  minima  donnée,  216. 

Surfaces  minima  applicables  sur  des 
surfaces  de  révolution,  217. 

SuRF.\CEs  MINIMA  assujettics  à  des  con- 
ditions aux  limites.  Problème  de 
Gergonne,  302.  Surface  passant  par 
deux  polynômes  situés  dans  des  plans 
parallèles,  303;  par  trois  droites 
situées  d'une  manière  quelconque 
dans  l'espace,  308,  309. 

Surfaces  minima  doubles,  224-230. 

Surface  minima  de  M.  Henneberg, 
226,  232,  237. 


Surfaces  minima  en  coordonnées  ponc- 
tuelles, 184  et  suiv.  Formation  de 
I  équation  aux  dérivées  partielles, 
185.  Son  intégration,  186.  Formules 
de  Monge  et  de  Legendre,  187.  For- 
mules de  Weierstrass  et  Enneper, 
188. 

Surfaces  minima  en  coordonnées  tan- 
gentiklles,  193  et  suiv.  Itégration 
de  l'équation  aux  dérivées  partielles 
des  surfaces  minima,  194.  Kquation 
en  termes  finis  donnée  par  M.  Weier- 
strass, 195.  Modification  de  l'équation 
tangentielle.  quand  on  déplace  la 
surface,  198,  199. 

SuRF.ACE  MINIMA  engendrée  par  une 
droite.  Théorème  de  Catalan,  11, 
249. 

Surfaces  minima  (Famille  de)  corres- 
pondant à  une  même  équation 
différentielle  du  second  ordre,  283. 
Lignes  asymplotiques  hélicoïdales 
295.  Surfacesminima  correspondantes 
à  la  série  hypergéométrique,  296. 

Surfaces  minimb.  Génération  de  Ribau- 
rour  qui  les  rattache  aux  congruences 
isotropes,  260. 

Surface  minima.  Historique,  175  et 
suiv. 

Surfaces  mixima  passant  par  une  droite 
249;  admettant  une  ligne  de  courbure 
ou  une  ligne  géodésique  plane,  251. 

Surfaces  minima.  Problème  de  Plateau. 
Détermination  de  la  surface  minima 
continue  passant  par  un  contour 
fermé.  261  et  suiv.  Indications 
historiques,  261-265.  Surface  minima 
limitée  par  deux  droites,  267;  par 
deux  droites  qui  se  coupent  et  par 
un  plan,  268;  par  trois  droites,  dont 
l'une  rencontre  les  deux  autres.  269; 
par  les  côtés  d'un  quadrilatère  gauche, 
270-272;  par  une  ciiaîne  composée  de 
droites  et  de  plans,  273  et  suiv. 

Surfaces  minima  réelles,  191,  222  et 
suiv.;  algébriques,  190,  221,  233  et  suiv. 

Surfaces  moulures,  85-87.  Surfaces- 
moulures  applicables  les  une  sur  les 
autres,  87. 

Surface-moyenne    d'une     congruence, 
863.  Congruences   dont  les  dévelop- 


536 


TABLE   ANALYTIQUE    DES    MATIKRES. 


pables  interceptent  sur  la  surface 
moyenne,  un  réseau  conjugué,  892. 
912.  Congruences  dont  la  surface 
moyenne  est  un  plan,  910,  911. 

Surface  n'ayant  qu'on  côté,  231,  232. 

Surface  polaire  d'une  courbe  gauche, 
12. 

Surfaces  pour  lesquelles  les  lignes  de 
courbure  de  l'une  des  familles  sont 
dans  des  plans  parallèles,  715. 

Surface  pseudosphérique.  Sa  représen- 
tation sur  le  plan,  782-784.  Transfor- 
mations qui  conservent  l'élément 
linéaire,  784-785,  791-793.  Images  des 
géodésiques  de  la  surface,  786. 

Surface  qui  se  déforme  en  entraînant 
des  droites  ou  des  sphères,  758.  Théo- 
rèmes de  M.  Beltrami,  758,  759.  Sur- 
face qui  se  forme  en  entraînant  des 
courbes  situées  dans  ses  plans  tan- 
gents, 760.  Cas  particulier  où  ce^; 
courbes  sont  des  cercles,  761. 

Surfaces  réglées,  67-72.  Surfaces  réglées 
applicables  sur  des  surfaces  de 
révolution,  691-693.  Surfaces  réglées 
pour  lesquelles  les  rayons  de  cour- 
bure principaux  sont  fonctions  l'un 
de  l'autre,  740. 

Surfaces  spirales  de  MM.  Lie  et 
Maurice  Lévy,  89-90,  621.  Surfaces 
spirales  qui  sont  des  surfaces  minima, 
201. 

Surfaces  sur   lesquelles  les  dévelop- 
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interceptent  un  réseau  conjugué, 
418. 

Surfaces  W.  Ce  sont  celles  pour  les- 
quelles les  rayons  de  couxbure  prin- 
cipaux sont  fontions  l'un  de  l'autre, 
742.  Premier  théorème  de  M.  Wein- 
garten,  742.  Second  théorème  du 
même  auteur,  747-749.  Démonstration 
intuitive,  750.  Cas  particuliers,  751. 

Subfaces  W.  Théorème  d'Halphen 
reliant  les  deux  nappes  de  la  déve- 
loppée, 763.  Autre  propriété  des  sur- 
faces W  établie  récemment  par 
M.  Weingarten  764.  Troisième  pro- 
priété caractéristique  due  à  Ribau- 
cour,  765.  Correspondance  entre  des 
lignes  de  ces  surfaces  et   des  lignes 


tracées   sur    leurs  développées,    766. 

Systèmes  conjugués.  Théorème  fonda- 
mental, 84,  98,  99.  Système  con- 
jugué déterminé  sur  toute  surface  : 
théorème  de  M.  G.  Kœnigs,  91  ;  pro- 
priétés relatives  à  une  transforma- 
tion homographique  ou  corrélative, 
95-97.  Les  deux  systèmes  conjugués 
qui  correspondent  à  une  enveloppe 
de  sphères  sur  la  surface  décrite 
par  les  centres  de  ces  sphères,  475. 
Systèmes  conjugués  formés  par  deux 
familles  de  courbes  planes,   100-101. 

Systèmes  cycliques  de  Ribaucour,  477, 
478,  481,  482.  Systèmes  cycliques 
rattachés  à  la  déformation  des  sur- 
faces, 761-762  ;  qui  se  rencontrentdans 
l'étude  des  surfaces  à  courbure 
constante,  806-807.  Propriétés  géo- 
métriques, 936-940,  945,  948,  951-953, 
961-962,  969-970. 

Systèmes  de  coordonnées  curvilignes 
A  lignes  conjuguées,  1047-1052. 

Systèmes  de  coordonnées  formés  avec 
une  famille  de  géodésiques,  518,  519, 
520.  Lignes  géodésiques  normales  à 
une  courbe,  522;  passant  par  un  point, 
519,  520,  523. 

Sy.stèmes  d'équations  du  i'remikr  ordre 


\- 
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,)y 


dq 


Ils  conduisent  à  une  équation  à  inva- 
riants égaux,  391. 

Systèmes  d'équations  linéaires  du 
premier  ordre  possédant  une  inté- 
grale du  second  degré,  13,  40-43. 

Système  isotherme  formé  d'ellipses  et 
d'hyperboles  géodésiques.  Théorème 
de  M.  Dini,  587. 

Systèmes  orthogonaux  admettant  une 
famille  de  lignes  de  courbure  planes  , 
762,  971-973. 

Systèmes  orthogonaux  et  isothermes, 
tracés  sur  une  surface  quelconque, 
115-127.  Systèmes  isothermes  plans, 
124.  Systèmes  particuliers,  125-127. 
Système  plan  isotherme  comprenant 
une  famille  de  cei'cles,  127. 

Systèmes  orthogonaux  formés  avec  une 
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famille  de  trajectoires  dans  an  mou- 
vement plan,  541-543.  548. 

Systèmes  triples  orthogonaux.  Pro- 
priétés générales.  147-149.  Systèmes 
orthogonaux  en  coordonnées  penta- 
sphériques.  154. 

Systèmes  triplbs  orthogo.nalx  admet- 
tant même  représentation  sphérique 
qu'un  système  donné.  10-53.  Théorème 
de  Combescure.  1054.  Application, 
1056.  Systèmes  en  nombre  illimité 
dérivés  d'un  système  donné,  lOôT- 
1058. 


SYSTÈMES  TRIPLES  ORTHOGOXALX  BT  ISO- 
THERMES. Démonstration  de  M.  Bon- 
net, 513. 

Systèmes  triples  orthocoxaix  pour 
lesquels  toutes  les  lignes  de  courbure 
sont  planes,  1056,  1059;  pour  lesquels 
une  seule  famille  de  lignes  de  cour- 
bure est  composée  de  courbes  planes, 
1060;  ou  sphériques,  1061-1065. 

Systèmes  triples  orthogonaux  se  rat- 
tachant AUX  fonctions  hypebbllip- 
TiouES,  469. 


Tableaux  DE  formules  relatifs  aux  divers 
systèmes  de  coordonnées  curvilignes. 
504;  à  la  développée  d'une  surface  et 
à  ses  deux  nappes,  754. 

Tableaux  relatifs  à  la  déformation  infi- 
niment petite  et  aux  douze  surfaces, 
897.  905. 

Tangentes  conjuguées.  Généralisation 
du  théorème  de  Dupin,  851. 

Théorème  de  GAUSsrelatif  aux  triangles 
géodésiques  infiniment  petits,  660,661. 

Théorème  de  Green  sur  une  surface. 
639.  Équation  où  figurent  la  cour- 
bure totale  de  la  surface  et  la  cour- 
bure géodésique,  640-646. 

Théorème  de  Joachimsthal  relatif  aux 
lignes  de  courbure  communes  à  deux 
surfaces,  509. 

Théorème  de  M.  Tissot  relatif  à  la 
correspondance  entre  deux  surfaces. 
600. 

Torsion  d'une  ligne  astmptotique.  512 
et  Note  IV. 

Torsion.  Courbes  à  torsion  constante, 
36,  39.  Signe  de  la  torsion,  Note  IV. 
Recherches  récentes  sur  les  courbes 
à  torsion  constante,  même  Note. 

Torsion  géodésique,  507,  50?). 

Tracé  géographique  de  deux  surfaces 
l'une  sur  l'autre,  119-122.  Théorème 
relatif  au  tracé  pour  lequel  les  méri- 
diens et  les  parallèles  d'une  surface 
de  révolution  sont  représentés  par 
des  arcs  de  cercle.  127. 


Tracés  géographiques  d'une  •  surface 
minima,  204,  209. 

Tracés  géographiques  d'une  surface 
qui  se  présentent  dans  la  théorie  des 
mouvements  plans.  On  peut  toujours 
faire  correspondre  aux  trajectoires 
pour  lesquelles  la  constante  des  forces 
vives  a  une  valeur  déterminée  les 
lignes  géodésiques  d'une  certaine 
surface,  547,  548. 

Trajectoires  orthogonales  dune  famille 
de  cercles  dans  le  plan,  93- 

Trajectoires  orthogonales  d'une  famille 
de  géodésiques,  523. 

Trajectoires  orthogon.^les  d'une  famille 
de  surfaces,  438. 

Transformations  de  contact  conser- 
vant les  lignes  de  courbure.  Transfor- 
mation par  directions  réciproques  de 
Laguerre,  170.  Transformation  de  O. 
Bonnet,  171.  Enveloppe  des  sphères 
coupant  une  sphère  fixe  sous  un 
angle  constant,  172. 

Transformation  apsidale.  Notes  VII  et 
VIII. 

Transformation  de  contact.  Généra- 
lités sur  certaines  transformations, 
976-977. 

Transformation  de  M.  Lie  qui  fait  cor- 
respondre uue  sphère  à  une  droite. 
157,  168,  978  et  suiv. 

Transformation  des  équations  li- 
néaires AUX  DÉRIVÉKS  PARTIELLES 
Recherche    de    la    fonction    la    plus 
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générale  satisfaisant  à  une  équation 
du  second  ordre  et  définie  par  la  qua- 
drature /  {Fdx-+-  Qû?y),  où  P  et  Q 


dépendent  linéairement  de  l'intégrale 
générale  d'une  équation  donnée  du 
second  ordre  et  de  ses  dérivées,  402. 
Application  au  cas  où  P  et  Q  con- 
tiennent seulement  les  dérivées  du 
premier  ordre,  402. 
Transformations  des  surfaces  a  cour- 
bure CONSTANTE,  802  et  suiv.  Méthode 
de  M.  Blanchi,  80^,  804.  Propositions 
antérieures  de  JRibaucour,  804.  Tra- 
duction analytique,  805-808.  Trans- 
formation de  M.  Bucklund  809-811. 


Développement  sur  les  applications 
répétées  de  la  transformation  de 
M.  Bianchi,  822-829. 

Transformations  générales  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  consi- 
dérées par  M.  Bàcklund,  811,  Appli- 
cation au  cas  particulier  où  deux 
surfaces  doivent  se  correspondre  de 
telle  manière  que  la  figure  formée 
par  les  deux  points  correspondants  et 
les  deux  plans  tangents  en  ces  points 
soit  invariable  de  forme,  812. 

Triangles  géodésiquks.  Théorème  de 
Gauss,  641.  Extension  de  ce  théo- 
rème, 647. 


Vitesse.  Son  expression  dans  les  déplacements  à  un  paramètre  variable,  3. 
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gonalité  des  éléments  linéaires,  au  réseau  des  lignes  asymptotiques 
de  chacune  de  ces  surfaces  correspond,  sur  l'autre,  un  réseau  conjugué 
à  invariants  ponctuels  égaux.  —  On  déduit  du  premier  couple  deux 
nouvelles  surfaces  (S)  et  (A)  qui  se  correspondent,  elles  aussi,  avec 
orthogonalité  des  éléments  linéaires.  —  Définition  de  (S)  :  c'est 
l'enveloppe  des  plans  menés  par  tous  les  points  de  (S)  perpendicu- 
lairement aux  directrices  de  la  déformation.  —  On  sait  résoudre  le 
problème  de  la  déformation  infiniment  petite  pour  (S)  lorsqu'on  sait 
résoudre  ce  problème  pour  (S).  —  Les  lignes  asymptotiques  se  corres- 
pondent sur  (S)  et  sur  (S).  —  Réciproque  :  tiiéorème  de  M.  Guichard. 
—  Relation  géométrique  entre  les  deux  nappes  de  la  surface  focale 
d'une  congruence  rectiligne,  dans  le  cas  où  les  lignes  asymptotiques 
se  correspondent  sur  ces  deux  nappes.  —  Propriétés  qui  rattachent 
la  surface  (A)  à  la  surface  (S,)  :  les  plans  tangents  aux  points  corres- 
pondants sont  parallèles  et  le  système  conjugue  commun  a  ses  inva- 
riants ponctuels  égaux  sur  les  deux  surfaces.  —  Réciproque  :  théorèmes 
de  MM.  Kœnigs  et  Cosserat.  —  Les  trois  réseaux  l,  II,  III  formés 
par  les  lignes  asymptotiques  de  (S),  de  (S,  )  et  de  (  A)  sont  harmo- 
niques deux  à  deux.  —  Introduction  de  huit  nouvelles  surfaces  qui, 
jointes  aux  quatre  premières,  forment  un  ensemble  de  douze  sur- 
faces que  l'on  peut  grouper  deux  à  deux  de  telle  manière  qu'elles  se 
correspondent  avec  orthogonalité  des  éléments  linéaires,  ou  bien  par 
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plans  tangents  parallèles,  ou  bien  par  polaires  réciproques  relative- 
nient  à  une  sphère  concentrique  à  l'origine,  ou  enQn  comme  focales 
d'une  même  congruence  rectiligne  sur  lesquelles  les  lignes  asympto- 
tiques  se  correspondent.  —  Sur  chacune  de  ces  douze  surfaces,  les 
trois  réseaux  I,  II.  III  déjà  signalés  sont,  Tun  formé  des  lignes 
asymptotiques,  l'autre  conjugué  à  invariants  ponctuels  égaux,  le  dernier 
enfin  conjugué  à  invariants  tangentiels  égaux.  —  Quand  deux  sur- 
faces se  correspondent  avec  orthogonalité  des  éléments  linéaires,  h- 
système  conjugué  commun  a  ses  invariants  tangentiels  égaux.  — 
Lorsque,  sur  une  surface,  un  réseau  conjugué  a  ses  invariants  ponctuels 
(ou  tangentiels)  égaux,  le  réseau  conjugué  qui  lui  est  harmonique 
a  ses  invariants  tangentiels  (ou  ponctuels;  égaux. 
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«^uand  on  sait  résoudre  le  problème  de  la  déformation  infiniment 
petite  pour  une  surface  donnée,  on  sait  résoudre  ce  même  problème 
pour  toutes  les  surfaces  homographiques  et  corrélatives.  —  Démons- 
ti-ation  de  ce  théorème  général  pour  les  homographies  qui  «onservent 
It-  plan  de  l'infini;  pour  la  transformatiou  par  polaires  réciproques 

relative   an    paraboloïde    défini   par   l'équation    ;;  = —  —   Ces 

deux  cas  particuliers  euli-aînent  le  théorème  général.  —  Définition  de 
Vinversion  composée  :  sa  propriété  fondamentale.  —  Quand  on  sait 
résoudre  le  problème  de  la  déformation  pour  un«-  surface  (S>,  on  sait 
aussi  le  résoudre  pour  toutes  celles  qui  en  dérivent  par  l'inversion 
composée.  —  L'inversion  composée  rattachée  aux  notions  relatives 
aux  formes  quadratiques  dont  les  coefficients  sont  constants. 
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Applications  diverses 

Etude  du  cas  particulier  oii  la  surface  i>i;,  qui  correspond  à  (S)  avec 
orthogonalité  des  éléments  linéaires,  se  réduit  à  un  plan.  —  Ce  que 
deviennent  alors  les  douze  surfaces.  —  Application  à  la  question 
suivante  :  déterminer  toutes  les  congruences  rectilignes  pour  lesquelles 
la  surface  moyenne  est  un  plan.  —  On  détermine,  parmi  ces  congruences 
rectilignes,  celles  qui  sont  formées  des  normales  à  une  surface.  —  Étude 
du  problème  plus  étendu  :  déterminer  toutes  les  surfaces  pour  lesquelles 
les  déveioppables  formées  par  les  normales  découpent,  sur  la  développée 
moyenne,  un  réseau  conjugué.  —  La  solution  de  ce  problème  se  ramène 
à  la  détermination  de  la  déformation  infiniment  petite  des  surfaces 
minima.  —  Cette  détermination  se  ramène  d'ailleurs  à  l'intégration 
d'une  équation  linéaire  harmonique.  —  C'est  de  la  même  équation  aux 
dérivées  partielles  que  dépend  la  détermination  des  surfaces  avant 
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général  se  ramène  au  roulement  d'une  surface  réglée  sur  une  surface 
de  même  nature  et  applicable  sur  la  première.  —  Premier  cas  où  ces 
surfaces  réglées  sont  développables.  —  Extension  de  la  notion  de 
réciprocité  relative  aux  tangentes  conjuguées.  —  Second  mouvement 
particulier  dans  lequel  les  surfaces  réglées  sont  développables.  — 
Système  conjugué  commun  à  (6)  et  à  (0,)  considéré  par  Ribaucour. 

—  Théorèmes  de  M.  Kœnigs  relatifs  à  ce  système  conjugué  commun. 

—  La  théorie  des  systèmes  cycliques  et  le  théorème  fondamental  du 
n"  761  rattachés  à  la  considération  du  déplacement  étudié  dans  ce 
Chapitre.  —  Propriété  relative  aux  congruences  engendrées  par  des 
droites  parallèles  et  pour  lesquelles  les  développables  se  correspondent. 

—  Propriétés  diverses  des  différents  systèmes  cycliques  que  l'on  peut 
rattacher  au  même  déplacement.  —  Comment  la  connaissance  d'un 
couple  de  surfaces  applicables  peut  conduire  à  une  infinité  de  couples 
de  surfaces  admettant  la  même  représentation  sphérique. 


CHAPITRE  VU. 

Les  systèmes  cycliques  et  les  surfaces  applicables 1 87 

Rappel  des  formules  établies  au  Livre  IV,  Cliap.  XV,  et  relatives  au 
système  orthogonal  formé  par  les  lignes  de  courbure.  —  Relation  entre 
les  deux  équations,  ponctuelle  et  tangentielle,  relatives  au  système 
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conjogaé  formé  par  ces  lignes.  —  Déterminatioa  des  sarfaces  admet- 
tant la  même  représentation  sphériqne  qu'une  surface  donnée  (S). 

—  Rappel  de  la  première  solution.  —  Théorème  de  Ribaucour  qui 
montre  que  les  surfaces  cherchées  admettent  pour  normales  les  cordes 
de  contact  d'une  famille  de  sphères  ayant  leur  centre  sur  la  surface  (£). 

—  Détermination  des  systèmes  cycliques  engendrés  par  des  cercles 
normaux  à  (Z).  —  Propriétés  géométriques  relatives  aux  sjrstèmes 
cycliques.  —  Propositions  qui  rattachent  la  théorie  de  la  représenta- 
tion sphcrique  à  celle  de  la  déformation  des  surfaces.  —  Détermination 
des  systèmes  cycliques  déduite  d'un  couple  de  surfaces  applicables. 

—  Ce  que  deviennent  les  réseaux  I,  II,  III  du  Chapitre  III  pour  un 
couple  de  surfaces  applicables  (6),  {B^).  —  Déflnition  nouvelle  de 
la  méthode  de  transformation  introduite  au  n"  903  sous  le  nom 
d'inversion  composée.  —  Les  formules  qui  permettent  de  définir  le 
roulement  de  (6)  sur  (0i).  —  Détermination  de  tous  les  systèmes 
triples  orthogonaux  pour  lesquels  une  des  familles  est  composée  de 
sarfaces  à  lignes  de  courbure  planes  dans  un  système. 

CHAPITRE  Mil. 

Représentation  sphèrique.  Solution  complète  du  problème 169 

Emploi  des  coordonnées  tangentielles  a,  ^,  H.  —  Réduction  du  problème 
de  la  représentation  sphèrique  à  l'intégration  dune  équation  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre  dont  les  invariants  sont  égaux. 

—  Les  caractéristiques  de  cette  équation  sont  les  lignes  de  courbure 
de  la  surface.  —  Rapprochement  entre  les  deux  surfaces  qui 
conduisent  à  la  même  équation  du  second  ordre,  l'une  pour  le 
problème  de  la  déformation  infiniment  petite,  l'autre  pour  le 
problème  de  la  représentation  sphèrique.  —  On  retrouve  la  transfor- 
mation de  contact  de  M.  Lie.  —  -Votions  générales  sur  une  classe 
étendue  de  transformations  de  contact.  —  Application  à  celle  de 
M.  Lie.  —  Recherche  des  surfaces  pour  lesquelles  on  sait  résoudre 
le  problème  de  la  représentation  sphèrique.  —  On  démontre  que, 
lorsqu'on  sait  résoudre  ce  problème  pour  une  surface  (  —  ),  on  peut  le 
résoudre,  à  l'aide  d'une  simple  quadrature,  pour  toutes  les  surfaces 
inverses  des  surfaces  (£')  admettant  même  représentation  sphèrique 
que  (£).  —  Ce  procédé,  appliqué  aux  surfaces  qui  correspondent  à 

l'équation =  o,  fournit  toutes  les  surfaces  réelles  pour  lesquelles 

dx  &}■ 

on  peut  obtenir  la  solution  complète  du  problème.  —  Démonstration 

analytique  de  ce  résultat.  —  Compléments  donnés  aux  développements 

du  Livre  IV,  Chap.  VII. 

CHAPITRE  IX. 

Surfaces  a  lignes  de  courbure  planes 198 

Première  application  des  méthodes  précédentes.  —  Rappel  des  formules 
propres  à  déterminer  les  surfaces  admettant  une  représentation  sphè- 
rique donnée.  —  Recherche  des  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes 
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dans  un  système.  —  lîlles  correspondent  toutes  à  des  équations  à 
invariants  égaux  pour  lesquelles  la  solution  est  de  premier  ou  de 
second  rang.  —  Méthode  de  recliercUe  directe  :  théorème  général  qui 
permet  de  les  déterminer  très  simplement  au  moyen  de  trois  dcvelop- 
pables  dont  l'une  (A)  est  isotrope  et  les  deux  autres  (D),  (D,)  appli- 
cables l'une  sur  l'autre  avec  correspondance  des  génératrices 
rectilignes.  —  On  déduit  de  cette  proposition  que,  si  une  ligne  de 
courbure  plane  est  un  cercle,  toutes  les  autres  sont  des  cercles,  que 
si  l'une  d'elles  est  algébrique,  toutes  les  autres  le  sont  aussi,  etc.  — 
Mise  en  œuvre  de  la  génération  précédente.  —  Calculs  et  construc- 
tions géométriques  propres  à  déterminer  la  surface  réelle  la  plus 
générale  à  lignes  de  courbure  planes,  sans  aucun  signe  de  quadrature. 

CHAPITRE  X. 

Surfaces  isothe/ /niques  à  lignes  de  courbure  planes 217 

Rappel  des  différentes  classes  de  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes 
déterminées  ou  étudiées  dans  le  cours  de  cet  Ouvrage.  —  Indication 
de  cas  particuliers  dans  lesquels  ces  surfaces  sont  isotliermiques.  — 
Recherche  systématique  des  surfaces  qui  satisfont  à  cette  double 
condition  d'avoir  leurs  lignes  de  courbure  planes,  au  moins  dans  un 
système,  et  d'être  isothermiques.  —  Mise  en  équation  du  problème.  — 
Intégration  des  équations  linéaires  auxquelles  satisfont  les  rotations. 

—  Tout  se  ramène  à  la  détermination  d'une  fonction  h  satisfaisant  à 
deux  équations  aux  dérivées  partielles.  —  Application  de  la  théorie 
des  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce  et  des 
méthodes  de  M.  Hermite  à  cette  intégration.  —  La  solution  dépend  dés 
fonctions  elliptiques  et  comporte  une  fonction  arbitraire.  —  lixplica- 
tion  de  ce  dernier  résultat  et  construction  géométrique  de  la  surface. 

—  Cas  particulier  où  le  module  de  la  fonction  elliptique  devient  nul. 

CHAPITRK  \I. 

Surfaces  à  lignes  de  courbure  sphériques 2.'>9 

Les  surfaces  à  lignes  de  courbure  sphériques  dans  un  système  corres- 
pondent à  des  équations  aux  dérivées  partielles  à  invariants  égaux 
qui  sont  du  premier,  du  second  ou  du  troisième  rang.  —  Méthode 
directe  de  recherche.  —  Étant  donnée  une  surface  à  lignes  de  cour- 
bure sphériques  (X),  il  existe  une  infinité  de  surfaces  (£„)  de  même 
définition,  dépendant  d'une  fonction  arbitraire  et  admettant  la  même 
représentation  sphérique.  —  Théorème  de  M.  Blutel.  —  Construc- 
tion géométrique  des  surfaces  (S„).  —  Comment  on  peut,  sans  aucune 
intégration,  déduire  toutes  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  sphériques 
des  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes.  —  Propriétés  diverses  :  en 
appliquant  des  inversions  convenablement  choisies  à  chaque  ligne 
de  courbure  sphérique  de  la  surface,  on  peut  les  placer  toutes  sur 
une  même  développable  isotrope.  —  Définition  de  la  rotation  autour 
d'un  cercle;  proposition  qui  rapproche  les  surfaces  à  lignes  de  cour- 
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bure  sphériqaes  des  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes.  —  Des 
surfaces  dont  toutes  les  lignes  de  courbure  sont  planes  ou  sphériques. 
—  Leur  détermination  se  ramène  à  la  solution  de  i'équation  fonction- 
nelle ' 


2](A.-^B,)^=o. 


—  Résultat  :  toutes  les  surfaces  cîierchées  dérivent  simplement,  soit 
du  cône,  soit  de  la  surface  dont  les  normales  sont  tangentes  à  on 
cône. 

CHAPITRE  \II. 

(Généralisations  diverses , 26- 

Systèmes  d'équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  do  second  ordre 
à  n  variables  indépendantes  dans  lesquels  chaque  équation  ne  contient 
qu'une  dérivée  seconde  prise  par  rapport  à  deux  variables  différentes. 

—  Forme  type  de  «es  systèmes,  condition  pour  qu'ils  admettent 
«  -t- 1  intégrales  linéairement  indépendantes.  —  Extension  à  ces 
systèmes  de  la  méthode  de  Laplace.  —  Comment  on  les  intègre 
lorsque  la  suite  de  I^aplace  «e  termine  dans  un  sens.  —  Indication  de 
certains  systèmes  généraux  dont  l'intégrale  peut  être  obtenue.  —  Cas 
particuliers.  —  Applications  géométriques.  —  Systèmes  de  coordonnées 
curvilignes  à  lignes  conjuguées.  —  Ces  s>stèmes  sont  les  seuls  qui 
puissent  correspondre  à  d'autres  systèmes,  les  plans  tangents  aux 
surfaces  coordonnées  étant  parallèles  pour  les  points  correspondants.  — 
Interprétation  géométrique  des  substitutions  de  Laplace  généralisées. 

—  Cas  particulier  des  systèmes  triples  orthogonaux.  —  Théorème  de 
M.  Combescure. —  Démonstration  directe  de  ce  théorème.  —  Applica- 
tion. —  Détermination  d'une  classe  de  systèmes  triples  pour  lesquels 
toutes  les  lignes  de  courbure  sont  planes.  —  En  combinant  l'inversion 
avec  le  théorème  de  M.  Combescure,  on  peut  faire  dériver  d'un 
système  triple  orthogonal  une  suite  illimitée  de  sy^stèmcs  analogues. 

—  Détermination  des  systèmes  orthogonaux  à  lignes  de  courbure 
planes  dans  un  seul  système.  —  Détermination  des  S}"Stèmes  ortho- 
gonaux à  lignes  de  courbure  sphériques  dans  un  seul  système. 


CHAPITRE  Mil. 

Nouvelles  classes  de  sur/aces  applicables 3oS 

Ce  Chapitre  est  consacré  à  l'exposition  des  résultats  nouveaux  que  l'on 
doit  à  M,  Weingarten  dans  la  rechei-che  des  surfaces  applicables  sur 
nne  surface  donnée.  —  La  méthode  de  M.  Weingarten  exige  que  l'on 
connaisse  déjà  au  moins  une  surface  réelle  ou  imaginaire  admettant 
l'élément  linéaire  donné.  —  Elle  fait  dépendre  la  détermination  de 
toutes  les  surfaces  (6)  admettant  cet  élément  linéaire  de  celle 
d'autres  surfaces  (ÏI 1.  satisfaisant  à  une  certaine  équation  aux  dérivées 
partielles,  qui  établit  une  relation  entre  les  rayons  de  courbure  prin- 
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cipaux,  les  distances  d'un  point  fixe  au  plan  tangent  et  au  point  de 
contact.  —  Cas  particulier  où  les  caractéristiques  de  cette  équation 
aux  dérivées  paitielies  sont  les  lignes  de  longueur  nulle  de  la  repré- 
sentation spliérique  de  (il).  —  L'élément  linéaire  est  alors  défini  par 
la  formule  simple 

ds-=  du--h  2[u-\- '\i'ii>)]di>'', 
et  l'équation  à  intégrer  prend  la  forme  simple 

à-v  'l'"(v) 

ÔÔTâp  (l-r-  OL^y' 

Indication  des  différentes  formes  de  'Ylv)  pour  lesquelles  l'inté- 
gration est  possible.  —  Démonstration  de  différents  résultats  dus  à 
MM.  Weingarten,  Baroni,  Goursat.  —  Les  cas  les  plus  intéressants 
font  connaître  toutes  les  surfaces  applicables  sur  le  paraboloïde  du 
second  degré  dont  une  génératrice  recliligne  est  tangente  au  cercle 
de  l'infini.  —  Réduction  de  l'élément  linéaire  de  ces  surfaces  à  la 
forme  de  Liouvillc  ([ui  permet  l'intégration  des  lignes  géodésiques. 

CnÂPITRK  XIV. 

Dernières  recherches 338 

Nouveau  développement  donné  par  M  Weingarten  aux  recherches 
précédentes.  —  Problème  proposé.  —  Étant  donné  un  élément  linéaire, 
pour  résoudre  le  problème  de  la  déformation,  on  mène  par  chaque 
point  de  la  surface  cherchée  (0)  une  tangente  faisant  un  angle 
déterminé,  mais  d'ailleurs  variable,  avec  les  courbes  coordonnées; 
puis  on  prend  comme  variables  indépendantes  deux  paramètres  quel- 
conques propres  à  définir  la  direction  de  celte  droite  dans  l'espace.  — 
Formation  des  équations  aux  dérivées  partielles  auxquelles  satisfont 
les  coordonnées  curvilignes  u  et  v  considérées  comme  fonctions  de 
ces  paramètres.  —  A  ce  propos,  l'on  rappelle  et  l'on  c<tmplète  quelques 
propriétés  de  la  ligne  de  striction  des  surfaces  réglées.  —  Etant 
donnée  une  congruence  rectiligne,  assembler  les  droites  en  surfaces 
réglées  dont  les  lignes  de  striction  soient  sur  une  des  nappes  focales 
de  la  congruence.  —  Les  propriétés  géométriques  établies  permettent 
de  simplifier  les  équations  qui  déterminent  a  et  i>  et  de  les  réduire 
à  une  seule  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  — 
Renvoi  au  Mémoire  de  M.  Weingarten  couronné  ])ar  l'Académie  des 
Sciences. 
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